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Matematik 2ZMA1

4 timers skriftlig preve med hjadpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bager, egne notater
o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1

1° Lad X veae en maagde, og lad (f)nen Vaae en felge af funktioner fn: X — R, sA (fn)nen
konvergerer uniformt mod funktionen f : X — R. Vis, at hvis@ : Y — X er en afbildning fraen
mangde Y ind i X, da konvergerer funktionsfalgen (gn)nen, hvor gn = fro@: Y — R, uniformt
mod funktioneng= fo@:Y — R. 2° Lad v : R — R vage en uniformt kontinuert funktion.

Vis med betegnelserne fra 1°, at funktionsf@gen (hn)nen, hvor hy = yo f, : X — R, konvergerer
uniformt mod funktionenh=wyo f : X — R. 3° Lad (X, dx) og (Y, dy) betegne metriske rum, og

lad @ : X — Y vege en bijektiv afbildning. For x1,x2 € X sadtes

dy (x1,%2) = dy (@(x1), p(X2))-

Vis, at der herved er defineret en metrik di pa X. ldet Kx (x,r), K& (x,r) og Ky (y,r) betegner
kugler i henholdsvis det metriske rum (X, dx), (X,d}) og (Y,dy), skal man vise, at Ky (a,r) =
0 (Ky(p(a),r)) forae X, r > 0. 4° Vis med betegnelserne fra 3°, at ¢ : (X,dx) — (Y,dy) er

en homeomorfi, hvis og kun hvisdx og di er akvivalente metrikker pa X.

Opgave 2

1° Lad f : [0,4+o[— R vaae en kontinuert, begraanset funktion. For hvert n € N defineres funk-
tionen fy, : [0, +eo[— R ved
fa(¥) = F(X)e ™.
n
Ger rede for, at f, for hvert n € N er integrabel over [0, +o[ med hensyn til Lebesguemalet, og
vis, at -
/0 fn(X) dx — f(0) for n — eo.

2° Lad (X, E,u) vaaeet marum, og lad f € L(X,E,u). For hvert n € N sates
En={xeX|0< f(x) <n}

og
Fn={xeX|—-n< f(x) <0},

og funktionen h, : X — R defineresved h, = 1g, — 1r,,. Ger redefor, at hyf € L(X,E, ) for hvert
ne N, ogvis, a

/hnfd,u—>/|f|d,uforn—>oo.
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3° Lad funktionen f : R — R vaze givet ved
f(xy) =ye?sinx,
og lad E =]0, +<o[ x ]0,1[. Ger redefor, at f er integrabel over E med hensyn til Lebesguemalet,
og find vaadien af
/ f dmp.
E

(Det kan uden bevis benyttes, at [y sinxe ™ dx = FltZ')

Opgave 3

Lad (X,E,u) veaeet marum. 1°. Lad g : X — [0, 4o vaae en malelig funktion. For et givet reelt
tal a> O betragtesmaangden E = {x € X | g(x) > a} . Vis, at

1
<= :
u(E) < a/gdu
2°. Visunder anvendelse af 1°, at hvisder findes en malelig funktion f : X —]0, 4+-o[, s [ fdu <

+oo, daer (X,E,u) c-enddigt.
(Vink: Se pa maangderne E, = {x € X | f(x) > %}.) 3°. Vis omvendt, at hvis (X,E,u) er o-

endeligt, dafindes en funktion f somi 2°.
(Vink: Skriv X = ?1 = UA,, hvor A, € E med U(An) < 4o, 0g hvor Ay’ erne er parvis disunkte;

n=
definer s& f ved hjadp af en passende uendelig ragkke, hvori indgar funktionerne 14,.)

Opgave 4

Lad delmaangden E af R® vage givet ved:

E={(xy2eR[0<z<1, X+|y<Z.
1°. Ger redefor, at E er kompakt og sammenhaangende. 2°. Idet f : R® — R betegner funktionen
givet ved f(x,y,z) = x2, skal man beregne

/fdrrtg.
E



