Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet forar 1996

Matematik 2MA 1

REEKSAMINATION 28. MARTS 1996

4 timers skriftlig prove med hjselpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1

Vi betragter R? som metrisk rum med den ssedvanlige afstand

d(z,y) = V(71 —y1)2 + (2 —12)?, 2= (71,72), y = (y1,%2) € R*.
For en ret linie L i R? defineres afstanden til L som funktionen

dp(z) = inf{d(z,y) |y € L} for z¢€R?.

1° Vis, at dj, : R? — R er afstandsformindskende, altsé at
ldp(z) — dp(y)| < d(z,y) for x,ycR?.
2° Lad Ly, Ly veere to forskellige ikke parallelle linier i R?. Tegn meengden
{x e R?*|dp,(2z) <1, dp,(z) <1}

og vis, at den er kompakt.

3° Lad der veere givet 3 rette linier L, Lo, L3 i R? som antages at bestemme en
trekant. Med T betegner vi den fulde trekant, dvs. meengden af punkter indenfor
eller pa trekantens sider.
Lad ¢ : T"— [0, 0o[ veere defineret ved

Vis, at der findes punkter a,b € T sa

pla) < p(z) < p(b) foralle zeT.
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Opgave 2
Lad f, : R — R veere folgen af funktioner defineret ved

fo(@)=1—cos®™ 2z, z€R.

1° Vis, at fglgen er monotont voksende med

lim f,(z) =

n—oo

0, zenZ={pr|peZ},
1, z¢nZ.

2° Lad p veere et vilkarligt mal pa det malbare rum (R, B).
Vis, at

lim [ fodp=p(R\7Z).

3° Lad nu g veere det mal, der har teetheden e 1%l med hensyn til Lebesgue malet

m pa (R, B).
Vis, at
lim [ fodpu=2.
Opgave 3
Betragt ligningen
(¥ Fe) = [Ty, wew
x) = — = x .
T Wy

1° Vis, at hvis f : R — R er en begreenset Borel funktion, sa er F' veldefineret ved
(%), og F' er en kontinuert funktion.

2° Vis, at hvis f € L(R), s& er F veldefineret ved (x) og en C?-funktion (to gange
differentiabel og F" er kontinuert).

3° Vis, at hvis f € L(R), sa opfylder F' defineret ved (x) uligheden
1 oo
F@) - F@|<gle—2 [ I/@ldy for az€R.

(Vink: Det kan benyttes at |sinz —sinz| < |z — 2| for z,z € R).
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Opgave 4

For a > 0 betragtes maengden

Do ={(z,y) € R|aa® <y < a}.

Ol

1° Gor rede for at D, € Bs og vis, at ma(D,) = 3a.

2° Betragt maengden
V={(z,y,2) eR® | 2>0, e 2’ <y<e *}.

Udregn mg(V).
3° Lad f:R3 — R vaere defineret ved

f(2,y,2) = (sinz)ye”.

Vis, at f er integrabel over V og udregn fv fdms.



