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Matematik 2MA 1

4 timers skriftlig prgve med hjeelpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne

notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1
Lad (M, d) veere et metrisk rum og lad (a,), (bs), (¢cn) veere tre punktfglger fra M.

1° Vis, at hvis d(an, bs) — 0 og d(by,cn) — 0, sa vil d(an, c,) — 0.
2° Lad A vere en ikke tom delmaengde af A og lad € M. Antag at (a,) er en

punktiglge fia A sda, — z.
Vis,at z € A.

3° Antag at A,B C M er ikke tomme, afsluttede og disjunkte delmeengder. Vis, at
g g &
hvis A desuden er kompakt, sa findes en konstant 6 > 0 saledes at

(%) d(a,b) > ¢ foralle a€ AbeEB.

(Vink. Antag at (*) ikke geelder og slut, at der findes fglger (a,) fra A og (b,) fra B sa
d(an,by,) — 0, og forsgg at udlede en modstrid.)

Opgave 2
For o € R defineres funktionen f, : R> — R ved

Ty
(1+ 22 +y2)o

foz(wa y) =

1° Vis, at fo € L1(R%, m2) nr a > 2, idet mo er Lebesgue mélet pd R%. (Vink. Benyt
polaere koordinater.)

2° Ggr rede for, at snitfunktionen f5(z, ) er integrabel med hensyn til Lebesgue malet
pa R for ethvert z € R, og at der ved formlen

F(a:):/fz(:z:,y)sinydy

defineres en kontinuert funktion F': R — R.
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Opgave 3

Skitser fplgende delmeengde af R

K={(z,y,2) eER*|0<y <, 22 + (z —siny)? <y* ).

1° Vis, at K er kompakt og sammenhaengende.
2° Bestem snitmeengden K, C R? for hvert y € [0, ]

3° Udregn voluminet m3(K).

Opgave 4

Lad K betegne systemet af alle afsluttede akseparallelle kvadrater i R?, altsa

K = {[a,a+ k]  [6,b+ k] | (a,5) € R%, A >0},

1° Vis, at o(KK) = B, altsd at Borelalgebraen er den mindste o—algebra pd R?, der
indeholder K.

Ved hjgrnet bestemt ved (a,b) € R? forstds meengden
H(a,b)={(z,y) eR* |z <a, y<b},
og lad H veere systemet af hjgrner, dvs.

H = {H(a,b) | (a,b) € R*}.

2° Vis, at H er et feellesmeengde stabilt frembringersystem for Borelalgebraen.

3° Vis, at ethvert hjgrne H(a, b) er foreningsmeengde af en stigende fglge af meengder
fra K.

4° Lad p,v vere endelige mal pa (R?, B,).
Vis, at hvis u(K) = v(K) for alle K € K, s& er p(B) = v(B) for alle B € B,




