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Matematik 2 MA 1

Opgave 1

Lad (X,dx), (Y,dy) og (Z,dz) veere metriske rum. Vis, at hvis f : X —» Y og
g : Y — Z er uniformt kontinuerte afbildninger, daer go f: X — Z uniformt
kontinuert.

Vis, at hvis en Cauchyfglge (Zn)neN 1 €t metrisk rum (M, d) har en konvergent
delfglge, da er (zn)neN konvergent.

Lad f: R — R veere en differentiabel funktion. Vis, at den afledede f': R — Rer
en Borelfunktion. (Vink: Betragt funktionsfglgen gn(z) = n(f(z + 1) - f(z)).)

Lad (X,E) og (Y,F) veere malbare rum, og lad f : X — Y veere en afbildning.
Vis, at hvis afbildningen go f : X — Rer malelig for alle malelige afbildninger
g:Y — R, daer f malelig. Her teenkes R udstyret med Borelalgebraen. (Vink:

Benyt funktioner ¢ af formen g = 1p, hvor F' € F.)

Opgave 2

22

Lad f € L1(R). For hvert n € N defineres funktionen fr ved folz) = f(z)e™ 7.
Ggr rede for, at fr € £3(R) for alle n € N, og at

[z [ s@de o noe

Lad (X,E, ) veere et malrum, og lad E; C E; C E3 C ... veere en voksende fglge
af malelige meengder, s UnenEn = X. Idet f er en given funktion i MH(X,E)
defineres for hvert n € N funktionen f,, : X — [0,400[ ved

_ f(z) hvis z € E, og f(z)<n
fule) = {0 ellers.

Ggr rede for, at f, er malelig, og at

/andwfxfdu.

Lad a, b veere reelle tal s3 0 < a < b, og szt E =0, + 00 X [@,b]. Udregn integralet

/ e Y dmy(z,y)
E

Opgave 2 fortsattes pa side 2
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pa to forskellige méader, og udled herved formlen

oo —bz _ ,—aczx b
/ ¢ T° de= log ~.
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x

Opgave 3

Lad K : R? — R vere en kontinuert, begraenset funktion.

1° Vis, at hvis f € £;(R), sa defineres der ved
s~ [ Ken)fw)a

en kontinuert, begraenset funktion pa R.

90 Ggr rede for, at der ved fastszttelsen
1)) = [ Kle)fw)dy

defineres en linewr afbildning T : £;(R) — Cs(R), og at der findes en konstant M,
sa
IT(Hlle < MIflh
for alle f € £L,(R). .
3° Lad f,g € £L1(R). Gogr rede for, at funktionen (z,y) — K(z,y)f(z)g(y) tilhgrer
£,(R?), samt at funktionen z — T(f)(x)g(z) tilhgrer L1(R).
4° Angiv en linezr afbildning S : £1(R) — Cy(R), s& der for alle f,g € £;(R) galder,

at

[ 7)ot de = [ s@ste) de
R R

(Det er her underforstaet, at hgjresiden skal vare veldefineret; venstresiden er
veldefineret ifglge 3°.)

Opgave 4

Lad A =[-1,1] x [-1,1] og lad B = {(z,y) € R2 ||z +y] <2 A Jo—yl <2}
1° Idet T : R — R betegner den linezre afbildning, der er givet ved matricen

1 -1
1 1)’
skal man ggre rede for, at T(A) = B.
2° Beregn under anvendelse af 1° integralet

/B(2a:+y)cos (""2 ;yQ) drma(z,y)-




