Kgbenhavns Universitet
Matematisk-gkonomisk kandidateksamen, vinteren 1989-90

Mat 2MA1l

4 timers skriftlig prgve med hjzlpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1

Lad a veere et reelt tal > 0, lad k veere et helt positivt tal, og betegn ved K den afsluttede
enhedskugle i R¥ (med euklidisk norm)

K={zeR"|[lz| <1}
Betragt funktionen
fa(z) = |lz||*
fra K indi R.

1° Vis, at f, er kontinuert.
2° Vis, at f, er uniformt kontinuert.

3° Vis, at f, er en Lipschitz afbildning, ndr a > 1. [Vink: Man kan eventuelt forst
vise, ved hjzlp af middelveerdisatningen, at [t — 3] < alt; — tg|, nar t, ¢z €
[0,1],a > 1]

Opgave 2
Lad Q betegne fglgende delmaengde af R®: -
Q={z€eR|z;>0for j=1,2,3, 21+ 22 + 23 <1}L

Sammen med Q betragtes rummet C(Q) af kontinuerte funktioner pa @ samt rummet
£1(Q) af Lebesgue integrable funktioner pa Q.
1° Ggr rede for, at C(Q) er et Banach rum med den' uniforme norm

I fllu = sup |f(z)].
z€Q

2° Beregn m3(Q).
3° Vis, at der findes en konstant C, s8 at for ethvert f € C(Q) er

[1fll2 < Cllfllus
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hvor || f||1 er seminormen

1l = L \f(z)| dms

pa L£1(Q); og vis, at C(Q) C L1(Q)-
4° Findes der en folge af kontinuerte funktioner f, pé @, som er konvergent iC(Q),
men ikke i £1(Q)? (Begrundelse gives.)

5° Findes der en fglge af kontinuerte funktioner g, pad @, som er konvergent i £1(Q),
men ikke i C(Q)? (Begrundelse gives.)

6° Er Q kompakt? Er C(Q) kompakt?

7° Vis, at afbildningen T': f — f2 er kontinuert fra C(Q) til £1 (@). Er T lineser? Er
T afstandsformindskende?

‘Opgave 3

I det fglgende betegner p‘ et reelt tal med 1 < p < oo.
For hvert a og B € R defineres funktionen f, pa R4 og funktionen gg pa R? ved:

Arctanz

fo(z) = s for z > 0;
Arctan(z? + y?
g9p(z,y) = (@ -(i-yz)ﬂy ) forz? +y*> >0, ¢3(0,0)=0.

1° Bestem de a, for hvilke fq|jo 1 tilhgrer £,(]0,1[), og de a, for hvilke Jalj1,000
tilhgrer £,(]1, 00[).

2° Idet B = {(z,y) | 2* +y? < 1}, skal man bestemme de S, for hvilke 9| tilhgrer
L,(B), og de B, for hvilke gg|rz\p tilhgrer L,(R%\ B).




