Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommeren 1996

Matematik 2 MA 1

4 timers skriftlig prgve med hjselpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesattet bestar af 4 opgaver og er pa 2 sider.

Opgave 1

Lad (X,dx) og (Y, dy) betegne metriske rum. En kontinuert funktion f : X — Y siges
at veere egentlig, hvis det for enhver kompakt delmsengde K af Y geelder, at f~1(K) er
en kompakt delmaengde af X.

Vi udstyrer i det folgende R™ med den sadvanlige metrik.

a) Lad X veere den afsluttede kugle i R™ med centrum i 0 og radius 1 og antag at
f X — R er kontinuert. Vis, at f er egentlig.

b) Antag, at f: R™ — R er kontinuert. Vis, at f er egentlig hvis og kun hvis

F=H([=m,m])
er begraenset for ethvert m € N.
c) Betragt funktionerne f; : R — R, i = 1,2, 3, givet ved
fi(z) =0, fo(x) = |z, fa(z) =€”.

Afggr, hvilke af disse funktioner der er egentlige.

Opgave 2

Seet
E={(z,9,2) €R®|2>0,y>0,2>0, z+y<e *}.

1° Er E afsluttet? Er E kompakt?
2° Bestem ms(E).
3° Betragt for et givet a € R funktionen f, : F — R givet ved

y*e**, y#0

fa(l'ayaz):{o y=0.

Undersgg, for hvilke o funktionen f, er integrabel over E mht. Lebesgue malet
ms.
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Lad f:
[1, 00].
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Opgave 3

F(a) :/Olﬂsin (g) dy

bestemmer en funktion F': R — R og at F (%) — 0 nar n — oo.

Redeggr for, at

Bevis, at F er differentiabel med

1 cos (%)
Flz)= | ——=*dy,
0o VY
og udregn F’(0).
Vis, at

1

1
n ysin| — | dy—2, n— oo.
/0\/_ (”3/)

(Vink: omskriv udtrykket til en differenskvotient for F' og benyt 2°).

Opgave 4

[1, 00[— [0, 0o[ betegne en voksende Borel funktion. Lad p veere et Borel mal pa
Vi definerer for hvert n € N en funktion f,, : [1, oo[— [0, o[ ved

fu(z) = f(x+mn).

Redeggr for, at
Jim f(z)
fastlaegger en vaerdi @ € R = R U {—o00, 00}, og at
falz) —a, n— o
monotont for ethvert x € [1, ool.
Vis, at

/ fndp — ap([1,0[), n — 0.
1
Lad nu f: [1,00[— [0, 0o veere givet ved

f(x) = Arctan(z),

og lad p veere det mal der har teethed 272 med hensyn til Lebesgue mélet pa
[1,00[. Vis, at

[
1 4



