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Matematik 2MA 1

4 timers skriftlig prgve med hjelpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1

Lad (M,d) vere et metrisk rum.
1° Vis, at der for en fglge af delmeengder Ay, Ay, -+ af M geelder
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2° Lad (M,d) veere R med den szdvanlige afstand. Vis, at hvis A, =10, %,
1,2, .-, sa geelder der ikke lighedstegn i (a), og hvis A, = [n,n+1[,n =1,2,
sa geelder der ikke lighedstegn i (b).

3° Lad f,g:(M,d) — (M,d) veere kontinuerte afbildninger. Vis, at maengden

F={ze M| f(z) =g(z)}
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er afsluttet.

Opgave 2
Lad C([0,1]) betegne vektorrummet af kontinuerte funktioner f : [0,1] — R forsynet med

den uniforme norm
[ fll = sup{|f(z)| | z € [0,1]},

og lad £([0, 1]) betegne vektorrummet af funktioner f : [0,1] — R, der er integrable med
hensyn til Lebesgue maélet pa [0,1].
1° Vis, at hvis f € £([0,1]) sa er

Fa)= [ sin(en)fl)dy , = € R

en kontinuert funktion pa R.

2° Vis, at der ved fastsaettelsen
1
T()(e) =1+ [ sin(@)fw)dy , < € 0,1
‘ 0
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defineres en afbildning T : C([0, 1]) — C([0, 1]) som opfylder
(@) T(F)@) = Te)a) < IIf = gllu Jy sin(zy)dy , = € [0,1]
(b) 7)) = T(llu < 31IF = gllu
for f,g € C([0,1)).
(Vink. Det kan benyttes at 1 — cosz < 1z for z € [0, 1]).

3° Ggr rede for, at integralligningen

@) =1+ / sin(zy)f(y)dy , = € [0,1]

har en entydig lgsning f € C([0,1)).

Opgave 3
Lad a, b, ¢ > 0 betegne positive reelle tal og betragt fslgende delmaengde af R3

K = {(m,y,z) IOSZ, 6233(1’:12', 62:1,‘2+a2y2 S 1},

1° Vis, at K er kompakt.

2° Vis, at K er kurvesammenhangende.

3° Lad p: R® — R? betegne projektionen p(z,y, 2) = (z,y).
Find billedmeengden p(K) og snittet K, ,) for (z,y) € p(K).

4° Find voluminet m3(K) af K.

Opgave 4

I det fglgende betragtes endelige mal p og v pa (R, B), altsa u(R) < oo, ¥(R) < co. Man
siger, at u har n’te moment (n =1,2,---) hvis 2" € L(R, B, p), og tallet

Ma(p) = / z"dp(z)

o e e

kaldes u’s n’te moment.
1° Vis, at hvis g har n’te moment, sa har y ogsa k’te moment for k =1,2,--- | n.
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2° Vis, at hvis u er koncentreret pa | — 1,1[, altsa hvis y(R\] —1,1() = 0, sa har p
n’te moment for ethvert n =1,2,--- og

lim M,(u)=0.
n—oo

3° Vis, at hvis g har n’te moment, og hvis «, § er naturlige tal opfyldende 1 < a, f <
2, sa geelder

(Mot (1) < \/ M) Map () -

4° Lad p : R? — R veere givet ved p(z,y) = zy. Vis, at hvis 4 og v har n’te moment,
sa har billedmalet ¢ = p(p ® v) ogsa n’te moment og

My(o) = Mn(p)Mn(v) .





