Kgbenhavns Univer sitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommeren 1995

Matematik 2MA

4 timers skriftlig preve med hjadpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bager, egne notater
o.l. samt lommeregnere.)
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Opgave 1

Lad (X,dx), (M1,d;1) og (M2,d;) veare metriske rum, og lad d vaare produktmetrikken af
d1 og dp paM = Mj x My. Vi betragter en funktion f = (1, f2) : X = M = M1 x M, (der
gadder altsa f (x) = (f1(x), f2(x)) for x e X). Vis, at f : (X,dx) — (M, d) er uniformt konti-
nuert, netop hvis f1 : (X,dx) — (M1,ds) og f2: (X, dx) — (M2, d2) er uniformt kontinuerte.

Lad (X,dx) og (Y,dy) vaae metriske rum. Vis, at en afbildning f : X — Y er kontinuert,
netop hvis det for enhver delmaangde B af Y gadder, at

f-1(B°) c f1(B)°.
Lad X veae en mangde, og lad d; og dy veae metrikker pa X. Lad Gi og G, betegne
systemet af abne delmaangder i de metriske rum (X, d;) og (X, dy). Vi siger, at ' d; er finere

end dy’, hvis G> C G (atsahvis alle dbne maangder i (X, d;) ogsaer dbnei (X,d;)). Vis,
at d; er finere end do, netop hvis

Vae XVr > 03s> 0:Ky(a,s) C Kx(ar).
(Kugleri (X,d1) og (X, d2) betegnes med henholdsvisK1(a,r) og Ko(a,r).)

Lad (X,dx) vaze et metrisk rum. En afbildning f : X — R siges som bekendt at vazre
kontinuert i et punkt a € X hvis

Ve > 0306 > 0Vx e X :dx(a,x) < o= |f(X)— f(a)| <e.
Vi siger, at ' f er kontinuert fraoveni &', hvis
Ve > 030 > 0Vxe X :dx(a,x) <d= f(x)—f(a) <e.
Vis, a f er kontinuert fraoven i punktet a € X, netop hvis
Vo> f(a)36 > 0: f(Kx(a,9)) C | —e,a].
Vi siger, at ' f er kontinuert fra oven’, hvis f er kontinuert fra oven i ethvert punkt. Vis,

at en afbildning f : X — R er kontinuert fra oven, netop hvis f~1(] —«,a[) er en &ben
delmangde af X for allea € R.

Vis, at hvis A er en delmaangde af X, daer indikatorfunktionen f = 1a kontinuert fra oven,
netop hvis A er en afduttet delmaangde af X.
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Opgave 2

Lad f : R — R vazre en kontinuert, begraanset funktion, oglad g : R — R vaae en funktion,
der er integrabel med hensyn til Lebesguemalet. For hvert n € N defineres funktionen f, :

R — R ved X
fn(X) = £(=)g(0).

Gar rede for, at f, for hvert n € N er integrabel over R med hensyn til Lebesguemalet, og
vis, at

/fn(x)dx—> f(O)/g(x)dx for n—eo.
R R

(Samme betegnelser somi 1°.) For hvert n € N sadtes gn(X) = ng(nx). Ger rede for, at der
for hverty € R og n € N gadder, at funktionen x — f(X)gn(X—) er integrabel over R, og
at

/ f(X)gn(x—y)dx — f(y)/ g(x)dx for n— oo.
R R
(Vink: Anvend 1° og passende variabel skift.)

Lad f : [0,4-oo[— R vagre en C -funktion, og lad o, B,a,b vage reelle tal med 0 < o < B
og0<a<h, ogsal = |a,pB] x[ab]. Ger rede for, at funktionen (x,y) — f/(xy) (hvor
f/ betegner den afledede af f) er integrabel over | med hensyn til Lebesguemalet, og vis
formlen

X

ved at udregneintegralet J; f’(xy) dmp(x,y) pato forskellige mader, idet der ogsa skal gares
rede for, at de pagad dende integraler eksisterer.

/B f (bx) — f(ax) dx — /b f(Bx) — f(0x) dx
o X a

(Samme betegnelser som i 3°.) Antag nu, at f er voksende,ogata > 0, samtat K = —

X—>oo
f (bx)— f (ax)

lim f(X) < 4. Vis, at funktionen x — <

til Lebesguemalet, samt at

/()erwdx: (K — f(O))Iogg.

er integrabel over |0, +e-[ med hensyn

Idet 0 < a < b skal man vise, at
e Arctan(bx) — Arctan(ax) b
/o X a’
idet der ogsa skal gares rede for, at det pageddende integral eksisterer.

dx = glog

Opgave 3

Betragt den komplekse funktion f givet ved

eg—1

R

Opgave 3 fortsates paside 3
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i omradet
G=C\{2,-i}.
1° Begrund, at f har en potensrakkefremstilling f(z) = ¥7_yanz" i en (ikke-tom) &ben cir-
kelskive med centrum i O.
2° Bestem konvergensradius for denne raskke.
3° Beregn ag 0g a;.
4° Beregn

/ f(—zz)dz,
0K(0,3) Z

22

hvor cirklen oK (0, %) gennemlgbes i positiv omlgbsretning.

Opgave 4
Lad for givet oo € C\ Z funktionen f : R — C vaae bestemt saledes, at
f(0) =€ for 0<0<2m,

og saledes, at f er periodisk med periode 2rt paR.

1° Beregn de trigonometriske Fourierkoefficienter c,(f) for f og opskriv den trigonometriske

Fourierraskke hegrendetil f.
2° Vis, at denne raskke er punktvis konvergent i R.
3° Begrund, at rakken ikke er uniformt konvergent i R.

4° Bestem raskkens sum for © = 0 og vis herved formlen

ncot(mor) = Y in for a € C\Z.

nez %~



