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Matematik 2 M A

4 timers skriftlig prove med hjzlpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1

1° Lad X vecre en mengde, og lad (fn)neNn veere en fglge af funktioner f, : X — R, sa
(fn)new konvergerer uniformt mod funktionen f: X — R. Vis, at hvis ¢ : ¥ — X er
en afbildning fra en mezengde Y ind 1 X, da konvergerer funktionsfglgen (g, )nen, hvor
gn = fnoe:Y — R, uniformt mod funktionen ¢ = fop: Y — R.

2° Lad ¥ : R — R veare en uniformt kontinuert funktion. Vis med betegnelserne fra
1°, at funktionsfglgen (hp)nen, hvor hy, = Yo f, + X — R, konvergerer uniformt mod
funktionen h =% o f: X — R.

3° Lad (X,dx) og (Y, dy) betegne metriske rum, og lad ¢ : X — Y veere en bijektiv
afbildning. For z1, 1z, € X secttes

dlx(ivl,zz) = dy(¢(z1), »(22)).

Vis, at der herved er defineret en metrik d'y pa X. Idet Kx(z,r), Kx(z,r) og Ky (y,r)
betegner kugler i henholdsvis det metriske rum (X, dx), (X, dY) og (¥,dy), skal man
vise, at K (a,r) = ¢ N (Ky(p(a),r)) for a € X, r > 0.

4° Vis med betegnelserne fra 3°, at ¢ : (X,dx) — (Y, dy) er en homeomorfi, hvis og kun
hvis dx og d'y er skvivalente metrikker pa X.

Opgave 2
1° Lad f : [0, 4 0o[— R veere en kontinuert, begraenset funktion. For hvert n € N defineres
funktionen fy : [0, +o00[— R ved
T

falz) = f(=)e™".

n

Ggr rede for, at f, for hvert n € N er integrabel over [0,+oco[ med hensyn til Le-
besguemalet, og vis, at
+ oo

fn(z)dz — f(0) for n — oo.
0

Opgave 2 fortsattes ps side 2
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2° Lad (X, E, p) veere et malrum, og lad f € L(X,E, ). For hvert n € N sattes

E,={ceX]|0< f(z) <n}

og
Fu={zeX|-n<fl)<0),

og funktionen h, : X — R defineres ved h,, = 1g, —1p,. Gorredefor, at h,f € L(X,E, x)
for hvert n € N, og vis, at

Jrasdi= [1f1dptor n - oo

3° Lad funktionen f: R? — R vaere givet ved
flz,y) =ye "¥sinz,

og lad E =]0,+o0[ x]0,1[. Ggr rede for, at f er integrabel over E med hensyn til
Lebesguemalet, og find veerdien af

Opgave 3
Man betragter funktionen
2+sin A
A) = ———.
?(Y) 2 4 cos A

1° Vis, at ¢(A) er en meromorf funktion af A € C, og find dens poler og nulpunkter
(udtrykt ved hjeelp af elementaere funktioner, sasom /7, Log, eksponential- og trigono-

metriske funktioner).
2
/ (1) dt.
0

(Vink til 1° og 2°. Saettes z = ¢'*, kan man omskrive ¢()) til en rational funktion af 2.
Integralet kan da omskrives til et kurveintegral langs kurven z = e''.)

2° Beregn integralet

Opgavesattet fortseettes pa side 3
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Opgave 4

Det er velkendt, at systemet

(*) {\/g sin n:L'}ngN

er et fuldstzendigt ortonormalsystem i L ([0, 7}, dz).
Man betragter fplgende funktioner pa [0, 7):

f@)=§ ]z - %l

g9(z) =1,
1 for 0 <z <%,
h(z)=¢ —1 for <z <m,
0 forz=0,z=7%,z=m.

1° Angiv, for hver af funktionerne f, g og h, hvorvidt deres Fourierreekke efter systemet
(%) konvergerer

(a) i L2([0,7]),
(b) uniformt pa [0, 7],
(c) punktvis i visse punkter af [0, 7] (hvilke?).

2° Find Fourierkoeflicienterne for g efter systemet (x).

3° Bevis formlen






