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Matematik 2 MA

4 timers skriftlig preve med hjadpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bager, egne notater
o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1

[De falgende fire delopgaver er uafhaangige af hinanden.] 1° Lad (M, d) vaae et metrisk rum.
Vis, at en falge (xn)nen € en Cauchy falge, netop hvis der gadder

Ve >03dN € NVn > N: d(xp,xn) < €.
2° Lad (X,dx), (Y,dy) vaae metriske rum, og lad f : X — Y vage en afbildning. Vis, at hvis

(Xn)nen €r en Cauchy falgei (X,dx), og hvis f er uniformt kontinuert, daer falgen (f(Xn))nen
en Cauchy falgei (Y,dy). 3° En kontinuert funktion f : R — R siges at 'forsvinde i uendelig’,

hvis der gadder
Ve > 03K > 0:|f(x)| <eforalexmed |x| > K.

Med Cy(R) betegnes underrummet i Cp(R) bestaende af alle kontinuerte funktioner, der forsvin-
der i uendelig. Ger redefor, at Co(R) udstyret med den uniformenorm || || er et Banach rum. 4°

Lad (M, d) veae et metrisk rum, og lad A vazre en delmaangde af M. Gar rede for, at maangden af
diskontinuitetspunkter for indikatorfunktionen 1, for A netop er randen oA af A.

Opgave 2

1° Lad f :]0, 4] — R vaze en begramset, malelig funktion, og lad funktionerne f,, n € N, vage
givet ved fp(x) = f(xX)e™, x € ]0,4-0[. Vis, at f, er integrabel over ]0,+<[ for dlen € N, og at

~+o0
/ fn(x)dx — 0 for N — oo.
0
2° Vis under anvendelse af Tonellis sagning, at funktionen

f(X,y) :e_XySinXa (X,y) ERZ,
er integrabel over intervallet |0, a[ x |0, +eo[ for ethvert a > 0. 3° Visved integration af funktionen
f fra2° over intervallet |0, a[ x |0, +oo|, at
agsinx T oo g . too yem
—dx:——cosa/ dy—sina ——d
/0 X 2 0o 1+y? Y o 1+y2 Y
for ethvert a > 0. (Vink: Det kan uden bevis benyttes, at [ e~ **sinxdx =

—%&?‘)w for hvert o € R.) 4° Vis under anvendelse af det foregaende, at

Nsinx T
—dx— = for n— oo,
0 X 2
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Opgave 3

Man betragter den meromorfe funktion pa C

f(z)zzzzs%zjzlsinz

1° Find samtlige poler og nulpunkter for f(z), og bestem deres orden. 2° Find

f(2)d
/&)K(oz) (2)dz

hvor cirklen oK (0, 2) gennemlgbesi positiv omlgbsretning.

Opgave 4
1° Lad @(x) € L2([0,n]) have sinusrakken Y, ,cn bn\/g sinnx. Vis, at hvis

Y by < foreta> 3, *)
neN

sa konvergerer sinusraskken absolut og uniformt mod en kontinuert reprassentant for ¢.
(Vink. Mankanvise, at ¥ ey |bn| < oo, nar (*) gadder.) 2° Lad Q betegne rektanglet (med punkter

(1))
Q =]0,n[ x]0,c][,

hvor ¢ > 0. Vis, hvorledes man kan finde en Igsning ui C?(Q) NC(Q) til problemet:
Ju(x,t) — 202u(x,t) =0 for (x,t) € Q,
o(x) forxe[0,m,t=0,
u(x,t) =<0 forx=0, te[0,c],
0 forx=m,t €[0,c;
ved separation af de variable, nar ¢ € H3([0,7]). 3° Vis, at hvis ¢ blot har egenskaben (*) (se 1°),
kan problemet i 2° ligeledes | @ses ved separationsmetoden.



