Kgbenhavns Universitet
Naturvidenskabelig kandidateksamen, vinteren 1993-94

10

20

30

40

10

20

30

10. januar 1994/LK

Matematik 2 M A

Opgave 1

Lad (X,dx), (Y,dy) og (Z,dz) veere metriske rum. Vis, at hvis f : X — Y og
g : Y — Z er uniformt kontinuerte afbildninger, da er go f : X — Z uniformt
kontinuert.

Vis, at hvis en Cauchyfglge (25 )nen 1 et metrisk rum (M, d) har en konvergent
delfglge, da er (2, )neN konvergent.

Lad f : R — R veere en differentiabel funktion. Vis, at den afledede f' : R — Reer
en Borelfunktion. (Vink: Betragt funktionsfglgen g,(z) = n(f(z + 1) — f(z)).)
Lad (X,E) og (Y,F) vaere malbare rum, og lad f : X — Y vere en afbildning.
Vis, at hvis afbildningen g o f : X — R er malelig for alle malelige afbildninger
g:Y — R, da er f malelig. Her taenkes R udstyret med Borelalgebraen. (Vink:
Benyt funktioner ¢ af formen g = 1p, hvor F € F.)

Opgave 2

22

Lad f € £1(R). For hvert n € N defineres funktionen f,, ved fn(z) = f(z)e™ .
Ggr rede for, at f, € L£1(R) for alle n € N, og at

/Rf,,(a,«)dx—»/Rf(x)dm for 1 — co.

Lad (X, E, u) veere et malrum, og lad £, C E, C F3 C ... veere en voksende fglge
af malelige maengder, s& UpenEn = X. Idet f er en given funktion i M¥(X,E)
defineres for hvert n € N funktionen f,, : X — [0, +o0[ ved

f(z) hvis ¢ € B, og f(z)<n

0 ellers.

i) = {

Ggr rede for, at f, er malelig, og at

/andwfxfdﬂ.

Lad a, b veere reelle tal sa 0 < a < b, og seet E =]0, 400 X[a, b]. Udregn integralet
/ e "V dmo(z,y)
E

Opgave 2 fortszettes pa side 2
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pa to forskellige mader, og udled herved formlen

oo —bz _ ,—acx
/ —c;————f————d:v:log b.
0 Z

a

Opgave 3
Man betragter funktionen
1
fB)=17m+1

1°. Find poler og nulpunkter for f(z).

2°. Undersgg, om f(z) har en stamfunktion i omradet
Gr={zeC|lsl <1},

og angiv en sadan i bekreaftende fald.

3°. Undersgg, om f(z) har en stamfunktion i omradet
Go={z€C||z| <3, Imz>—-1,2#1},

og angiv en sadan i bekraftende fald.
4°. Find
| s
oK

hvor K = {z € C | Rez € [-1,1),Imz € [0,2]}, og randen K gennemlgbes i positiv
omlgbsretning.

Opgave 4

Den fgrste anvendelse af trigonometriske raekker til lgsning af differentialligninger blev
opstillet af J. Fourier i 1807. Han betragtede differentialligningen

(1) Au(z,y) =0 for (377?/)69:]_%’%[)(]0’00[,

med randbetingelsen

(i) u(z,0)=¢(x) forze]-7, 3,
(2) (i) w(-7,y)=0  fory>0,
(i) u(F,y)=0  fory=>0;

Opgave 4 fortszttes pa side 3
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hvor ¢ er en given funktion. I det fglgende betegner I intervallet | — 7, 7.

1°. Find produktlgsningerne (dvs. lgsningerne af formen u(z,y) = X(z)Y (y)) til proble-

2°. Det fulde problem (1)-(2) sgges herefter lgst for generelle funktioner ¢ ved raekkeud-
vikling i systemet af begraensede produktlgsninger. Opstil raekken for en given funktion
@ € Ly(I). Vis, at nar ¢ € H}(I), konvergerer raekken uniformt pa , og den ved raekken
fremstillede funktion opfylder (1)—(2).

3°. Fourier betragtede selv tilfeeldet, hvor ¢(z) = 1. Er denne funktion i H{(I)? Find
udviklingskoeflicienterne, og undersgg, i hvilket omfang reekken lgser (1)-(2).

[Vink til Opgave 4. Man kan ggre regningerne mere overskuelige ved at aendre koordinater,
sa I bliver intervallet ]0,7[.]






