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Matematik 2 MA

4 timers skriftlig prgve med hjelpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgave 1

Lad (¢n)neN vere en fplge af funktioner. hvor ¢, € £,(R) for alle n € N. Vi betragter
betingelserne:

(a) pnp 2 0 forallen € N,
(b) Jgwn(x)dz =1forallen €N,
(c) suppwn C[—1,21] (dvs. pn(z)=0for z & [~1,1]) for alle n € N.

n'n
Lad f : R — C vere en begranset, Borel malelig funktion.

1° Vis, at hvis (¢n)nenN opfylder (a), (b) og (c), og hvis f er kontinuert i 0 og f(0) = 0.
da gelder

/f(l‘)@n(r)dl'—*o for n — oo. (*)
R

Vi betragter nu i stedet for (c) betingelsen:
(') For hvert a > 0 gaelder f[_a'a] oa(z)dz — 1 for n — oo,

2° Lad ¢ € L;(R), og antag, at ¢ > 0 og [g@(x)de = 1. Vis, at hvis ¢n(z) = ng(nr)
for alle n € N, z € R, da opfylder folgen (2, )neN betingelserne (a), (b) og (c).

3° Antag, at folgen (¢, )neN opfylder (a). (b) og (¢'). Vis, at
/ f(2)pn(z)dz - 0 for n —
R\[—a,a}

for alle a > 0.

4° Antag, at fglgen (¢n )nen opfylder (a), (b) og (¢'), og at f er kontinuert 1 0 og f(0) = 0.
Vis, at () stadig geelder. (Vink: Anvend bl. a. 3°).

Opgave 2
Lad f,g € £,(R?). Funktionen h defineres ved |

o) = [ fluvlale =y + ) dmau,o),
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hvor h er defineret for de talszt (z,y) € R?, for hvilke det angivne integral eksisterer.

1° Ggr rede for, at h er defineret for n.a. (z,y) € R?, og at h bestemmer et element i
L1(R?), ogsa betegnet h, for hvilket

Al < 1I£ 11 llgll-

(Vink: Anvend bl.a. Tonellis seetning og passende variabelskift.)

2° Vis, at hvis yderligere enten f eller ¢ er kontinuert og begreenset, da er h overalt
defineret, kontinuert og begranset.

Opgave 3

For hvert a € C betragtes den meromorfe funktion

sin z
cos(2z —a)

1° Angiv samtlige poler og nulpunkter for f,, for hvert « € C.

2° Vis, at antallet af poler og nulpunkter inden for cirklen NL'(0, %n’) er konstant for
la| < 1, og find en formel for

[ ne

8]\’(0,%'")

udtrykt ved funktioner af a.

Opgave 4

1° Betragt variabelskiftet z = t2 for z og ¢ > 0. Vis, at nér v(z) og w(t) er funktioner

pa Ry relateret ved
v(z) = w(t), nar r = t°.

sa er
d?w d dv d*v dv
— = 2 —(2/r—) = 2 —
dt? \/;dl‘( \/Edz) 41(117 + dz’

for tilsvarende vaerdier af ¢t og z.

2° Vis, at problemet

d d
-2v/a (2*/53‘2) = v, z e, dn?],
v(n?) = v(4n?) = 0,
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er et regulaert Sturm-Liouville problem, og find egenfunktionerne og egenveerdierne.

3° Lad § betegne rektanglet |7?,472[ x]0,1[ i R?, og betragt problemet

8% _Ou  0%u ,
(+) 4z;9?+23—x+5y—2'=019,
u = pa 01,

hvor ¢ er 0 pa de dele af JQ hvor y > 0, mens ¢(x,0) er en given funktion g(z) €
C'([r?,47?)) med g(n?) = g(4n?) = 0. Fremstil en losning til (*) pa raekkeform ved
metoden separation af de variable, og diskuter konvergensen.






