Kgbenhavns Universitet
Naturvidenskabelig embedseksamen, sommer 1989

Matematik 2 MA

Opgave 1

1°) Lad M betegne fglgende punktmaengde i R%:
M= {(z,y)€Ry. xRy |0< 2y <1}.
Er M afsluttet? Er M kompakt?
2°) Lad v € R. Vis, at der findes en konstant C, sa at der gelder:
(1+1/z)" -1 < C/z forallez > 2.

3°) Vis, at integralet
) | @+ m,
M

er endeligt, nar a < 0 og 8 < 0.
(Man kan bemeerke, at det er tilstraekkeligt at vise det for « og f teet ved 0.)

4°) Vis, at integralet (%) er +o00, nar a eller 8 > 0.

Opgave 2

Lad f(z) = (1 4 z)e~*l for z € R.
1°) Find den Fourier transformerede F (&) af f; vis specielt at det er en rational funk-
tion af ¢ (dvs. en kvotient mellem to polynomier).

2°) Lad ¢(z) vere den rationale funktion af kompleks variabel z, der stemmer overens
med f (¢) for z = £ € R. Lad ~, betegne den lukkede kurve, der er sammensat af
intervallet [—a, a] pa den reelle akse og cirkelbuen {z € C | |z] = a, Imz > 0},
hvor a velges sa stor, at polerne for ¢ 1 den gvre halvplan {Imz > 0} ligger i den
begraensede abne del af C, der omsluttes af v,. Beregn

/ , g(Z);iz,

hvor 4, gennemlgbes i positiv omlgbsretning.

(Hvis punkt 1° ikke er besvaret, kan man i stedet redeggre for, hvad integralet
bliver for en vilkarlig rational funktion af z uden poler pa den reelle akse.)
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Opgave 3
Lad f :[0,7] — C veere givet ved f(8) = cos?¥.

1°) Vis, at {up}neN, ua(f) = \/gsin nd, udger et maksimalt ortonormalt system i
Ly ([0, =)).
2°) Find sinusraekken for f.

3°) Vis, at sinusrakken for f ikke konvergerer uniformt mod f.

Opgave 4
Idet 2 betegner mangden  =]—m, 7| x |-, 7[, betragtes fglgende egenveerdiproblem:

~Au=u i Q,
u=0 pa 0Q.

1°) Find produkt-egenfunktionerne med hensyn til Cartesiske koordinater.

2°) Vis, at de normaliserede produkt-egenfunktioner udggr et maksimalt ortonormal-
system i Lo(Q).





