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Matematik 2DMI (fuldt pensum)
Opgaver til besvarelse i fire timer. Alle seedvanlige hjzlpemidler, dvs. bgger, noter, notater

og lommeregner, kan medbringes. Opgavesattet bestdr af fire opgaver (to sider). Besvarelsen
bedgmmes som en helhed.

Opgave 1

(a) Bestem spektret o (A) for 3 x 3 matricen

-2 1 1
A= 4 =2 21,
0 0 -3

og angiv en basis for R? bestdende af egenvektorer for A.
(b) Vis, at differentialligningssystemet

-1
X)) =Ax@)+ | -2 for t [0, 00[
3

har en ligevagtstilstand, og angiv samtlige ligevaegtstilstande.
(c) Diskuter kort stabilitetsforholdene for de fundne ligeva gtstilstande.

Opgave 2

Betragt nte ordens differensligningen (n > 2) med konstante koefficienter

Xpdn + Q1 Xp4n-1 + -0+ Gn—1Xe41 + AnXe = 0 for t=0,12,..., (1)
hvor a;, az, ..., a, € Roga, # 0, 0g lad polynomiet P(A) vere givet ved

PR =A"+ Nl 4+ apn-22* +ap_1A+a, for reR.
(a) Vis, at hvis Ao € R er dobbeltrod i P(2), sd er Ao rod i differentialkvotienten

P'(A) =na* '+ (n — DaiA" 2 4 - 4+ 2ap oA + dn-1.
(Uden bevis kan benyttes, at Ao er dobbeltrod i P(A) netop hvis (A — A0)? gropi P(A).)
(b) Vis ved indsztning, at en fglge x, af formen x; = ¢t (t =0,1,2,...) for et tal c er
Igsning til ligningen (1) netop hvis P(c) = 0.
(c) Vis, at hvis ¢ er dobbeltrod i P(2) sjerfplgenx, =1c" (1t =0,1,2,.. .) Igsning til (1).
(d) Benyt (b) og (c) til at angive den fuldstendige Igsning til differensligningen

Xi42 — 2%e41 +x =0 for r=0,1,2,....

(opgaveseettet fortseetter)




Opgave 3

Lad [a, b] og [c, d] vere intervaller piR (@ < bogc < d)oglad ¢ : [c,d] — la, b] vere
en voksende bijektiv afbildning af klasse C'.
(a) Vis, at der for hvert interval I =], B] < [a, b] gelder, at

d
f L @) ()dt = B —a.

(b) Ggr rede for, at Lebesgue malet pa intervallet [a, b] er billedmalet ved afbildningen ¢
af mélet (pa intervallet [c, d1), der har tetheden ¢'(¢) med hensyn til Lebesgue madlet Pa
intervallet [c, d].

(c) Find det 2-dimensionale Lebesgue mél af mengden

B={(xy) eR:x*+y* <1}

(altsd den afsluttede enhedscirkelskive).

Opgave 4

Betragt for ¢ > 0 homotetien A. : RF — R¥ (k > 1) givet ved
rAc(x) =cx for xe€ RK.

(a) Ggr rede for, at A. eren homeomorfi af R¥, og angiv billedet A.(I) af et standardinterval
I C R, altsi en mengde af formen I =lay, bi]x]az, b2l x - -+ x]ak, by, hvor a; < b; for
i=12,...,k

(b) Lad u vare et Borelmdl w pd RF, og betragt billedmélet v = Ac(1). Gor rede for, at v
er et Borelmdl pa R¥, og udtryk integral og integrabilitet mht. v ved integral og integrabilitet
mht. . Vis, at u er endeligt hvis og kun hvis v = Ac(u) er endeligt, og, at u er et Radon
mal hvis og kun hvis v = A.(u) er et Radon mal.

(c) Angiv for hvert a € R¥ billedmélet A.(¢a) af Dirac mélet £, i a.

(d) Vis, at billedmalet A.(m;) af Lebesgue mélet my, pé R* er af formen amy og bestem
proportionalitetskonstanten a.




