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Matematik 2DMI

Opgaver til besvarelse i fire timer. Alle sedvanlige hjelpemidler, dvs. bgger, noter, notater og
lommeregner, kan medbringes. Opgavesattet bestar af fem opgaver (to sider). Besvarelsen
bedgmmes som en helhed.

Opgave 1

(a) Bestem det karakteristiske polynomium og spektret for 4 x 4 matricen A givet ved
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(b) Angiv den fuldstzndige reelle lgsning til 4. de ordens differentialligningen
x@ (@) —x(t) =0 for tel0, o0l

(c)Lad b € R vare giVet. Gsz)r rede for, at ligningen
x®P(@) —x@t)=b for te[0, 00

har en entydigt bestemt ligevgtstilstand, og diskuter kort dens stabilitetsforhold.

Opgave 2

Differensfplgen for en kompleks talfglge x = (xo, X1, X2, .. .) er fglgen Ax, hvis n’te element
er (AX), = Xp41 — Xn, forn =0, 1,2, ..., altsd

AX = (x1 — X0, Xp — X1, X3 — X2, ...).

(a) Vis for fglger x og y, at Ax = y hvis og kun hvis der findes en konstant « s&
n—1
Xgo=d«, O0g Xp :a+Zy,~, for n=1,2,3,....
i=0
(b) Ggr rede for, at det n’te element af A(AX) er givet ved
(A(AX)), = xXp42 — 2Xpq1 + X, for n= 0,1,2,...,
og find dernast den fuldsteendige 1gsning til den homogene differensligning
Xpi2 —2Xp41 +x, =0, for n=0,1,2,....

(opgaven fortscetter)



(¢)Vis, forn=1,2,3..., formlerne

n—1 n—1 .,.
. onn—=1) ii—1) no—1Dn-2)
Zl = —2= og Z = .
(d) Bestem den fuldstendige lgsning til den inhomogene differensligning

Xni2 —2Xpyi+xp=n, for n=0,1,2,....

Opgave 3

Lad K betegne mangden af afsluttede akseparallelle kvadrater i R?, altsa mangder af for-
men: [ai, a; + h] x [a, ap + k], hvora;,a; € Rogh > 0.

(a) Ggr rede for, at enhver aben delmangde af R? er foreningsmangde for en fglge af parvis
disjunkte mangder fra K, og vis, at o-algebraen frembragt af X er Borel-o-algebraen i R?.

(b) Vis, at et mal pa Borel-o -algebraen i R?, hvis vardi pa enhver mangde fra K er kvadratet
pa sidel@ngden, er translationsinvariant.

Opgave 4

Lad (X, £) vare et méilbart rum, med X ikke tom, og lad w1 og py vaere givne mal pa (X, £).
Ved fastszttelsen '

u(E) == n1(E) + u2(E) for E €€,

defineres en afbildning u : £ — [0, oo].

(a) Vis, at u er et mal pa (X, £), og at en delmangde af X er en p-nulmangde hvis og kun
hvis den er en u;-nulmangde fori = 1, 2.

(b) Vis, at der for alle mélelige funktioner f : X — [0, o0], alts& f € M™, gelder

| ran= [ raw+ [ ran.

Opgave 5
Betragt punktmangden P C R? givet ved
P={(x,9,2)eR¥0<x<1,0<y<1,0<z<1-x, 0g0<z<1-—y).

(a) Ggr rede for, at P er en Borel-mangde i R3.
(b) Find det 3-dimensional Lebesgue-mal af P.



