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Matematik 2DMI (fuldt pensum) 

Opgaver til besvarelse i fire timer. Alle sædvanlige hjælpemidler, dvs. bøger, noter, notater 
og lommeregner, kan medbringes. Opgavesættet består af fire opgaver (to sider). Besvarelsen 

bedømmes som en helhed. 

Opgave 1 

(a) Bestem spektret (j (A) for 3 x 3 matricen 

( -2 1 1) 
A = 4 -2 2 , 

° 0-3 

og angiven basis for R 3 bestående af egenvektorer for A. 

(b) Vis, at differentialligningssystemet 

x'(t) = Ax(t) + ( ~~) for t E [O, oo[ 

har en ligevægtstilstand, og angiv samtlige ligevægtstilstande. 

(c) Diskuter kort stabilitetsforholdene for de fundne ligevægtstilstande. 

Opgave 2 

Betragt nte ordens differensligningen (n 2: 2) med konstante koefficienter 

Xt+n + alXt+n-l + ... + an-lXt+l + anXt = ° for t = 0, 1,2, ... , 

hvor al, a2, ... ,an E R og an #- 0, og lad polynomiet P(A) være givet ved 

P(A) = An + alAn- l + ... + an_2A2 + an-lA + an for A E R. 

(a) Vis, at hvis AO E R er dobbeltrod i P(A), så er AD rod i differentialkvotienten 

p/CA) = nAn- l + (n - 1)alAn- 2 + ... + 2an-2A + an-l· 

(1) 

(Uden bevis kan benyttes, at AO er dobbeltrod i P(A) netop hvis (A - Ao)2 går op i P(A).) 

(b) Vis ved indsætning, at en følge Xt af formen Xt = ct (t = 0, 1,2, ... ) for et tal c er 

løsning til ligningen (1) netop hvis P(c) = O. 
(c) Vis, at hvis c er dobbeltrod i P(A) så er følgen Xt = tct et = 0, 1,2, ... ) løsning til (1). 

(d) Benyt (b) og (c) til at angive den fuldstændige løsning til differensligningen 

Xt+2 - 2Xt+l +Xt = O for t = 0,1,2, .... 

( opgavesættet fortsætter) 



Opgave 3 

Lad [a, b] og [e, d] være intervaller på R (a < b og e < d) og lad <p : [e, d] ~ [a, b] være 

en voksende bijektiv afbildning af klasse Cl. 

(a) Vis, at der for hvert interval I = la, ,8] ~ [a, b] gælder, at 

id l[(ip(t))q,' (t)dt = p-a. 

(b) Gør rede for, at Lebesgue målet på intervallet [a, b] er billedmålet ved afbildningen <p 

af målet (på intervallet [e, dl), der har tætheden <pI (t) tned hensyn til Lebesgue målet på 

intervallet [e, d]. 

(c) Find det 2-dimensionale Lebesgue mål af mængden 

B = {(x, y) E R2 : x2 + y2 :s I} 

(altså den afsluttede enhedscirkelskive). 

Opgave 4 

Betragt for e > O homotetien Ae : Rk ~ Rk (k ::: l) givet ved 

Ae(x) = ex for x E Rk. 

(a) Gør rede for, at Ae er en homeomorfi af Rk , og angiv billedet Ac(l) af et standardinterval 
l ~ Rk, altså en mængde affonnen I =]at, bllx]a2, b2] x ... x]ak, bk], hvor ai < bi for 

i = 1,2, ... , k. 
(b) Lad Jl være et Borelmål Jl på Rk , og betragt billedmålet v = Ae (Jl). Gør rede for, at v 
er et Borelmål på Rk , og udtryk integral og integrabilitet lnht. v ved integral og integrabilitet 
mht. Jl. Vis, at Jl er endeligt hvis og kun hvis v = Åe ClL) er endeligt, og, at f.l er et Radon 

mål hvis og kun hvis v = Ae(Jl) er et Radon mål. 

(c) Angiv for hvert a E Rk billedmålet Ae(sa) af Dirac lnålet Sa i a. 
(d) Vis, at billedmålet Ae(mk) af Lebesgue målet mk på Rk er af formen amk og bestem 

proportionalitetskonstanten a. 


