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Matematik 2 AN

4 timers skriftlig prgve med hjzelpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesattet bestar af 4 opgaver og er pa 2 sider.

Opgave 1

a) Lad (M, d) veere et metrisk rum og f : X — M en injektiv afbildning fra en maengde
X ind i M. For z1,z5 € X saettes

df(z1,22) = d(f(21), f(22)) -
Vis, at dy er en metrik i X og at f:(X,ds) — (M, d) er en kontinuert afbildning.

b)Lad nu (M,d) vere R med sadvanlig metrik og X = {1 | n € N} U {0}, og lad
f:X — R vaere givet ved

L for >0
=4 vz
f(z) { 0 for z=0.

Vis, at X er kompakt betragtet som delrum af R, men at (X, dy) ikke er kompakt.

c) Vis, med betegnelser som i a), at hvis (M,d) er kompakt, og f(X) er en afsluttet
delmangde af M, da er (X, ds) kompakt.

Opgave 2
a) For n € Z betegnes med e,, funktionen givet ved
en(z) = €™, 1z €[-m 7.
Vis, at der ved fastsattelsen

n%ﬂen(a:) forn #0, ze¢€[-m, ]

(Aen)(z) =

1/2 forn=0, =ze¢€[-mn,n]
entydigt defineres en begraenset operator A pa La([—, ), 5).
b) Bestem samtlige egenvaerdier og tilhgrende egenrum for A. Bestem ||A]|.
c) Begrund, at A er selvadjungeret.

d) Bestem en funktion f € Lo([—m, 7]) saledes, at

(Af)(z) = coszsin’z, =z € [-m, x].
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Opgave 3

Lad funktionen f : R — R vare periodisk med periode 27 og givet pa [—7, 7[ ved

f(m):{ 1—332 for —m <2 <0
—x® for 0 <z <.
Det oplyses, at Fourier koefficienterne ¢, (f), n # 0, er givet ved
_1\n _ ; _(_1\n

= AL LG
a) Skitser grafen for f i intervallet [—2m, 2x]. Bestem co(f) og opskriv Fourier rackken for
f.
b) Begrund, at Fourier raekken for f er punktvis konvergent pa R, og bestem dens sum-

funktion.
Afggr, hvorvidt raekken er uniformt konvergent.

c¢) Vis ved indsattelse af en passende vaerdi af den variable i Fourier raekken for f, at

i 3— (- 7n?
n2 12
n=1
d) Lad funktionen g pa R vere givet ved
g(:r;): f,(x) for .T¢ {pw\pEZ}
0 for ze{pr|peZ}.

Begrund, at Fourier raekken for g er punktvis konvergent pa R, og bestem dens sum-
funktion. (Fourier rackken for g kreaeves ikke bestemt.)

Opgave 4

Lad f : [—m, m] = R vaere givet ved
sin20 for 0<60<m
f(9)—{ 0 for —7<6<0.

a) Bestem Fourier raekken for f.

b) Bestem en lgsning til problemet
’u  0%u 5 o
_ fazy for y>0, 22 +y*=2
’U,(xay)_{ 0 for y<0, 22 +y2 =2
pa raekkeform i polaere koordinater (r,0), og begrund, at den angivne raekke konvergerer
uniformt pa {(z,y) € R? | % + y2 < 2}.

c) Vis, at u(0,y) = 0 for —v/2 <y < /2.



