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Matematik 2 AN

3 timers skriftlig prgve med hjaelpemidlér. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesaettet bestar af 3 opgaver og er pa 2 sider.

Opgave 1
Lad, for @ > 0 og a € R, A, o 0g B, o betegne delmeengderne af R? givet ved

1
Ao ={(z,y) eR* |2 21, y<a+ —}

xa

1
Bio={(z,y) €ER* |2 >1, y>a——}

‘r(!

I det fplgende udstyres R? med szdvanlig metrik.
a) Vis, at Aq o 0g Bq o er afsluttede delmeengder af R? for alle o > 0 og a € R.

b) Bestem, for givet o > 0, de par (a,b) € R?, for hvilke A, o N By o er en kompakt
delmeengde af R2.

¢) Definer funktionen f: R? — R ved
fla,y) =2y, (2,y) € R

og lad Ao« = Aq 0g By« = Ba.

Begrund, at f er kontinuert pa A, N B, for alle @ > 0, og at f er uniformt
kontinuert pa A, N By N ([1,¢] x R) for alle « > 0, ¢ > 1.

d) Vis, at f er uniformt kontinuert pa A, N B, for a > 1, men ikke for a = 1.

Opgave 2
Lad H betegne Hilbert rummet Ly ([0, 7]) med indre produkt givet ved

(o) =2 [ featids, e,

hvis tilhgrende norm betegnes ||-||. Lad endvidere (e,)nenufoy veere ortonormalbasen for
H givet ved eg(z) = %, en(z) = cosnz, n € N, z € [0, 7).

a) Vis, at reekken
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er konvergent i H. Dens sum betegnes f.

b) Beregn (f,cos®), (hvor cos® bétegner funktionen z — (cos z)® pa [0, 7]).

c¢) Begrund, at der findes en uniteer operator U pa H, saledes at Ueg = || cos® || 7! cos®.
d) Lad U veere som i c¢). Bestem U* cos® og vis, at U*(X) = span{ej, €, ... }, hvor
X = {cos®}t.
Opgave 3

Lad funktionen f : R — R vere periodisk med periode 27 og givet pa [—m, 7| ved
fl@)y=e 2 e[-mn[

a) Skitser grafen for f i [—3m,37].
b) Beregn de trigonometriske Fourier koefficienter og opstil Fourier rackken for f.

¢) Vis, at Fourier reekken for f er uniformt konvergent i R med sumfunktion f.

Lad g : R — R veere den periodiske funktion med periode 27, der er givet ved

{ e, x€[-m0]

g(x) = —e™*, 1z €]0,n.

d) Begrund, at Fourier raekken for g er punktvis konvergent i R, og bestem dens sum
3m

iz =mogiaz= 7. (Fourier raekken for g kreeves ikke bestemt.)

e) Afggr, hvorvidt Fourier rackken for g er uniformt konvergent i R.



