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Matematik 2 AN

4 timers skriftlig preve med hjadpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bager, egne notater
o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesadtet bestar af 4 opgaver og er pa 2 sider.

Opgave 1
Lad (X, dx) og (Y, dy) vareto metriskerum og f : X — Y en kontinuert afbildning.

a) Vis, at hvisx € X er fortegningspunkt for falgen (Xn)nen 1 X, daer f(x) fortegningspunkt
for falgen (f (Xn))neni Y.

b) Vis, at hvisx € X er fortegningpunkt for falgen (Xn)nen i X, daer (x,x) fortagningspunkt
for falgen ((Xn, Xn) )nen | produktrummet X x X.

c) Lad X =Y = R udstyret med ssadvanlig metrik og lad talfalgerne (Xn)ner 09 (Yn)nen Voae
givet ved

_J n, hvisnerlige __J n, hvisnerulige
= 0, hvisner ulige, Y= 0, hvisnerlige.

Eftervis, at hver af falgerne (Xn)nen 09 (Yn)nenw har et fortagningspunkt, men at falgen
((Xn, ¥n) )nen | R? ikke har noget fortaetningspunkt.

Opgave 2
Lad H betegne Hilbert rummet L, ([0, x]) med indre produkt givet ved
T -
(9= [ f(9g9ax, f.geH.

Lad endvidere (en)nen betegne ortonormalbasenfor H givet ved e,(x) = \/g sinnx, xe [0,xt], ne
N.

a) Bestem konstanterneay, ap € C, saledes at starrelsen

T
/ |ag SiNX+ ap Sin2x — cosx|? dx
0
er mindst mulig.
b) Vis, at der findes en entydigt bestemt unitear operator U € B(H), saledes at

hvisn er ulige.
Ue, = €n+1, . . g
—en_1, hvisnerlige

19. december 1996/LK Opgave 2 fortsates paside 2



Kgbenhavns Univer sitet Slde 2
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet vinteren 1996-97
Matematik 2 AN

) Vis, aU2= —Iy, og bestenU*.
d) Beregn funktioneng=U f, hvor f € H er givet ved f(x) = (sinx)3, x € [0, x].

Opgave 3
Lad funktionen f : R — R veae givet ved

=% [2] -4 nen

hvor vi med [a] betegner det starste hele tal, som er mindre end eller lig med a, for a € R.

a) Vis, a f er stykkevis glat og periodisk med periode 2, og skitsér dens graf i intervallet
[—4m, 4T).

b) Beregn de trigonometriske Fourier koefficienter og opstil Fourier ragkken for f.

c) Vis, at Fourier rakken for f er punktviskonvergent i R, og afger, hvorvidt den er uniformt
konvergent.

Lad g: R — R vaze den periodiske funktion med periode 2r, der er givet ved
X
g(x) = / £(t)dt for x & [0, 2n].
0

d) Bestem den trigonometriske Fourier raskke for g og vis, at den er uniformt konvergent i R
med g som sumfunktion.

Opgave 4
Vi betragter problemet
ou 2%u
(%) ﬁ—ﬁ_o, O<x<1,t>0
u(0,t) =u(1,t)=0, t>0.

a) Gear redefor, at raskken

o)

1
ng‘l n(n+1)

er uniformt konvergent i R og at sumfunktionen f er kontinuert samt at f(0) = f(1) = 0.

sinnmx

Det oplyses (og skal altsaikke vises), at f ydermere er stykkevis glat.
b) Angiv en lgsning til () parakkeform, som opfylder u(x,0) = f(x) for x € [0, 1].
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) Begrund, at ovennaavntelgsning u har en starsteveardi parektanglet [0, 1] x [0, T] for ethvert
T>0.

d) Vis, at der findes en konstant K > 0, sdledes at
lu(xt)| < Ke™™T for xe [0,1] og t>T,
og benyt dette il at vise, at l@sningen u har en sterstevaadi pastrimlen [0, 1] x [0, +-oo].



