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Matematik 2 AN

4 timers skriftlig preve med hjadpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bager, egne notater
o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesadtet bestar af 4 opgaver og er pa 3 sider.

Opgave 1

Lad M vage et metrisk rum og lad C,(M,R) betegne det normerede vektorrum bestéende af
begrasnsede kontinuerte reelle funktioner paM udstyret med den uniforme norm || - ||,
For givet xo € M defineres afbildningerne S, og Ty, fraCy(M,R) indi R ved

So(f) = f(%0), To(f) = (f(%0))?, f € Cp(M,R).
a) Vis, at S, og Ty, er kontinuerte.

b) Lad aog b vagereelletal oglad x1,x2 € M.

Vis, at
{f eC(M,R) | f(x1) <a, (f(x2))?>b}

er en aben delmaangde af Cp(M, R), og at
{feCoM,B) | f(x)<a, (f(x))?>b}
er en afduttet delmaangde af Cy(M, R).

c) Vis, for givet xg € M, at S, er uniformt kontinuert, og at Ty, ikke er uniformt kontinuert.

Opgave 2
Lad H betegne Hilbert rummet L, ([0, r]) med indre produkt givet ved

(9 =2 [ 109a0ax, f.geH,

og lad (en)nenugoy Vaae ortonormalbasen for H givet ved eg(x) = %,eh(x) = cosnx, N € N,
x € [0, m].

a) For givet a € C skal det vises, at raskken
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2 a'n
n=0
er konvergent i H netop hvis|a| < 1. Beregn, for |a| < 1, normen af raskkens sum.

b) Vi definerer en lineasr operator A paH ved

Af=Y d3(f a)er, feH.
n=0

Bestem samtlige egenvaadier for A og angiv ortonormalbaser for de tilherende egenrum.
c) Afger, hvorvidt A er selvadjungeret, henholdsvis unitaa.
d) Beregn (I +A%)g, hvor g € H er givet ved
g(x) =1—cos2x, xe€[0,7],
og | betegner identitetsoperatoren paH, (og hvor A3 = AAA).

Opgave 3
Lad f veare den periodiske funktion pa R med periode 2r, der er defineret ved

1
f(e):snée, 0<0<2r.

a) Bestem Fourier rakken for f.

b) Vis, at Fourier rakken for f er uniformt konvergent pa R og bestem raskkens sum for
0=,

c) Bestem Fourier raskken for den periodiske funktion g pa R med periode 2rt, som er givet
ved at g(6) = /(8) for 0 < 6 < 2m og g(0) = 3.

d) Vis, at Fourier raskken for g er punktvis konvergent men ikke uniformt konvergent pa R,
og find rakkens sum for 6 = O.
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Opgave 4

a) Bestem sinus-raskken for funktionen

f(x) =xsinntx, xe€]0,1].

b) Vis, at sinus-rakken for f er uniformt konvergent pa [0, 1].

c) Bestem en rakkefremstilling af l@sningen til f@lgende Dirichlet problem:

(0%u  d%u

ax2+ay2 0, O<x<1l, O<y<1,
{u(x1)=0, 0<x<1,
u0y)=u(l,y)=0, O<y<1.

LU(X,0) =xsintx, 0<x<1,

Ger rede for, at denne ragkke er uniformt konvergent pa [0, 1] x [0, 1].



