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Matematik 2 AL

Opgaver til besvarelse i 4 timer.

Alle seedvanlige hjeelpemidler ma medbringes.

Swttet bhestar af 7 opguver. Ved hver opgave er et pointtal opgivet for korrekt besvarelsc.

Proven er bestaet ved opnaelse af mindst 55 point.

Opgave 1 (15p)

Lad R og S veere kommutative ringe med 1-element og ¢, : R — S ringhomomorfier.

(1) Vis,at ¢ =0 & (1) =0.

(2) Vis, at ¢ + ¢ : R — S, defineret ved (¢ + ¢)(r) = ¢(r) + ¥(r) for alle r € R, er
en ringhomomorfi, hvis og kun hvis: '

For alle r,s € R : o(r)y(s) + o(s)y¥(r) =0

(3) Antag nu, at S er en integritetsringogat 1+1=2#0i 5. Vis,at ¢ + Y eren
ringhomomorfi, hvis og kun hvis ¢ = 0 eller v = 0.

Opgave 2 (14p)

(1) Betragt elementerne 7 = (1,2,3,4,5,6,7) og p = (1,7)(2,6)(3,5) i den symmetri-
ske gruppe Sy. Vis, at pnp = prp~! = 77! og at |pr'| =2 forallei e NU{0).
(2) Lad n € N, n > 2, 0g lad m, = (1,2,...,n) € S,. Vis, at der findes et element

pn € Sn, siledes at |pp| = 2 og pumupn = ;).

Opgave 3 (14p)

Lad R = Z,o vere restklasseringen modulo 10.

(1) Angiv alle invertible elementer i R og for hvert invertibelt element dets inverse
element.

(2) For a € R lad

M; = [2
a

(SN
———

Angiv alle @ € R hvor M; er invertibel.
(3) Beregn den inverse matrix til Mj;.
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Opgave 4 (14p)

Lad R veere en hovedideélring, og lad a,b € R have stgrste feelles divisor 1.
(1) Vis, at stgrste feelles divisor af ab og a + b er 1.
(2) Beregn en normalform og de invariante faktorer for matricen
a b a?
A= [b a b’]
(Man kan benytte (9.19) i noterne).

Opgave 5 (14p)

side 2

Lad R vere en kommutativ ring med 1-element og M en (unitzr) R-modul. Saet

a*(M)={r € R| For alle z € M eksisterern e Nsa r"z =0} .
(1) Vis, at a*(M) er et ideal i R.

(2) Antag, at R er en hovedidealring. Vis, at hvis a*(M) # {0}, sa er M = M,,.

Opgave 6 (14p)

Lad M =NU {0} og betragt delringen
Pe(M) = {A € P(NM)| A er endelig }

i potensineengderingen P(Af). (Bevis for at P.(M) er en delring kraeves ikke). Betragt

afbildningen
a: P (M) — L]t

givet ved a(A) = Y ¢ 4 tf
(1) Vis, at a er en gruppeisomorfi mellem
(Pe(M), +) og (Z2[t],+) .
(2) Ger rede for, at a ikke er en ringisomorfi mellem P.(M) og Z,t].

Opgave 7 (15p)

Lad K = Z; vare legemet med 7 elementer f(t) =t? + 1 € K[t).
(1) Vis, at f(t) er irreducibelt i K[¢].
(2) Vis, at

L = K[t)/K[t)f(t)

er et legeme med 49 = 7? elementer.





