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Matematik 2 AL

Opgaver til besvarelse i 4 timer.
Alle saedvanlige hjeelpemidler ma medbringes.

Seettet bestar af 6 opgaver. Ved hver opgave er et pointtal opgivet for korrekt besvarelse.
Prgven er bestaet ved opnaelse af mindst 55 point.

Opgave 1 (16p)

(1) Undersgg om grupperne Z4 x Z4 og Zg X Z; er isomorfe.

(2) Angiv en abelsk gruppe med 16 elementer, som ikke er isomorf med nogen af de
ovenstaende.

(3) Lad R veere ringen af 2 X 2-matricer med koefficienter fra Z.

Afggr om maengden af matricer pa formen

(5 3) abedez,

er en undergruppe i (R, +). Er den et ideal i R?

(4) Hvis Qt] er polynomiumsringen over Q og t2Q(t] idealet frembragt af t? gnskes
det begrundet, at faktorringen Q[t]/t?Q|t] ikke er en integritetsring.

Opgave 2 (15p)

Lad R vere en kommutativ ring med l-element. Antag at I; og I er 2 idealer med
L NI, =0.

(1) Ggr rede for,at a-b=0fora € I og b € I,.

Som bekendt betegnes med I} 4+ I; meengden {a+b ,a € I; ,b € I,} og I - I, meengden af
endelige summer af formen Z,";l aibi , a; € I1,b; € I. Det er kendt (Mat 2AL-noterne
p.39), at I, + I og I - Iz er idealer. Dette gnskes ikke bevist.

(2) Vis, at hvis yderligere I; - I, =0daer I - (I; + ;) = 0.
Lad endelig M, og M, vere to forskellige maksimale idealer i R.
-(3) Vis, at for et ideal I'i R er I - (M7 + M) = 0 netop nar I = 0.
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Opgave 3 (15p)

Betragt permutationen « i den symmetriske gruppe S, hvor
. 1 2 3 4 5 67
T\5 46 27 31

(1) Skriv m som produkt af disjunkte cykler.

(2) Beregn 7’s fortegn og orden.
(3) Angiv 2 elementer m og 73 i S7, som begge er forskellige fra m og med samme

orden som w, sdledes at m; er konjugeret til m og m; ikke er det.

(4) Til sidst gnskes et element p i S7 angivet sa pmp Tt =m.

Opgave 4 (18p)

Betragt hovedidealringen Z[i]. Begrund at (1 +1i) er et irreducibelt element. Find stgrste
feellesdivisor af 1 + 7 og 1 —7 og af 1 +¢ og 3.
Find en normalform og angiv de invariante faktorer for matricen

14 0 6
1—: 3 —61

4 343 6-6

Opgave 5 (16p)

Betragt legemet Z3.

(1) Undersgg hvilke af fglgende 3 polynomier, der er irreducible i Z3[t], polynomium-
sringen over Z3,

p(t)=t+212, pp(t)=1—1+1¢* og ps(t) = (1+1)* +¢.

(2) Afgor, hvilke af de 3 ringe Z3[t]/pi(t)Zst], 1 <2 <3, der er legemer.
(3) Vis, at ps(t)’s restklasse i Z5[t]/Z;[t]pa(t) er et invertibelt element og find det
inverse element.

Opgaveszttet fortsattes pa side 3
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Opgave 6 (20p)

Betragt ringen af hele tal (Z,+,-). Lad h € Z vare et produkt af 2 forskellige primtal p;

Og P2-

(1) Vis, at Z-modulerne Z/hZ og Z/h*Z ikke er isomorfe.

(2) Vis, at den abelske gruppe Z/hZ x Z/h*Z har en kompositionsraekke og opskriv en
sadan.

(3) Vis, at der findes en kommutativ ring R og et element a € R, som ikke er invertibelt
og ikke er 0, s& R/aR ~ R/a*R, som R-moduler.

(4) Lad R vere en integritetsring og lad a veere et element 1 R. Vis, at hvis R/aR og
R/a?R er isomorfe som R-moduler, si er a = 0 eller a er invertibel.




