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MATEMATIK 2 AL

Opgaver til besvarelse i 4 timer.
Alle szedvanlige hjselpemidler ma medbringes.
Til fuld besvarelse af opgavesattet kraeves 3 af nedenstaende 4 opgaver korrekt besvaret.

Opgave 1

Et element A i en ring A siges som bekendt at veere nilpotent, hvis der findes et naturligt
tal n, sa at A™ = 0. Ringen A siges at veere uden nilpotente elementer, hvis nul-elementet
0 er det eneste nilpotente element i A.

(1) Vis, at ringen A er uden nilpotente elementer, hvis og kun hvis der for alle ele-
menter \ i A geelder
=0 = A=0.

(2) Lad R vere en faktoriel ring, og lad f ¢ {0} U R* veere et element i R. Lad

f =wupi* - pl' veere primoplgsningen af f, hvor altsa u er en enhed, py, ..., p, er
forskellige primelementer i R og n1, ..., n, er naturlige tal. Vis, at kvotientringen
R/(f) er uden nilpotente elementer, hvis og kun hvis ny =--- =n, = 1.

(3) Lad f € C[X] veere et polynomium med komplekse koefficienter af grad > 1.
Vis, at kvotientringen C[X]/(f) er uden nilpotente elementer, hvis og kun hvis f
ikke har multiple rgdder.

(4) Angiv i ringen Fo[X]/(X?* + X2 + 1) et nilpotent element forskelligt fra nul-
elementet.

Opgave 2

Lad G veere en gruppe, der virker pa en maengde X . En relation R i X siges at harmonere
med virkningen, hvis der for alle x,z’ € X og alle g € G geelder: x Re’ — g.x Rg.x’.
Lad Y vere endnu en meengde, hvorpa G virker. En afbildning ¢: X — Y siges da at
vaere en G-afbildning, hvis der for alle z € X og g € G geelder: ¢¥(g.x) = g.¢(z).
(1) Lad ¢: X — Y veere en G-atbildning. Vis, at den til ¢ hgrende sekvivalensrelation
harmonerer med virkningen af G pa X.
(2) Lad Z veere en meengde og lad ¢: X — Z veere en surjektiv afbildning. Vis, at
hvis den til ¢ hgrende aekvivalensrelation harmonerer med virkningen af G pa X,
sa findes der en entydigt bestemt virkning af G pa Z sa at ¢ er en G-afbildning.

I det folgende betegner K et legeme. Gruppen G := GLy(K) virker da pa naturlig
made pa delmaengden X := {(z;) | (ml) #+ (8)} af K2. Lad K := K U {cc} betegne
foreningsmaengden, hvor oo er et nyt symbol. For (i;) € X sattes
{ xlxz_l hvis x9 # 0
x1/x9 1= _
hvis x5 =0.
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(3) Vis, at den ved (z;) > 1 /29 definerede afbildning p: X — K er surjektiv, og
at den til afbildningen hgrende sekvivalensrelation ~ er bestemt ved

r~x = INEK* 2 =)\

(4) Vis, at der findes en entydigt bestemt virkning af GLy(K) pa K, sa at den i (3)
naevnte afbildning er en G Ly (K )-afbildning, og beskriv denne virkning.

Opgave 3

Lad M veere en modul over et hovedidealomrade R og lad «, 5 vaere elementer i R\ (0).
Lad T' (M) C M veere undermodulen givet ved

Fo(M):={xeM|3IneN:a"z =0}

At T (M) er en undermodul af M er let at indse (og gnskes ikke yderligere uddybet).
(1) Vis, at
Iy (M/Fa(M)) = {0}.

(2) Vis, at hvis Ty (R/(8)) = {0}, s& er o og 3 primiske.
I det fglgende antages yderligere, at M er en endeligt frembragt torsionsmodul og at
d € R er en frembringer for annullatoren for M, altsa at Ann(M) = (9).

(3) Vis, at hvis I'y (M) = {0}, sa er o og § primiske.

(4) Vis, at hvis « og ¢ er primiske, sa er I', (M) = {0}.

Opgave 4
Lad F vere Z-modulen F := Z? og betragt i F' fglgende 3 undermoduler:

eer(f)ex(l) wea(enlt) wer(l) ()

Lad N betegne kvotienten N := F/K.

(1) Vis, at kvotientmodulen F'/L er cyklisk ved at angive en frembringer og bestem
et naturligt tal a, sa at F/L ~Z/(a).
(2) Vis, at undermodulerne L og M indeholder K, og at kvotienterne L/K og M/K
er cykliske. Bestem et naturligt tal b, sa at L/K ~ Z/(b).
(3) Vis, at N er en endelig gruppe, og bestem dens orden.
(4) Forfin keeden
{0} c M/K CN

til en Jordan-Holder kaede 1 N.



