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MATEMATIK 2 AL

Opgaver til besvarelse i 4 timer.
Alle szedvanlige hjselpemidler ma medbringes.
Til fuld besvarelse af opgavesattet kraeves 3 af nedenstaende 4 opgaver korrekt besvaret.

Opgave 1
Lad R veere en kommutativ ring og lad a = (a1, .. .,aq) € R? veere et d-szet, hvor d > 2.
Seettet kaldes unimodulert, hvis der findes d-saet (z;1 ..., 7;9) i R fori=2,...,d, sa at
matricen
a1 ad
T21 T2d
Xd1 .- Xdd

har determinant 1.

(1) Vis, at alle reekker i en invertibel d x d matrix i Maty(R) er unimoduleere.
(2) Vis, at hvis (a1, ...,aq) € R% er et unimodulaert d-szet, s findes skalarer 21, .. ., zq
i R,saat zia1 4+ -+ zqaq = 1.
I det fglgende antages, at R er et hovedidealomrade og at der findes skalarer z1,..., 24 i
R, sd at zia1 + -+ 2qaq = 1. Med f, : R* — R betegnes den linezere afbildning, der pa
den kanoniske basis (7 ..., d4) for R? er bestemt ved f,(6;) =a; fori=1,...,d.

(3) Vis, at f, er surjektiv, og vis, at der findes en basis e1,...,eq for R?, si at
faler) =1 o0g fo(e;) =0fori=2,...,d.
(4) Vis, at seettet a = (aq, ..., aq) er unimoduleert.
Opgave 2
Lad X vere en endelig maengde med de 2n elementer x1, 2, o, 25 ..., x,, 2. Lad X; for

i=1,2,...,n betegne delmaengden X; = {z;,z,} af X. Lad endelig 7 € Aut(X) betegne
permutationen
T = (331, $’1)($2,$/2> e (xn,x;m)

(1) Vis, at antallet af de permutationer i Aut(X) = Ss,,, der har samme cykeltype
som permutationen 7, er (2n —1)(2n —3)---3- 1.

(2) Vis, at centralisatoren C' := C(7) = Cent(7) er en undergruppe af orden 2"n!.

(3) Vis, at hvert element o € C permuterer maengderne Xy, ..., X,, og gor rede for,
at der herved defineres en gruppehomomorfi p: C' — S,,.

(4) Vis, at homomorfien p er surjektiv og bestem dens kerne.

(5) Angiv en undergruppe af orden 23 i Sy og en undergruppe af orden 27 i S.
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Opgave 3

En ring R kaldes en Boole’sk ring, hvis den er kommutativ og alle elementer e i R er
idempotente, dvs. opfylder, at e? = e. I det fplgende betegner R en Boole’sk ring, e og f
betegner elementer i R og vi seetter eU f:=e+ f—ef ogen f:=ef. Et element a i R
kaldes et atom, hvis a # 0 og Ra = {0,a}.

(1) Vis, at hvis f € Re, saer ef = f, og vis, at hvis Re = Rf,sa er e = f.

(2) Vis, at Re+ Rf = R(eU f) og ReN Rf = R(enN f).

(3) Vis, at hvis f € Re, sa er Re= Rf + R(e— f) og Rf N R(e — f) = (0).

(4) Vis, at produktet af to forskellige atomer altid er 0 og vis, at hvis f = a1 +---+a,

er en sum af forskellige atomer a1, ..., a,, sa vil hvert atom a; tilhgre idealet Rf.

I det folgende antages desuden, at ringen R er endelig. Med A betegnes maengden af
atomer i R og med «a(e) betegnes meengden af atomer i idealet Re.

(5) Vis, at hvert ideal i R er et hovedideal.

(6) Vis, at hvis e # 0, sa er a(e) # 0.

(7) Vis, at hvis aq, ..., a, er de forskellige atomer i a(e), sa er e = aj + -+ + a,.
(8) Vis, at e — a(e) er en isomorfi

a:(R,U,N)=(P(A),U,n),

hvor U og N pa hgjresiden betegner foreningsmaengde og feellesmaengde.

Opgave 4
(1) Lad f veere polynomiet
f=X?+2X?+ X +4 € F;[X],
hvor koefficienterne fortolkes som elementer i restklasseringen Z/7 = F7. Hvad kan du

sige om kvotienten F7[X]/(f)?
(2) Lad o veere matricen

1 1
a=1|0 2 S Mat3<F11),
0 0

W N =

hvor koefficienterne fortolkes som elementer i restklasseringen Z/11 = Fy;. Vis, at ma-

tricen « er invertibel og bestem matricen a~!.



