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Matematik 212. Mål- og integralteori. 

Hj;:r:lpemidler kan J:.kk~ medbringes. 

PrØven åfholdes tirsdag den 10. januar kl. 9-12. 

Opgave nr. 1. 

Nedenstående spørgsmål er ikke forbundne. 

A, Lad (X, 1E, ]1 ) være et målrum og lad f E ~(x,~:,w). 

Vis, at 

A- {x E Xlf(x) * O} 

har a-endeligt mål, d.v.s. der findes E-målelige 
00 

således at A = U K og 
n=1 n 

p (Kn) < oo for n == 1, 2, . . . . 

n 

GØr rede for at s6(J~ y sinxy dy )dx = 

Opgave nr. 2. 

n 2-1. 

Nedenstående spørgsmål er uden forbindelse med hinanden. 

A. Lad f,l,f2: JR ,.."JR være kontinuerte funktioner og an-

tag f 
1 

(x) = f 2 (x) for m - n. a. x E JR, hvor m 

betegner Lebesguemålet i JR. Vis at f1 -- f2. 

B. Lad lE være en a-algebra i en mængde x * ø. Som 

bekendt er en funktion f: x "" (-oo,oo] lE -målelig hvis 

Va E JR: {x E Xlf(x) > a} E JE. 

(Opgaven fortsættes) 
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Benyt definitionen af en a~algebra til at vise at f 

er JE -målelig hvis og kun hvis 

va E JR: {x E Xlf(x) <a} E JE. 

c Lad v være e·t vektorrum med skalarprodukt <. l . > . 

Vis at hvis (xn) nEJN er en fØlge a. f vektorer i v 

og x er et 

og 

så gælder at 

elc'!rnent 

x ~ x n 

i v for 

for 

for 

Opgave nr. 3. 

hvilke 

n -+ oo 

De to nedenstående spØrgsmål er ikke forbundne. 

2. 

A. Udregn Lebes~ueintegralet J~llogxldx med begrundelse 

for de enkelte trin i udregningen. 

B. GØr rede for at for n --+ oo, 

opgave nr. 4. 

Lad (X,JE!,l-t) være et målrum for hvilket p(X) ~ 1 og 

lad f E ~(X,JB,l-f) være ikke-negativ. Vi benytter be-

tagnelsen fn for n= 2,3,· ·· for funktionen givet ved 

(Opgnven fot·t:sættes) 
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1° Formuler Fatou's lemma for funktionsfØlgen 

2 3 f,f ,f, •••. 

J. 

2° Antag at fxfnd~ - 1 for alle n E E. Vis at f(x) = 1 

for ~-næsten alle x E X. (Man kan udnytte opspaltnin-

gen 

X:::: {x E Xlf(x) ""'1} U {x E Xlf(x) > 1} U {x E Xlf(x) < 1}). 

3° Vis at for en vilkårlig ikke-negativ funktion 

g E ,.t' (X,JE,p) gælder at 

eksisterer i JR+ = [O ,oo] og at M = oo eller 

M E [0,1]. 

Opgave nr. 5. 

Lad funktionen f: JR ~ JR være givet ved 

2 
Vx E JR: f (x) = e -nx • 

Om f gælder åbenbart 

Vx E JR: f' (x) = -2nxf (x) 

(denne bemærkning kan udnyttes i 3° og 4° nedenfor). 

for alle p E [1,oo]. 

A 

Lad f være den Fouriertransformerede af f, altså funk-

tionen givet ved 

Vt E JR: f(t) J -nx
2 

-2nixtd = JR e e x. 

(Op0aven fortsættes) 
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A 

2° GØr rede for at f er differentiabel. 

3° Vis at 

Vt E JR.: f 1 (t) = -2ntf (t). 

(man kan f.eks. benytte partiel integration). 

4° Benyt 3° og bemærkningen i indledningen til at slutte 

at 

V t E lR: f (t) = f (t) 

(det kan benyttes uden bevis at 
2 -x f JR. e dx == Vn) . 

4. 




