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Matematik 212. Mal- og integralteori.

3 timers skriftlig prgve uden hj&lpemidler.
Ved vurdering af besvarelsen lagges der.lige stor vagt pd hver af

nedenstdende 4 opgaver.

Opgave nr. 1.

1°  Definer begreberne o-algebra og frembringersystem for en

oc-algebra.

2°  Lad (E,EE) og (F,F) vare to ikke tomme mengder forsynet med
o-algebraer, og lad A vare et frembringersystem for IF.
Vis at en afbildning ¢w: E » F er IE- F-mdlelig hvis
¢71(A) € IE for alle A €A .

3° vis at mengdesystemerne A1 = {]Ja,bl | a,b € R, a < b} og
A, = {l=o0,r[ | r € Q} frembringer samme o-algebra.

Opgave nr. 2.

For vektorer x = (x1,x2) ;Y = (y1,y2) i IR2 betegner
<x,y> det sadvanlige skale®re produkt <x,y> = X4Yq T XY,

Lad u vare et mal pd Borelalgebraen i R og definer
Dy = {y e ® | (x-e™Y) e L ,IBz,u)} ,,

f (y) = Je<X’Y> dyp (x) for vy € D(w)

(opgavesattet fortsatter)
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1° Vis at D(u) er en konveks mengde og at

£, 0yt (1-0)2) < fu(y)xf.-tl'j(z)“A for y,z € D() , 0<A<1

(At D(uy) er konveks betyder, at hvis y,z € D(u) og

0 <A <1, 838 vil Xy+ (1=-)x)z € D(u) .)

© 1Lad u vere restriktionen af Lebesgue malet m i E@ til

fgrste kvadrant, i.e.
- 2
p(B) = m(Bn {(x,,x,) €R |x130,x230}) for B € B, .

Bestem D{(uy) og funktionen f“ i dette tilfalde.

3° rLad u  vere restriktionen af Lebesgue mdlet til enhedscirkel-

skiven {(x,,x,) € ®R® | x5 +x3 < 1} . Vis at D(u) = R°
og at
fu(y) < nel¥l for y € r®

\)2 2
hvor |yl = y1-+y2

Opgave nr.3.
1° Lad a c [0,2n[ vare en Borelmangde. Ggr rede for at

Lim J sin nx dx = 0
A .

n-oo

Lad n, < n, < n, < ... vere en fglge af positive hele tal

og definer

E = {x € [0,2n[ | lim sin n, x eksisterer}
k>0

(opgavesattet fortsetter)
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og

@(x) = lim sin n; X for x € E
k-)oo

Vis at E er en Borel mengde og at ¢: E » IR er en Borel

funktion.

Vis at

J p(x)dx = 0
A .
for enhver Borel me&ngde A < E og slut at ¢(x) = 0 for
nesten alle x € E (m.h.t. Lebesguemdlet).
X, Opgave nr. 4.
For x,y € [0,w] defineres

bx(n-y) for O

I A
b
IA
e

f(x,y) = {

IA
b
IA
=

sy (n-x) for vy

Vis at

sin nx sin ny

1 n2

for x,y € [0,n]

i
™M 8

f(x,y)

og at

m o . .
2 J f(x,y)f(x,z)dx = X sin N1y iln DZ  for vz € [0,m].

0 n=1 n

(Vink. For fast y € [0,m] kan man betragte en ulige periodisk

funktion g sd& g(x) = f(x,y) for x € [0,n] .)
1
1 (2n—1)4

Find summen af rakken

Mg

n





