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MATEMATIK 2 , f¢rste smt 

Opgaver til besvarelse i 4 timer . 

Alle hjmlpemidler kan medbringes. 

A) 

Opgave nr . 1 • 

(Bade A) og B) ¢nskes 1¢st) 

Man betragter polynomiet 3 2 
X + ax + bX + C over c. 

Find en n¢dvendig og tilstrmkkelig betingelse, som koef

ficienterne a , b og c ma opfylde, for at en af r¢dder

ne skal vmre lig summen af de to andre (vink : udtryk be

tingelsen v . hj . a . en passende symmetrisk funktion af rod

derne) . 

B) Pa et endeligt kommutativt legeme (L,+,·) betragtes 

mmngden F af afbildninger f : L ~ L , for hvilke 

f(O) = 0 

Pa F skal + betegne smdvanlig funktionsaddition, og 

kompositionen h = f * g defineres ved h(a) = ~ f(b)g(c) , 

hvor der summeres over alle (b,c) EL x L, for hvilke 

be= a • Derved fremkommer en kommutativ ring (F,+,*) 

(forlanges ikke eftervist) . 

(Opgaven fortsmttes) 
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Ringen (F,+,*) har et etelement, angiv dette. 

Vis, at mrengden 

ff I ~ 
aE:L 

2 
af(a)=Ol 

er et ideal i ringen, f .eks ved at godtg¢re, at deter 

kerne for en homomorf afbildning af ringen. 

Opgave nr. 2. 

Lad (G,•) vrere e n e ndelig gruppe med neutra1e1ement e , 

og saledes beskaffen, at for ethvert g E: G er mrengden 

af elementer s om kommuter e r med g netop f g, e , g - 1 l • 

Vis, at for ethvert g E: G e r ord g = 1 ,2 eller 3. 

Vis, at dersom der findes to forskellige elementer af 

orden 2, sa er deres produkt af orden 3 • 

Pa mrengden af elementer i G srettes a ~ b ( II a konju-

geret med b II) dersom der findes et X E: G sa 
-1 

= b xax 

sa er en rekvival ensrelation (forlanges ikke eftervist). 

Vis, at e lementerne a,b, ·· • i en rekviva lenskla sse er af 

samme orde n, og at deres a ntal e r 

-1 
= fx I xax = al • 

ord G 
ord Na ' 

hvor 

Vis, at anta lle t af el ementer a f orden 2 er et helt 

multiplum af 
ord G ----

2 
o g begrund e t t ilsvar ende udtryk for 

antallet elementer af orden 3. 

2. 

Benyt d e t fundne til at vise , a t der eksisterer ne top fir e 

ikke i somorfe g ruppe r - som ¢n s k e s angive t - af den omhandle~ 

de art. 

(Forts . ) 
' 
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Opgave nr. 3 

Med ~
2 

= .J/!
2

(0,2ff) betegner vi mffingden af Borel funktioner 

f: ]0,2ff] _.. ~ med /
0

2fflf(x) 1
2dx < =. Ved at benytte 

skalarproduktet 

og samle funktionerne i klasser ved rekvivalensrelationen 

f ~ g ~~ f = g nresten overalt 

far vi som bekendt et Hilbert rum L
2 

= L
2

(0 , 2ff) = 

a f J I f E .i! 
2 

( o , 2ff) i . 

1° Vi lader V ~ L
2

(0,2ff) besta af de klasser, der har en 

reprresentant f: ]0, 2ff] ..- ~ , hvor 

( * ) \:/x E: ] 0 , ff] : f ( X + ff) = f ( X) • 

G¢r rede for, at V er et afsluttet underrum af L
2

(0,2ff). 

2° Funktionerne ~ og ~ er defineret pa ]0,2ff] ved 

~(x) = ; 
X 

2 
for O < x ~ 2ff, 

' ~(x +ff)= ~(x) = l - ~ for O < x ~ ff 

Skitser funktionernes grafer. Vis, at [~] er den orto

gonal e projektion af [~] pa V. 

(Opgaven fortsffittes) 

3. 
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3° Bestern 

4. 

a) idet inf irnurn tage s over alle f E: £2 ( 0, 2rr) , der opfylder ( *) . 

b) idet infirnurn tages over alle kontinuerte funktioner 

f: ]0,2rr] ,,....._ a: , der opfylder (*) • 

Antages infirnurn i sidstnmvnte tilfmlde? Begrund svaret. 

4° Angiv (med begrundelse) en ortonorrnal basis i V. Bestem 

det ortogonale komplernent V~ til V i L2 (0,2rr) og be

skriv det sa elementmrt som muligt. 


