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'MATEMATIK 102.

Skriftlig prgve.

Alle,hj&lpemidler kan medbringes.

Bemerk, at sattet denne gahg indeholder 4 opgaver.

\

Opgave nr. 1.

Lad (X,diét) vere et metrisk rum og lad f: X » X vere
en kontinuert afbildﬁing. Som sgdvanlié definerer Vi for et-
hvert’ n'E N éfbiidningen eyox 9YX induktivt ved fasts&tf
telserne ' = f ég' = pee™ N por nos 2.

Bevis, at sdfremt (X,dist) er kompakt, f er surjektiv

1 n

.og fglgen af afBildningér f ,f2,;;.,f ,«+. er uniformt kon-
vergent, da md f V&revden identiske afbildning 1X af X pé
sig selv.

Vink: Lad (X,dist)'.vmfe et kompakf metrisk rum og lad f: X - X
vere en kontinuert og Surjektiv-afbildning. Antag, at fglgen af
afbildninger f1,f%,...,f",... konvergerer uniformt mod afbild-

'hingen g: X » X. Opgaven kan s8 lgses i fglgende skridt:

a) Vis, at g = fog.

b) Vis,'ét g-:afbilder X p& en kompakt delmengde af X.

-c)i Vis‘dern&st,f;eks. ved et indifektevbevis under benyt-
| telée af b), at g ~er surjektiv.

d) Vis sluttelig under benyttelse af a) og c), at f = 1X'

(opgaveszttet fortsazttes)




F¢BENHAVNS UNIVEHSITET ‘ ' o 2.

Naturv1denskabe11g embedseksamen ,Vinterenll975-76.

Matematik 102.

. Opgave nr. 2.

2

Lad- I{ -» R v&fe kontinuerte reelle funktioner de-

fisfs
finefetvpé Ifz og antay, at disse funktloner har kontlnuerte

partlelle afledede i alle punkter af jR2

Antag endv1dere at der flndes en reel kOhStant K, sdledes
at |

Bf

BXJ (X1 ,X ) K

»for alle (x1,x')”€ R® og for alle .i,j = 1,2.

Betragt sé f¢1gende dlfferentlalllgnlngssystem pa& IR?, ,

-—

- = f1 '(X1 > X‘2.) '
(*) o | '
ng _ , ‘

1°g VlS, at ek81stens— og entydlghedssetnlngen kan anvendes pa
dlfferent1a111gn1ngssystemet (*) og at enhver mak51mal l¢sn1ng

er deflneret péd hele R .

20, For (xq 5% -)vé Iﬁl skal - t b w( (t)*'}a-.:mz i det
x1,x2)

f¢lgende betegne den entydlgt bestemte mak31ma1e 1¢sn1ng t11

(*) for hvilken ,9(X1;x2)(0)=(x1,x2).

Lad (X1,x ) € }fz og t € I{ vére‘giVét. Vis-sé,fat afbild-

ningen s b w(s). I%» sz-defineret véd> v(s) =-¢(x 3 )(t+S)r er
Lh= B Rl =(xq 5%, > .

(opgaven fortsazttes)
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den lgsning til (*), der tilfredsstiller begyndelsesbetingelsen
0) = t).

30 Definer nu for ethvert t € R afbildningen F,.: R™ » R
ved fastszttelsen Ft(x1,x2)=‘w(x1sz)(t)-

Vis, at FSth =‘FS+t for alle s,t € R. Vis endvidere,

at FOE 1]R2’ hvor 1}fBIbetegner den identiske afbildning af

iﬁg pd sig selv..
5°, Betragt nu specielt differentialligningssystemet bestemt
Véd fuhktionerne‘ f1(x1,xp) = ~X, OB f2(x1,x2) = Xy Ggr rede

2

for, at afbildningen 'Ft: R e]RQ.er defineret for ethvert

t € R og bestem den.
Opgave nr. 3.

Pa et‘intervalv T « R er defineret en fglge (fn) af kom-
plekse fghktioner og en fglge (gn)'_af reelle funktioner. Om
(gn) antagés'yderligere at 0 < gn+1(x) < gn(x)ffor alle x € I
og alle n € N og.at‘-(gn) ~konvergerer uniformt mod nul.

Definer for ethvert n € N og for ethvert x € I

]
nms.

£ (x)

Fn(x) = 2y

og

"=

5,(x) = 4y fk(X)gk(x)
19, Ggr rede fOr‘at for éthvert n € N gelder
Sp(x) = k=1 Fk(x)(gk(x) - gk+1(x)) ¥ gn+1(x)Fh(X)’

(opgaven fortsettes)
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og slut heraf, at for n > m pgelder

. | h ;
sn(*)‘— Sm(x) ) k=%+1Fk(X)(gk(x> i‘gk+1(x))

+ g COF () = g, (OF ().

2°.  Antag nu, at !Fn(x)l' < M for alle n € N og for alle
x € I. Gg¢gr rede for at | ‘

500 = 8,00 1 s 2Mgy (0

- for _n.> m og fOrlethyert‘_X'E'I.

| - - _ _ _
- Vis, at n§1f-n(x)gn(x) er uniformt konvergent pd I.

30~  Lad 6§ € ]O,n[. - Ggr rede‘fof at
. §,pinx
“'n=1 n

er uniformt konvergent pél [§,2m=8].
Opgave nr. 4.

Lad I ¢ R vare et ébent.intenval, lad f: I > R vere
en C*-funktion og lad xO'E I.

Antag at def‘eksistérer et p > 0 s8ledes at intervallet
Ip= {x € Rl "Ix-x4l < o} c I og s&ledes at
),y
© £ (%)

) k
K50 T kT (x-x4)"

for alle x i I

(opgaven fortszttes)
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;Det forudsettes kendt, at der heraf fglger, at for ethvert
‘n = 0,1,2,... gelder

| oAnrky
o f (xo)

k
— (x-x4)

-~ (n) - :
£ (x) = kgo'*f__ET |

for alle X € Ip.

‘TO.V Med ovenstdende antagelser iad 0 <t <p. Vis at der fin-
des et ng € N saledes at

.(n) , n!
li‘ -(XO)I < Eﬁ

for ethvert n § nO.

29, Med t og n. som i 1° lad r € ]JO,t[. G¢r rede for at

0
(1 _.Z)%<n+1) .5 (e (K
T " k=0 ot kT \E
og Vvis derh&st,>at
FCRN P R—_ L

for n > n, og for allé x for hvilke Ix-xgyl <.

30 Benyt 29 til at vise'f¢lgehde setning:
- Lad XO
konvergerer mod f i et &bent interval indeholdende Xg e Da

€I og antag at Taylorrakken for f udviklet i Xq
eksisterer der reelle tal A >0, B>0 og r >0, siledes at
lf(n)(x)l < A B'nt

fdr,,n‘:‘0,1;2,;.. og for alle x for hvilke Ix—xol < r.

4%, TFormuler og bevis den omvendte setning til den i 3° viste.

VEND!






