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Skriftlig pn~ve. 

Alle hjrelpemidlcr kan medbl~inges. 

Opgnve nr. 1 

1° Lad b E [0,1 [. Vis, st for n = 0,1 ,2, · · · grelder 

(b xn+1 n~1 bk 
j 0 1 -x dx = -log( 1-b) - k~1 -k-. 

2° G(Z!r re de fo:r, at de t ucgen tlige integ:rsl ]
1 

xnlog( 1-x) dx 
0 

10 

20 

eksisterer for alle n = 0,1,2,··· og har Vffirdien 

11 n 
x log(1-x)dx 

0 

Opgave nr. 2 

Lad f: [ 1 ,+oo[ ~ m va:)re en kontinuert funktion. Antag, 

at der fi ndes en funktion g: [ 1 , +oo[ --) m so m er uniform t 

kontinuert pa [1 ,+""[ og for hvilken if(x) - g(x) I -~ 0 

for X --) +oo. 

Vis, at f uniformt kontinuert . er pa [1 ,+oo[ • 

Vis, at funktionen f(x) = x·exp(!..) 
- X 

er uniformt kontinue:rt 

pa [ 1 '-l-oo [ • 

(opgavesmttet fortsrettes) 
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Rettelse til opgave 3. 

a) Kor·rekt f'ormulering af' opgr~vens to f'qlrste linier: 

b) 

Lad f': m --) m vmre den peri odi ske f'unktion med 

periode 2u der i ]-rr,u] er givet ved 

P . . .p 3 3° ·. rrec1ser1ng ai opgBvc , Deri omtAlte f'unktion F er 

en funk tion f'ra m ind i m. 
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Rettelse tjl opgave 3. 

a) Korrekt f'ormulc:Ping af' opgavens to f0rste linier: 

b) 

Lad f': ID -) m vrere. rlen periodi ske f'unktion med 

periode 2u der i ]~ff,rr] er givet ved ··· 

P . . .p 7. 30 •. ~rec1ser1ng AL opgave ~' Den omtal te f'unktion F er 

en ftml<:tion f'ra m ind i m. 
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Opgave nr. 3 

Lad f: IR ~ IR vrere den periodiske funktion med 

periode 2u der i [-u,u] er givet ved 

f( x) = { x, 

o, 

-ff ( X ( ff 

X = ff. 

Vis, at f(x) f'V ~ ( _ 1 )n+1 2 sin nx. 
n=1 n 

G\i'lr re de for Fourie rrrel(kens punktvise konvergensforhold. 

Unders\i'lg om Fourierrmkken er uniformt konvergent pa m. 

3° Pind F~urierrrokken for den funl(tion F, der er periodisk 

med periode 2u, og som i [-u,u] er givet ved F(x) = x
2

• 

Besvar sp\i'Jrgsmi'll 2° for Fouri'errmkken for F. 

Opgave nr. 4 

Lad f: IR ~> m vmre en C 1-funkti on og be tragt 

f\i'llgende differentihlligningssystem pa 

1P G\i'lr rede for, at eksistens- og entydighedssmtningen kan 

anvendes pa ovenst!tencle system. 

(opgaven fortscettes) 
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2° Vis, at for r E. m+ med f(r 2 ) = 0 og t 0 E m,, vi1 

(~ 1 (t), ~2 (t)) = (r·cos(t-i
0
), r-sin(t-t

0
)) fo~ t E m 

vrere den en t.ydigt best.emte maksimale l~Dsning for hvi1.ken 

3° Lad 0 < r
1 

< r 2 

den abne mrengde 

og antag, at Betragt 

40 

Vi s , a t en 10 sni ng ( ~ 1 ( t ) , ~ 2 ( t ) ) : J -~ m 2 t i 1 

systeme t defineret pll et intervnl J c m for10ber hel t i 

D, safremt der> findes et t
0 

E J for hvilket 

(~1(to)'~2(to)) E: D. 

. Antag, at f hRr endeligt mAnge nulpunkter pa m • 
+ 

For 

ethvert rE m+ med f(r 2 ) = 0 .og ethvert t 0 E. ffi vi1 

10sningen · (~ 1 (t), ~2 (t)) = (r·cos(t-t0 ), r·sin(t-t0 )) for 

t E: m vrere en pet>iodisk ly1sning ti1 systemet, d.v.s en 

1\Dsning defineret p!l hele' m for hvilken der findes et 

T E: JR+ sa (~ 1 (t+T), ~2 (t+T)):::: (~ 1 (t), ~ 2 (t)) for alle 

t E: m. 
Vis, at disse l0sninger sammen med l~Dsningen 

(~1 (t), ~2 (t)) = (o,o) for t E m udg0r samtlige 

periodiske 10sninger til systemet. 

(Vinic Man kan f. eks. for en v ilkarlig 10sning 

d' 2 ') 
(~1 ,~2 ) betragte dt(~ 1 + ~2).) 

· (opgavesrettet fortsrettes} 
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Opgnve nr. 5 

Lad (X,dist) vmr·e et met.Pi~)k rum. 

Lad ( a ) 
n 

vmre en fundnmcntalf0lge i X. 

l+ • 

a) Sret 6' 
n 

= sup f d is t ( a , a ) I p ! n , q .2. n l o g vi s , 8 t 
p q 

b) 

c) 

6' -} 0 for n ---) eo. 
n 

G0r rede for, n t mnn knn finde en d elfv'\lge 

hvilken dist(a ,a ) < 2-(k+1 ) for k = 
nk rlt+1 

Antag, at (a ) er en sl\dan delfqHge. Lad 
nk 

Kk = fx E--= X I dist(x,a ) .S, 2-J< l og vis, at 
nk 

00 

Vis, at ep konvergent. 

( a ) for 
nk 

1 ' ;.~ ' ~ • • 

(a ) vmre en fundamentn.lfqHge i 
n 

X og ( a ) 
~ 

VCBPe 

a ) er konvergent, c1 a er 
nk 

en delf0lge. Vis, at hvis 

Can) konvergent. 

3° Antag nu, at (X,dist) opfylder f0lgende betingelse: 

For en vi lk~1rlig f0lge af elementer ( a ) 
n 

i X og af 

afsluttede kugler K = (x E X I dist(x,a ) < 2-nl for 
n n 

00 

hvilke gmlder, at n K 1 yj. 
n=1 n 

Vis, at i s8 fald er (X,dist) et fuldstmndigt me-

trisk rum. 

(vend) 




