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Matematik 102. Elementer af den klassiske analyse.

Opgaver til besvarelse i 4 timer.
Settet er pa 3 sider og bestar af 4 opgaver.
Alle hjazlpemidler kan medbringes, ogsa lommeregnere.

Opgave 1

Lad f£: R, » R vare givet ved

Xlw

f(x) = iz (2Arctan x + log(1+x)) - , X € IR+.

X
1°  Gg¢r rede for, at
Arctan X < X  0g log(1+x) < x

for alle x € IR+, og vis, at f ikke antager vardien 0.

2° Vis, at £(x) har en gransevaerdi for x - 0+, og find denne.

3° Undersgg, om integralet

1
I dx
0 3x = 2Arctan x - log (1+x)

eksisterer.

Opgave 2

Lad M Dbetegne mengden af komplekse C1—funktioner pa intervallet

I =1[0,1].
Vis, at funktionen d: Mx M -> [0, givet ved

d(f,g) = I£(0) -=g(0)| + suplf'(x) - g'(x) |
xel

er en metrik pa M.

(Opgaven fortsattes)
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2° Undersg¢g, om det metriske rum (M,d) er fuldstendigt.

P& M betragtes nu ogs&d metrikken d1: MxM > [0,o] givet ved
1/
a,(£,9) = [ 1£60 - 9001 ax.
0

(Det ¢nskes ikke wvist, at d1 er en metrik.)

3° Lad f tilhgre M og lad (fn) vare en fglge i M.

n€IN

Vis da implikationen
fn - £ i (M,4d) = fn - £ i (M,d1).

Undersgg endvidere, om den modsatte implikation galder.
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Opgave 3

Idet g: [0,1] » IR er en given kontinuert funktion, betragtes
afbildningen T: CO([O,1],IU - CO([O,1],HU, der fgrer en vilkar-
lig kontinuert funktion ¢: [0,1] » IR over i To: [0,1] » TR

bestemt ved

t
Te(t) = t + g(t) + J (t-x) o (x)dx t € [0,1].
0
1° Vis, at der findes netop én funktion ¢ € CO([0,1],HU, som

opfylder ligningen T¢ = .

2° Her betragtes tilfaeldet g(t) = sinh2t, t € [0,1].
Vis da, at den entydigt bestemte funktion ¢ € CO([O,1],IU,

der opfylder ligningen T = ¢ , er af klasse C2, og find o.

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave 4

Betragt differentialligningen

dx

(*) tge *t 2x = g(t),
hvor g: I - IR er en funktion pd et interval I = ]-p,p[ med

p > 0.

19 Lad fgrst g vere sum af en potensrzkke med konvergensradius

2 0,
—_— R n
g(t) = Zn=0 ant ’ teI.
Vis da, at der findes &n og kun én funktion x = @(t) pa I,

som er sum af en potensrazkke med konvergensradius > p, ©Og

som er lgsning til (*).

2° Nu antages kun, at g: I - IR er kontinuert.

Opskriv da samtlige lgsninger til (*) p& hvert af intervallerne

Gpr rede. for, at der hgjst er &n lgsning til (*) pad hele I.

3° Lad her g vere af klasse C1 pa I, og lad f: I -» R

vere givet ved

t
Jj J sg(s)ds for t € I~N{0}
f(t) ={t 0
29(0) for t =0 .

Vis da, at f er differentiabel i 0, og find £'(0).

(Vink: Man kan f.eks. udnytte, at
g(s) = g(0) + sg'(0) + se(s) .)

Ggr endvidere rede for, at x = f(t) tilfredsstiller (¥) pa

hele I .



