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MATEMATIK 102

Skriftlig pre¢ve.

Alle hjelpemidler kan medbringes.

Opgave nr. 1

Lad b € [0,1[. Vis, at for n = 0,1,2,--+ gelder

A n+1 bk
: dx = -log(1-b) - = .
0 |

1-x
1

Ggr rede for, at det uegentlige integral f xMog(1-x)ax

0]
eksisterer for alle n = 0,1,2,-.+ og har verdien
1 : | nti -
n 3 1 1
[ x log(1-x)dx = T k§1 T

0
Opgave nr. 2

Lad T [1,+w[ - R vere en kontinuert funktion. Antag,

at der findes en funktion g: [1,+e[ » IR somer uniformt

Xontinuert pa [1,+e[ og for hvilken “|[f(x) - g(x)| - O

for X — +eo,

Vis, at f er uniformt kontinuert pa [1,+w[.

Vis, at funktionen f(x) = x-exp(%) er uniformt kontinuert

pa [19+°°['

(opgavesmettet fortszttes)
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Rettelse til opgave 3.

Korrekt formulering af opgavens to fprste linier:
‘lad f: R » R vare den periodiske funktion

periode 27w der i J=mr, 7] er givet Ved ceva

Precisering af opgave 3, 3°: Den omtalte funktion

en funktion fra IR ‘ind i IR.
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Rettelse til‘dpgave»3;

Korrekt formulecring af opgavens to ferste linier:

‘Lad f: R > TR vare: den periodiske funktion

- periode 2w der i J-m,m] er givet ved ---

Przcisering af opgave 3; 3°:  Den omtalte funktion -

en funktion fra = R. ind i = TR.
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Opgave nr. 3

Lad f: IR - IR vere den periodiske funktion med

‘periode 27 der i [-w,m] er givet ved

X, -r < x < W

f(x) =

i
S

0, X

. ‘ 7 | : o n+t 20
Vis, at f(x) A n§1< 1) = sin nx.

Ggr rede for Fourierrzkkens punktvise konvergensforhold.

- Unders¢gg om Fourierrzkkener uniformt konvergent pd IR.

‘Find Fourierrmkken for den funktion F, der er periodisk

med periode 2w, og som i [-m,m] er givet ved F(x) =

Besvar spgrgsmil 2% fop Fourierrskken for F.

Opgave nr. L

Led f: IR -» IR vare en C1—funktion og betragt

fglgende differentiﬁllighingssystem pa IR2,

dx, 5 o
EE- = = X, * x1-f(x1 + x2)
dx,.

2 _ a2 2
TE- = Xyt X%, f(x1 + x2).

o

Ggr rede for, at eksistens- og entydighedssetningen kan

“anvendes pa ovenstiende system.

(opgaven fortswttes)
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Vis, at for r € R_ med £(r?) = 0 og ty € R, vil
(wT(t),'wg(t)) :‘(p-cos(t—to), Pfsin(t—to))- for t€ IR
vmfe den'entydigt besiemte maksimale 1¢sning for hvilken

(¢1(to), ¢é(t0)) = (r,0).. Skitser denne lgsning.
Lad 0 < r, < PZ

‘den abne mzngde

og antag, at f(rf) = f(fé) = 0. Betragt

gy oo
D :,{(x1,x2) € JR ]»r1 < x1 + X

Vis, at en Lpsning '(¢1(t), wn(t)) g BT ti1
systemet deflneret pa ef 1nterva1 J C IR fopl¢ber helt i

D, safremt der f;ndes et t, € J for hv1lketv_

, 0
(o, (t5)50,(t5)) € D.

Antag, at f haf,endeligt.mnnge nulpuﬁkter pA TR . For

ethvert r € R med f(r2) -0 og éthvérf b, € R vil
1peningen (¢, (), p,(t)) = (r-cos(t-ty), r-sin(t-t o)) for :
t é R vare en pérlodlsk lgs nlng tll SJstemet d Vs en
'v1¢sn1ng deflneret p1 hele R for hvulken der flndes et
TE R, :Sé, (o, (t+T), wz(t+T)) " (¢1(t), " (t) ) for alle
t € R, o o
Vis, at disse 1¢qn1nger sammen med 1¢sn1ﬁgen -
‘v(¢1(t), wz(t)) = (0, O) for t & R udger samtllge
periodiske 1¢sn1nger til Systemet. |

(Vlnk Mﬂn kan f. eks. for en v11kar11g 1¢%n1ng

(94595) betragte dt(¢1 * @0)') |

(opgaveszttet fbrts&ttes)
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Opgave nr. 5.

Lad (X,dist) wvere et metrisk rum.

Lad ( an) vere en fundamentalfplge i X.

a) S=t §n = Supidist(ap,aq>| p >n, g >n} og vis, at
& 5 0 for n - e,
n . .
b) Ggr rede for, nt man kan finde en delfglge (a ) for

. K
hvilken dist(an ,a, ) < 2—(k+1) For K = 1,05 s
k  k+1

c) vAntag, at (an ) er en shidan delfglge. Lad

: k
K, = {x € x| dist(x,an ) < 2—k§ og vis, at

k

Ky 2Ky 20 2K 2000,

a) Mea (K som i ¢) antag, at

k I1/(::1

Wy K # B

~—

Vis, at (a er konvergent.

Ny
Lad (ah) vere en fundamentalfglge i X og (a‘ ) vare
en delfglge. Vis, at hvis ( an ) er konvergent, da er

k
(an) konvergent.

Antag nu, at (X,dist) opfylder fglgende betingelse:
For en vilkarlig fglge af elementer (an) i X og af

"y for

afsluttede kugler K = [x € X|aist(x,a ) <2
hvilke K, 3 K, 2+ 2K 2+ gelderat nQ K, + 9.
Vis, at i sd fald er (X,dist) et fuldstendigt me-

trisk rum.

(vend)






