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MATEMATIK 102

Skriftlig prgve

Alle hjelpemidler kan medbringes, ogsé lommeregnere.

Sattet er pd 3 sider og bestdr af 6 opgaver.

Opgave 1

Lad (M,dist) vare et metrisk rum. For en punktfglge (xh) .
pa .M 0og et punkt x € M betragtes udsagnene:

(a) 1lim X, = X,

(b) x er det eneste fortatningspunkt for fglgen (xn).

1. vis, at (a) = (b).

2. Vis, at hvis M er kompakt si galder (b) = (a).

,vOPgave 2

Lad (sn) vare en konvergent kompleks talfglge med granse-

vardi"s, og lad t1t: N » NN vere en bijektiv afbildning.

1. Vis, at talfglgen (s er konvergént med‘grensevardi S.

T(n))

8

Lad nu a vere en konvergent uendelig razkke med komplekse

n

™

n=1 :
led og sum s, &g lad t1: N » N vare en bijektiv afbildning

med egenskaben

p = sup{lt(n)-n| In € N} < + o.

2. Vis, at den‘ﬁendelige rekke b a.(n) °©F konvergent med
, o - n= S
sum  S.

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave 3

Lad f: R » ¢ vere en kontinuert funktion. For n € N

defineres en funktion fnzim - ¢ ved

el

[ n _ _

f(x+t)dt = nJ f(t)dt for x € 1R.
7 X

S|

|
fn(x) = nJO

1. Gg¢r rede for, at 'fn er differentiabel for alle n € IN.

2. Vis, at fglgen (fn) konvergerer punktvis mod f£.

3. Vis, at hvis f er uniformt kontinuert, sd konvergerer (fn)

uniformt mod ‘f;

Opgave 4

Lad f: R - ¢ vare en C1—funktion som er periodisk med peri-

ode 2n og lad

ol inx
1
bX c e
n

n=-oo

vaere Fourier rakken hgrende til f.
. . . \

1. Ggr rede for, at rakken =~ I n2lcn|2 er konvergent og at
' : n=-—oo .
. o . 2m
2 2 1 ' 2
b3 n |Cn| < HJ' I£'(x)1%dx.
n::—o:) 0
2. Ggr rede for, at afsnitsfglgen sk(x) = b3 c,e konverge-

n=-k
rer uniformt mod f og vis, at o

o) . 2n
2 _ 1
z |cnI T o2n |

n=-co

1£(x) 1%dx .
0

(Vink: Vis'og udhyt, at sk(x)sk!x) konvergerer uniformt

mod |£(x)12.)

(Opgaven fortszttes)
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(opgave 4 fortsat)

3.

2n :
Vis, at hvis [ f(x)dx = 0 s& galder
' 0

2n 2 2n 2 _
J FE(x)]17dx < J I£' (%) | "dx ,
0 : 0

~og at de to stgrrelser er ens hvis og kun hvis -
ix -ix

f(x) =cje™™ +c_je .

Opgave 5

Betragt H@ udstyret med den til maksimumsnormen hgrende
2

metrik og afbildningen w: IR - Eg givet ved

1.

2.

‘ 2
w(x,y) =-(%x + %y - 2, %x - %y + 3) for (x,y) € IR".

Vis, at ¢ er en kontrakfion, og angiv den mindste kontrak-
tionskonstant for . .
Ggr rede for, at ¢ har netop ét fikspunkt og find dette.
%, %)
14y S6
Opgave 6

Lad a, < a, vere reelle tal og betragt variationsintegralet

(y'coshx)zdx

Opstil og find ‘den fuldstendige lgsning til Eulers differen-
tialligning hgrende til integralet I.
Vis, at der til givne endepunkter (a1,b1)‘ og (az,bz) _fin—

des pracis én lgsning og angiv denne.




