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MATEMATIK 102

Skriftlig prgve

Alle hjzlpemidler kan medbringes, ogsd lommeregnere.
Besvarelsen anses for fuldstendig, hvis 4 af nedenstdende 5

opgaver er korrekt lgste. (Delvist lgste opgaver medregnes).

Opgave 1.
Lad funktionen Q: IR - IR vare givet ved
.3 .2 .
Q(x) = sin"x - sin“x - 8sinx + 12, x € IR.

1) Bestem vardimengden (billedm@angden) for Q.

2) Find verdien af det bestemte integral

T

]2 7sin2x - 8cosx
d

Opgave 2.

Betragt differentialligningen

(%) &g y?, (x,y) € R°.

1) Vis, at hvis I ¢ IR er et interval og y: I - IR

er en lgsning til (*), der ikke antager vardien nul, da er

1.15 IR ogséd en lgsning til (*).

y -

-

2) Begrund, at der for ethvert a € IR findes netop
en maksimal lgsning 0, Ia - IR til (*), der opfylder

0 € Ia ’ wa(O) = a.

3) Bestem for hvert a € IR funktionen ©, ©og det

maksimale definitionsinterval Ia .
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Opgave 3.
Lad f: [0,1] » € vafe en kontinuert funktion.

1) Begrund, at der ved fastsattelsen

1
g(t) = J eth(x)dx , for t € IR
0

defineres en kontinuert funktion g: IR -» (.

2) Vis, at g er vilkdrligt ofte differentiabel og at

der galder

1
g™ (g) = J[ XM (x)ax for n€ N og t € IR.
0

3) 1Idet Taylorrakken for g hgrende til punktet t = 0

antn , skal man angive a for

betegnes med Rig n

n=0
n=20,1,2,... samt finde rakkens konvergensradius.

n
4) Vis, at sumfunktionen for rakken 2:;0 ant er

g(t), pa hele konvergensintervallet.

(opgavesattet fortsattes)
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Opgave 4.

Mengden CO([a,b],ﬁﬂ af reelle kontinuerte funktioner
pé det afsluttede interval [a,b] ggres til et metrisk rum

ved indfgrelse af afstandsfunktionen
dist(f,g) = sup{lf(x)-g(x)| | x € [a,b]} .
Lad der vare givet to funktioner «a,B € CO([a;b],nﬁp hvor

B(x) < 0 for alle x € [a,b]. Betragt ligningen

(*) £2 4+ g f+8=0.

Ved en lgsning til (*) forstds en funktion f:[a,b] - IR,
der tilfredsstiller f£(x)%+a(x)-f(x)+B(x) = 0 for alle

x € [a,b]. Med L betegnes me&ngden af kontinuerte lgsninger

til (*). |
1) Vis, at L er en ikke-tom afsluttet delmangde af det

metriske rum (CO([a,b],HU, dist) .

2) Ggr rede for, at der findes netop en funktion f €L,

b b _
I = inf{}, £f(x)dx | £ € L} = f (x)dx .
J
a a

3) Bestem L, f og I i tilfeldet a =0, b =1,

-

a(x) =r-x + %5, B(x) = -%(x-%)2

(opgavesattet fortsattes)
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Opgav: 5.

Med x, = (P (), py(t)) og x5 = (q;(t), g,(t)) beteg-
nes to plane kurver, defineret for t € IR, hvor P1rP2'q1 og
9, er reelle polynomier i t. Idet vi indfgrer betegnelsen

p(t) for Qgéil antages det, at

(a) §1(t) og éz(t) har ingen falles reelle re¢dder,

(b) é1(t) ©og g,(t) har ingen fzlles reelle rgdder.

1) Ggr rede for, at X, 09 X, er c”-kurver, samt at de

begge har veldefinerede krumninger, K1(t) og Kk, (t).

Set n = max{grad p1(t), grad p,(t)}, m = max{grad q1(t),
grad q,(t)}, og r = 6(n+m-2). Antag nu yderligere, at
K1(t) >0 for alle t € IR, samt at der findes r forskel-

lige verdier t1,..

2) Vis, at K1(t) = Kz(t), for alle t € IR.

2 2

Antag yderligere, at §1 + éz = é12 + ézz og at
§1(0) = xX,(0) = (0,0). Betegn de to kurvers tangentdrejning

udfra t = 0 med henholdsvis 61(t) og Gz(t)-

3) Vis, at 61-62 er en konstant, og slut at der fin-

des et -z € ¢ med |z] = 1, sdledes at .
P1(t) + ip,(t) = Z(q1(t) + iqz(t)) ’

for alle t € 1IR.

.,tr € Ir, sé K1(ti) = Kz(ti), i=1,...,r.




