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Skriftlig pr¢ve

Alle hjelpemidler m& medbringes.

Opgave nr. 1

1° G@Ggr rede for, at der ved

log(1+x)

Txp X~ (14%) for x > =1, x 3 0

f(x) =

defineres en funktion f: 1-1,=[\{0] » IR.
2° vis, at der findes netop én kontinuert funktion
g: ]=1,[ - IR med

P

£x) = % + g(x) for x > -1, x4 0.

- Angiv g(0).

1
3°  Undersgg, om det uegentlige integral [ f(x)dx existerer.
0

Opgave nr. 2

Ladg I ¢ IR vare et 2bent interval, der indeholder O,

og lad f: I -» IR va&re en kontinuert funktion, som. tilfreds-

stiller ligningen
t

(%) £(t) —_-j cos?(£(u))au

0

for alle t &€ T.

(opgaven fortsmttes)
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1° Ggr rede for, st f er uendeligt ofte differentiabel

og tilfredsstiller differentialligningen

n
95 = COSLX

dat
med begyndelsesbetingelsen x(0) = O.

2°  @gr uden at lgse ligningen (*) rede for, at der fin-

des przcils én kontinuert funktion f: IR - IR som tilfreds-—
stiller (%)

30 Regtem funktionen f: IR - IR omtalt i 2°.

Opgave nr. 3

Lad M vere et kompakt metrisk rum og lad A = CO(M,G)
vere wektorrummet af kontinuerte funktioner fra M ind i €
(med de szdvanlige punktvise kompositioner)o

Ved

Inll = sup{|n(t)| | t € M) for ne A

©

pa A (alts& en afbildning

defineres en norm

¢ A »[0,[ med egenskaberne

o

a

(i) vh € A: ||l = 0 &= h =0 (0 Dbetegner nulvektoren 1 A);
(i1)  vh € A YA€ €: Nl = I Il
(ii1) vn,k € Az [kl < Il + Ikl ).

[Dette gnskes ikke vist].

(opgaven fortsmttes)
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anledning til en afstands-

Som bekendt giver sa

funktion (metrik) dist: AxA — [0,~[ ved fastssttelsen

aist(e,g) = |f-gll = sup{|f(t)-g(t)| } t € M} for f,g € A.

[fnskes heller ikke vigt].
For f,g €& A defineres en funktion fg € A wved
(rg)(t) = £(t)g(t) for t €M

(er f = g, skrives f° for fg).

17 vis, at llrgll < lellllgll for alle f£,g € A.

For hvert n € R szttes E, = {r e afllell < nl.

2" Vis, at (En,dist) er et fuldstendigt metrisk rum

for ethvert mn € IR+®
Lad der nu vare givet et element a € A med |la|l < 1.
Q .
3 Lad n € [lall,1[. Vis, at der ved

T (£) = 3(a+r°) for f € E

i n

defineres en afbildning Tﬂ: En - En.

Vis, at Tﬂ er en kontrektion.

40 Ggr rede for, at der findes ét og kun ét element

£ € A mea || < llall, som opfylder

2

f~2f+a:0. ‘ s

(opgavesmttet fortszttes)




Kgbenhavns universitet TR
Naturvidenskabelig embedseksamen
Vinteren 41974-75, MAT 102

Opgave nr. kL

TLad f: IR - IR vare en differentiabel funktion med
£(0) = O,

1 Vis, at hvis k1 og k2 er reelle konstanter siledes

at k, < £'(0) < k,, da findes der et ¢ € TR sdledes at

k% < r(x) < kyX

for alle x € [0,d].

(o]

2° Antag nu yderligere om funktionen f, at £'(0) > 0,
og lad (an € ® | n € W) vaere en fplge af reelle, ikke ne-

gative tal, der konvergerer mod 0. Vis sa, at rekken

< N . _
n§1f<an> er konvergent hvis og kun hvis rakken 2x,a €T kon

vergent.
)

3° TLad a € :m+\f1§. Vis, at rskken ngq(ann1) er di-
) Z

n
2"

oo

vergéﬁt, og at rzkken n§1<a

er konvergent.

Opgave nr. 5

Lad (M,dist) vsre et metrisk rum og lad f ¢ M = IR

vere en Tglge af kontinuerte funktioner. Antag, at

f1<X) 2 fZ(X) > oeeee 2 fn(x) > e

for ethvert x € M, og at fn konvergerer punktvis mod en

tontinuert funktion f: M - IR.

(opgaven fortsmttes)
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10 Betragt for ethvert n € IN og ethvert € &€ IR+

mengden
6(c) = fxen | 2(x) - 1, (0] el

Vis, at Gn(e) er en dben mengde i (M,dist).

2° Vis, at fn konvergerer uniformt mod f p&4 enhver
kompakt mangde K 1 (M,dist) .

50 Definer for hvert n € IN funktionen £ 3 (0,1] = IR

ved

£ (x) = tan x e ™ ror x € [0,1].

n

Vis, at fglgen fn er uniformt konvergent pa [0,1].

Bemzrk spgrgeskemaet pd nzste side.




