Matematik 102, 1979-80 Eksamensopgave V1978/79, 1

Alle hjzlpemidler kan medbringes, ogs& lommeregnere.
Besvarelsen anses for fuldstandig, hvis 4 af nedenstaende 5

opgaver er korrekt lgste. (Delvist lgste opgaver medregnes) .

Opgave 1.

Vis, at fg¢lgende grenseverdier eksisterer, og udregn disse

vaerdier:
(a) 1im Arcsin x
x-0 ex— 1
. log x _ X )
(b) ii§+ ((1+x)2 log 3% .
(c) lim x (f Arctan &% - 4 Arctan é%) .
Opgave 2.

Lad (M,dist) betegne et metrisk rum og antag, at for
ethvert a € M og for ethvert r > 0 er meangden B(a,r)

{x € M| dist(a,x) < r} kompakt og sammenhangende.

1) Vis, at enhver afsluttet og begranset delmangde af
M er kompakt.

2) Vis, at M er sammenhangende.

(Opgaven fortsattes)
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(opgave 2 fortsat)

3) Vis, at enhver fundamentalfglge i (M,dist) har et
fortetningspunkt, og brug dette til at vise, at (M,dist) ‘er

et fuldstendigt metrisk rum.

Opgave 3.

Lad f : R » R betegne den periodiske funktion med perio-

den 2m som pd intervallet [0,2m] er givet ved
f(x) = cosh(x-m) , 0 < x < 2.

1) Vis, at f's Fourierrakke er

k(1 + 2 f cos gx\ ]
\ n=1 1+n /

hvor k er en konstant. Find denne.

2) Undersgg om f's Fourierrakke konvergerer uniformt mod

3) Find summen af rakken

Opgave 4.

. 0
Med A c R betegnes et interval. Lad f € C (A, R),

a,b € CZ(A,EU og st c(t) = b'(t) - a"(t) for t € A.

(Opgaven fortsattes)
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(opgave 4 fortsat)

Betragt differentialligningen

2
(i) a(t) g—'}zs + b(t) %}é + C(t)X = f(t) ’ (tlx) € AxIR.
dt

1) Vis, at man kan finde g,h € C1(A,IU séledes at

(i) kan omformes til differentialligningen

dx

(ii) é% [g(t) ac + h(t)X] = f(t) , (t,x) € AxRR,

og udtryk g og h ved a o9 b.

2) Find me&ngden af reelle lgsninger til differentiallig-

ningen.
2 a’x dx 1
(iii) (£° + 2) —= + 4t 4= + 2x = — , (t,x) € R, xIR.
2 dt 2 +
dt t

3) Vis, at der findes netop én lgsning X : R, » R til

(1ii), som opfylder "x(t) > 0 for t > 0 og x(1) =0, og

find denne.

Opgave 5.

Betragt delmangden S af ]Rz givet som mengden af punk-

ter (x,y), der tilfredsstiller

(a) (x2 + yz)3 - 4x2y2 =0,

(b) y > 0.

(Opgaven fortsattes)
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(opgave 5 fortsat)

1) Vis, at enhver ret linie gennem (0,0), med lig-
ning y = tx, hvor t € R~{0}, skarer S i netop et fra

(0,0) - forskelligt punkt P, + o9 find dette.

2) Vis, at afbildningen P : R - IR> defineret ved

Pt' “for t'* Or ‘ ’

(0,0) - for t =0,

P(t) =

er af klasse C~.

Lad C betegne den plane C -kurve, parametriseret ved
t 1 ®R_U {0}, der har P(t) som hastighedsvektor, og som

for t =0 g&r gennem (0,0).

3) Find buel@angden s = s(t) og tangentdrejningen

6 = 08(t) for C regnet ud fra t = 1.

4) Angiv en naturlig ligning for C.




