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Skriftlig pr0ve. 

Alle hjrelpemidler kan medbringes. 

Bemrerk, at srettet denne gang indeholder 4 opgaver. 

Opgave nr. 1. 

Lad (X,dist) vrere et metrisk rum og lad f: X ~ X vrere 

en kontinuert afbildning. Som s~dvanlig definerer vi for et­

hvert n E lli afbildningen f": X ~ X induktivt ved fastsret­

telserne f 1 = f og fh ; fof"~1 for n > 2. 

Bevis, at safremt (X,dist) er kompakt, f er surjektiv 

og f0lgen af afbildninger 
1 2 . n 

f ,f , ... ,f , ... er uniformt kon-

vergent, da ma f v~re den identiske afbildning 1X af X pa 

sig selv. 

Vink: Lad (X,dist) vrere et kompakt metrisk rum og lad f: X~ X 

v~re en kontinuert og surjektiv afbildning. Antag, at f0lgen af 

1 2 n afbildninger f ,f , ... ,f , ... konvergerer uniformt mod afbild-

ningen g: X~ X. Opgaven kan sa l0ses i f0lgende skridt: 

a) Vis, at g = fog, 

b) Vis, at g. afbilder X pa en kompakt delm~ngde af X. 

c) Vis dern~~t,f.eks. ved et indirekte bevis under benyt­

telse af b), at g er surjektiv. 

d) Vis sluttelig under benyttelse af a) og c), at f = 1x· 

(opgaves~ttet forts~ttes) 
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Opp;ave nr. 2. 

Lad 2 f 
1 
,f 2 : JR -+ JR vrere kontinuerte reelle funktioner de-

fineret pa 
. 2 
JR og antag, at disse funktioner har kontinuerte 

partielle afledede i alle punkter af JR
2 . 

Antag endvidere, at der findes en reel konstant K, saledes 

at 

< K 

for alle 2 (x
1
,x2 ) E JR og for alle i,j = 1,2. 

Betragt sa f~lgende differentialligningssystem pa 

dx1 
. f 1 ( x1 'x2) dt = 

( *) 
dx 2 

f2(X1.;X2) dt = . 

1°. Vis, at eksistens-:- og entydighedssretningen kan anvendes pa 

differentialligningssystemet (*) og at enhver maksimal l)i'Ssning 

er defineret pa hele JR • 

For skal i det 

f)i'Slgeride betegne den entydigt bestemte maksimale l)i'Ssning til 

(*) for hvilken 

Lad 

~(x1 ,x2) (O)=(x1 ,x2). 

2 (x1 ,x 2 ) E JR og t E JR vrere givet. Vis sa, at afbild-

ningen s 1-+ Y!_ ( s): JR-+ JR 2 defineret ved ~(s) = ~( )(t+s) 
- - x1,x2 

er 

(opgaven forts~ttes) 



K0BENHAVNS UNIVERSITET 3. 

Naturvidenskabelig embedseksamen, vinteren 1975-76. 

Matematik 102. 

den l~sning til (*), der t·ilfredsstiller begyndelsesbetingelsen 

~~(0) = (J) )(t). 
-(x1,x2 

3°. Definer nu for ethvert t E lli afbildningen Ft : :m
2 

.... :m
2 

ved fastsrettelsen 

Vis, at F F = F so t s+t for alle s,t E lli. Vis endvjdere, 

at F 
0 

= 1 ]12 , hvor 1 ]12 betegner den ident iske afb i ld ning af 

:m 2 pa sig selv. 

~ 0 . Betragt nu specielt differentialligningssystemet bestemt 

ved funktionerne f
1

(x
1

,x2 ) = -x 2 og f 2 (x 1 ,x 2 ) = x 1 . G~r rede 

2 2 for, at afbildningen Ft: lli --+lli er defineret for ethvert 

t E JR og bestem den. 

OpR;ave nr. 3. 

Pa et interval I c lli er defineret en f~lge (f ) af kom­
n 

plekse furiktioner og en f~lge (g ) af reelle funktioner. Om 
n 

(gn) ~ntages yderligere at . 0 ~ gn+ 1 (x) ~ gn(x) for alle x E I 

og alle nE lli og at (gn) konvergerer uniformt mod nul. 

Definer for ethvert n E m og for ethvert x E I 

ri 
Fn(x) = E fk(x) k=1 

og n 
sn(x) = E fk(x)gk(x) k=1 

1°. G~r rede for at for ethvert n E lli grelder 

n 
8 n(x) = k~1 Fk(x)(gk(x) - gk+1(x)) + gn+1(x)Fn(x), 

(opgaven fortsrettes) 
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og slut heraf, at for n > m g&lder 

n 
sn(x) - sm(x) = k=~+1Fk(x)(gk(x) - gk+1(x)) 

+ gn+1(x)Fn(x)- gm+1(x)Fm(x). 

2°. Antag nu, at IFn(x) I < M for alle n E JN og for alle 

x E I. G~r rede for at 

for n > m og for ethvert x E I. 
00 

Vis at E f (x)g ·(x) er uniformt konvergent pA I. 
' n=1 n n ~ 

3°. Lad 6 E ]O,n[. G~r rede for at 

oo . lnx 
I~ 

n=1 n 

er uniformt konvergent pA [6,2n-6]. 

Opgave nr. LJ. 

Lad I c JR. vrere et abent interval, lad f: I -+ JR. vrere 

en C00-funktion og lad x0 E I. 

Antag at der eksisterer et p > 0 salede~ at intervallet 

Ip= {x E JRI lx-x
0

1 < p} c I og saledes at 

f(x) = 

for alle x i Ip. 

00 

I 
k=O k! 

(opgaven fortsrettes) 
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Det forudsrettes kendt, at der heraf f~lger, at for ethvert 

n = 0 , 1 , 2 , . . . gre 1 de r 

for alle x E ID. 

00 

;_: 
k=O 

r(n+k)(. ) . xo 
k! 

1°. Med ovenst~ende antagelser lad 0 < t < p. Vis at der rin-

des et n0 E ThJ s~lerles at 

lf(n)Cx
0

)1 < n! 
tn 

for ethvert 

20. Med t og no som l 10 lad r E 

~(n+1) 00 (n+k)! ( 1 r ;_: - f) -- k=O n! k! 

og vis dernrest, at 

lf(n)(x)l < 
t n! 

- (t-r)n+1 

for n ~.no og for alle X for hvilke 

]O,t[. 

(I)k 

lx-x 0 1 

3°. Benyt 2° til at vise f~lgende sretning: 

G~r re de for 

< r. 

Lad E I og antag at Taylorr~kken for f udviklet i 

konvergerer mod f i et ~bent interval indeholdende 

at 

eksisterer der reelle tal A > 0, R > 0 og r > O, s~ledes at 

for. n = 0~1,2, ... og for alle x for hvilke 1x-x0 1 < r. 

4°. Forrnuler og bevis den omvendte sretning til den i 3° viste. 

VEND! 




