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Alle hjzlpemidler kan medbringes, ogs& lommeregnere.
Besvarelsen anses for fuldstandig, hvis 4 af nedenst&dende 5
opgaver er korrekt lgste. (Delvist lgste opgaver medregnes).

v

Opgave 1.

Betragt differentialligningen

t
2 15
2 2
(*) 2d ; = th -3x + te ' (t,x) € R".

1) Find mengden L af maksimale reelle lgsninger til (*).
2) Bestem de lgsninger x = ¢(t) fra L, der opfylder

@' (0) = 0.

Opgave 2.

Mengden af reelle t%1f¢lger (an)nEIJ opfattes pd sadvanlig
mide som afbildningérummet F (N, R) af afbildninger fra N
ind i R, og som bekendt er T (NWN,IR) et metrisk rum i

udvidet forstand ved fastsattelsen
Dist((a_ ), (b)) = sup{la -b lIn € N}.

(Der skrives kort (an) i stedet for (an)nEIJ)' Det metri-
ske rum i udvidet forstand (F (IN,IR),Dist) betegnes kort F.

(De ovennavnte resultater ¢gnskes ikke vist).

(opgaven fortsattes)
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1) vVis, at mengden C af fglger (an) € F, for hvilke

lim a, = 0, er en afsluttet delmangde‘af F.
Nn—o

Lad (M,dist) vare et vilkarligt metrisk rum og lad

vare en fglge af ikke tomme delmangder af M. For

af-

(An)nEN
hvert x € M defineres pd sadvanlig made dist(x,An),
standen fra x til A - Ved til x € M at lade svare.f¢1-

gen (dist(x,A)) .y € F defineres en afbildning f: M ~» F .

2) Vis, at f er afstandsformindskende.

Med betegnelserne ovenfor indfgrer vi en delmengde A
bestdende af de punkter x € M, for hvilke der findes en

. - x.
fglge (x,) s& x € A for alle n€ N og s& lim x

n-»o

3) Vis, at x € A hvis og kun hvis 1lim dist(x,A ) = 0.

n-»co

4) Vis, at A er en afsluttet delmengde af M.

Opgave 3.

Lad I betegne et &bent interval og f : I - R en konti-

nuert funktion.
Funktionen f kaldes differentiabel fra hgjre i et punkt

x € I safremt fplgende grensevardi eksisterer i IR:

p*f(x) = 1im DOEHRIZER)
h-0
h>0

Funktionen f kaldes differentiabel fra hgjre, hvis den er

differentiabel fra hgjre i ethvert punkt af I.

(opgaven fortsattes)
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1)

2)

3)

Lad_

1)

2)

for alle x € I, sd er f voksende. (Vink: Antag at

Vis, at hvis f er voksende og hvis f er differentia-

bel fra hgjre i et punkt x € I, s8 er D+f(x) > 0.

Vis, at hvis f er en kontinuert funktion, der er

° +
differentiabel fra hgjre, og hvis der findes c>0 s& D f(x) > ¢

der findes punkter a,b€I, a < b, s& f(a) > f(b) og betragt
bO = sup{x € [a,b[lf(a) <f(x)}. Vis, at bo < b og

f(a) = f(bo) > f(x) for x € ]bo,b[ og nd derved til

N
G

en modstrid).

Vis, at hvis f er en kontinuert funktion, der er
differentiabel fra hgjre og hvis D+f(x) > 0 for alle
x € I, s3d er f voksende.

(Vink: Se p& f(x) + cx for c > 0.)

Opgave 4.

a og b varevgivne positive reelle tal.
Vis, at den uendelige rzkke

+
a a+b xa+2b xa+3b a+nb

x© _x + _ Feeet (- X

~— ———-——+.-.
a a+b a+2b a+3b a+nb

er konvergent for ethvert x € [0,1] med en sum som be-

tegnes f(x).

Vis, at rzkken ovenfor konvergerer uniformt mod f pa
intervallet [0,1], og at f: [0,1] » R er en konti-

nuert funktion.

(Opgaven fortsattes)
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3)

4)

Vis, at f er differentiabel pd det &bne interval

a-1 X

10,1l og at f'(x) = X 5 for x € ]0,1[.

1+x

Vis formlen

1 _a-1
x 1 1 1 1 —-— n——-1 o o &
J dx =3 - + tooet ) et

(Der ggres opmerksom pa at integralet er uegentligt

hvis 0 < a < 1.)

Opgave 5.

Betragt den plane C~-kurve med parameterfremstillingen

1)

- 2)

3)

a)

(x(t),y(t)) = (t—singt,cos%t) , t € R.
Vis, at kurven er konveks i ethvert punkt.
Vis, at der findes et mindste tal T > 0 sa

(x(t+T) ,y (£+T)) = (x(t)+T,y(t)) for alle t € R,

og find dette T.

Vis, at kurven (x(t),y(t)) for t € [-1,1] en en lukket

|

kurve, og at betingelserne for at anvende arealformlen i
|

|

er opfyldt. Find endelig arealet af det omrdde, som den

lukkede kurve omslutter.

Skitser kurven.



