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MATEMATIK 102 

Skriftlig pr¢ve 

Alle hja2lp~midler kan medbringes, ogsA lommeregnere. 

Sa2ttet er pA 3 sider og bestAr af 4 opgaver. 

Opgave 1 

1 ° Lad f :· JR ~ JR va2re periodisk med periode 2n og i interval

let [0,2n[ givet ved 

Vis, at 

G¢r rede 

1 

{
2 (x- n) 

f (x) = 
0 

for 

for 

f har Fourierra2kken 

i = inx 
I: 

e 
2 n n=-= 

n=!cO 
for, at Fourierra2kken er 

0 < X < 2TT, 

X = 0. 

konvergent for ethvert X 

med sum f(x), men at konvergensen ikke er uniform pA JR. 

E JR 

2° Find Fourierra2kken for funktionen F: JR~~, som er periodisk 

med periode 2n og i intervallet [0,2n[ givet ved 

F (x) = .l (x2 - 2nx) . 
4 

3° G¢r rede for, at Fourierra2kken for F er uniformt konvergent 

pA JR med sum F(x). Bestem summen af den uendelige ra2kke 

= 1 
I: 2 

n=1 n 

(Opgavesa2ttet fortsa2ttes) 
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Opgave 2 

2 • 

Lad (M,d ) vcere et metrisk rum. For en funktion f: M --+ JR kan 

vi betragte betingelsen 

Vx E M V f¢lger (x ) n 

--+ x - lim sup f(x) n 

i M: 

< f (x). 

1° Vis, at hvis f opfylder (* ) , sa er mcengden T = {t E Mlf(t ) > a} 
a = 

afsluttet for ethvert a E JR. 

2° Vis, at hvis f ikke opfylder (*), sa findes et a E JR, for 

hvilket T ikke er afsluttet. 
a 

3° Lad f opfylde (* ) , og lad K vcere en ikke tom, kompakt del

mcengde af M. Vi s, at der findes et x EK , for hvilket 

f (x ) = sup{f(t ) It E K}. 

Opgave 3 

Lad f : ] -1 , 1 [ --+ JR vcere givet ved 

J-
log ( 1-x ) for X E ]-1,0[ u ]0,1[, 

X 
= l 1 for X = 0. 

f(x ) 

1° Vis, at f er kontinuert. 

Lad F: ]-1, 1 [ --+ JR vcere givet ved 

F(x) = J:f(t)dt . 

(opgaven fortscettes) 
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(opgave 3 fortsat} 

2° Vis, at 

F(x} + F(1-x) = K - log x•log(1-x) for x E ] 0, 1 [ , 

hvor K er en konstant. Vis endvidefe, at 

F ( x } ~ K for X ~ 1 

Vink. Unders¢g log x,log (1 -x) for X ~ 0+ 

3 0 ' Vis, at 

oo n 
F(x) = 

X 
L 2 for XE ]-1,1[, 

n=1 n 

og begrund herved, at 

K = 
00 

1 
L 2 

n=1 n 

Opgave · 4 

Betragt differentialligningen 

2 
2 ( t+ 1) ~; ( *} t.c.:L~ + + (t+2}x 

dt 2 

-t 
e log t = t 

t E ]R 
+ 

1° Vis, at den tilsvarende homogene ligning har en 1¢sning af 

formen 
kt 

e 

2° Find samtlige maksimale 1¢sninger til (*}. 

3° Vis, at der for enhver 1¢sning x = x ( t} , t E JR+ , til '( *} 

g~lder, at 

x(t } ~ 0 for t ~ oo, 

j. 

og at tx(t} har en e ndclig gr~nsev~rdi for t ~ 0 , 
+ 

samt at 

lx(t) I~ oo for 


