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Matematik 102. E1ementer af den klassiske analyse.

Opgaver til besvarelse i 4 timer.

S~ttet er pa 3 sider og bestar af 4 opgaver.

AIle hj~lpemidler kan medbringes, ogsa lommeregnere.

Opgave I

Lad f: JR+ ~:IT{ vaire givet ved

f(x) = -;. (2Arctanx + log(1+.)<i)) - ~,
x

1° G¢r rede for, at

Arctan x < x og log(1+x) < x

for aIle x E JR+, og vis, at f ikke antager v~rdien O.

2° Vis, at f(x) har en gr~nsev~rdi for x ~ 0+, og find denne.

3° Unders¢g, om integralet

1

f0 3x - 2Arc~~n x - log(1+x)

eksisterer.

Opgave 2

Lad M betegne m~ngden af komplekse c1
- f un k t i o ne r pa intervallet

1=[0,1].

1° Vi.s , at funktionen d: !vl x M ~ [0 ,co[ givet ved

d(f,g) = If(O) - g(O) I + supl f'(x) - g'(x) I
xEI

er en metrik pa M.

(Opgaven forts~ttes)
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2° Unders¢g, am det metriske rum (M,d) er fuldst~ndigt.

2

Pa 1v1 betragtes nu o q s a metrikken d
1:

1v1 x 1v1 ~ [a ,co[ givet ved

1/

d 1 (f, g) = fa I f (x) - g (x) I dx,

(Det ¢nskes ikke vist, at d
1

er en rnetrik.)

3° Lad f tilh¢re M og lad (fn)nElli v~re en f¢lge i M.

Vis da irnplikationen

f ~ f i (!1, d)
n

e

Unders¢g endvidere, om den rnodsatte implikation g~lder.

Opgave 3

Idet g: [0,1] ~ m er en given kontinuert funktion, betragtes

o 0afbildningen T: C ([ 0, 1 ] , ill) 4 C (I 0, 1 ] , m) , der f¢rer en vilkar-

lig kontinuert funktion tp: [0,1] -+ JR' over i T<.p: [0,1] -+ ill.

bestemt ved

t
T~(t) ~ t + g(t) + fa (t-x)~(x)dx , t E [0,1].

Vis, at der findes netop en funktion

opfylder ligningen Ttp = tp.

o
<.p E C ([ 0, 1 ] ,:m) , som

2° Her betragtes tilfCEldet g(t) = sinh 2t, t E [0,1].

da, q.t den entydigt bestemte funktion
o .

Vis tp E C ([ 0 , 1 ] ,lR) ,

der opfylder ligningen Tc.p = tp , er af klasse c2 , og find tp.

(Opgaves~ttet forts~ttes)
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Opgave 4

Betragt differentialligningen

t dx + 2x == g (t) ,dt /

3

hvor g: I -+ JR er en funktion pa et interval I = ] -p ,p [ med

p > o.

1° Lad f¢rst g v~re sum af en potensr~kke rned konvergensradius

> p ,

g (t)
CX) n

= Ln=O ant , tEl.

Vis da, at der findes en og kun en funktion x = ~(t) pa I,

sam er sum af en potensr~kke med konvergensradius > p, og

sam er l¢sning til (*).

2° Nu antages kun, at .g: I -+ JR er kontinuert.

Opskriv da samtlige l¢sninger til (* ) pa hvert af intervallerne

I = ] 0, p [ og I = ] -p , 0 [ •+

G¢r rede.for, at der h¢jst er en l¢sning til (* ) 0 hele I .pa

~ 3° Lad her g VCBre af klasse C1 pa If og lad f: I ~ lR

vcere givet ved

f (t)

1 It2 sg(s)ds
= t 0

1"2 g (0)

for

for t = 0

Vis da, at f er differentiabel i 0 , og find f ' (0).

(Vink: Man kan f.eks. ~dnytte, at

g(s) = g(O) + s g'(O) + s 8(S) .)

G¢r endvidere rede for, at x = f(t) tilfredsstil1er (*) pa
hele I.


