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Skriftlig prØve

Alle hjælpemidler må medbringes.

Opgave nr. 1

1
0 Gør rede for, at der ved

(
, log(1+Xl f

f x) == exp X.- Z1+x) Ol"
x > -1, x ~ O

defineres en funktion f: J-1,00[\[05 -7 JR.

2° Vis, at der findes netop en kontinuert funktion

f(x) _ g + g(x)
x

for x > -1, x ~ O.

Angiv g( O) •

3° UndersØg, om det uegentlige integral j1 f (x ) d X existerer.
O

Opgave nr. 2

Lad I c ]R være et åbent interval, der indeholder O,

og lad f: I _.+ JR være en kontinuert funktion, som. ti lfreds-

stiller ligningen
t

(*) f(t) = J cos2(f(~))dU
O

:['01" alle t E I.

(opgaven fortsættes)
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2.

o"I Gør rede f'o r , at :f er uendeligt ofte differentiabel

og tilfredsstiller differentialligningen

dx
Clt

')

:::: cos~x

med begynde Isesbetingelsen x (O) :::: O.

2° Gør uden at lØse ligningen (*) rede for, at der fin-

• pdes pr-æc i s en kontinuert funktion f: ]R ~]R som ti lfreds-

stiller (*).

3° Bestem :funktionen f: IR ~ IR omtalt i 2°.

Opgave nr. 3

Lad M, være et kompakt metrisk rum og lad A:::: CO(M,<c)

være lvektorrummet af kontinuerte funkti.oner fra M ind i IV

(med. de sæd.vanlige punktvise komposi tioner).

Ved

Ilhll - aup ] Ih(t) I I t E: Ml for h E: A

de:fineres en norm II·" på A (al tså en afbildning

II. II: A ->[ O, oo[ med egenskaberne

(i) Vh E: A: Ilhll ::::O<=?h :::: O (Q betegner nulvektoren i A);

(ii) Vh E: A VA E: lC: IIAhIl :::: lAl Ilhll ;

(iii) Vh,k E: A: IIh+kll < IIhll + Ilkll ) ø
::::

[Dette ønskes j.kk~ vist].

(opgaven fortsættes)
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Som bekendt giver så 11·11 anledning til en afstands

f'unk t i on (metrik) dist: AxA ~ [O,oo[ ved fastsættelsen

[Ønskes heller ikke Vist].

For f,g E: A defineres en funktion fg E A ved

(fg)(t) = r(t)g(t) for t E M

(er f = g, skrives 1'2 for fg).

1
o

\118,9 at Ilfgll < Ilfllllgll for alle f,g E A.

]'0 1' hvert TI E ]R
+

sættes E = ff E AI 111'11 < TI ~ •
TI =

°2 Vis, at (ETI,dist) er et fuldstændigt metrisk rum

for ethvert TI E IR.
+

Lad der' nu være givet et element a E A med Ilall < 1.

3 o La d 11 E [IIa II ,1 [ • Vi s , at de r ved

for f E E
11

defineres en afbildning T . E
11
~E •

11
.

TI
Vis, at TYj er en kontraktion.

4° Gør for, at findes
.. ..

rede der et og kun et element

f E: A med lif II < Ila II, som opfylder

1'2 - 21' + a = O.

(opgavesættet fortsættes)
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Opgave nr. L~

4.

Lad 1': IR -> IR være en dif1'erentiabel funktion med

f(O) = o.

1° .Vis, at hVlS k 1
og k

2
er reelle konstanter således

at k
1

< f"(O) < k
2,

da findes der et o E: IR+ således at

for alle x E: [0,0].

2 0 An tag nu yderligere om funktionen f, at fl(O) > O ,

og lad (a E IR I n E: ]\J)
n

være en følge a~ reelle, ikke ne-

gative tal, der konvergerer mod o. Vis så, at rækken
00

er konvergent hvis og kun hvis rækken
00

b f(a )
n=1 n

vergen t.

3° Lad a E: IR+\f1J. Vis, at
1-00 n

t t kk '" (a
2

-1)vergen , og aJ ræ en n~1

Opgave nr. 5

Z a
n=1 n

1
00 .-

rækken n~1(an-1)

er konvergent.

er kon-

er di-

Lad (M,dist) være et metrisk rum og lad f:M->JRn

være en følge af kontinuerte funktioner. Arrt ag , at

for ethvert x E M, og at f n konvergerer punktvis mod en

kontinuert funktion f: M -> IR.

(opgaven fortsættes)
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o1 Betragt for ethvert n E IN og ethvert c: E ID,+

mængden

5·

Vis, at G (c:)
n

er en åben mængde i (M,dist).

o
o

2 Vis, at f n
konvergerer uniformt mod f pa enhver

kompakt mængde K i (M,dist).

o [0,1 J
3 Definer for hvert n E ]N" funktionen f . ~ ID.n

ved

f (x) ::: tan
n

-nxx-e for xE [0,1].

Vis, at fØlgen f n
er uniformt konvergent på [0,1J.

Bemærk spørgeskemaet på næste side.


