K@BENHAVNS UNIVERSITET

Naturvidenskabelig embedseksamen, sommeren 1977.

MATEMATIK 101

Skriftlig prg¢ve.

Alle hj@lpemidler kan medbringes. (Ogsd lommeregnere)

Besvarelsen anses for fuldstendig, hvis 6 ud af fglgende
8 opgaver er korrekt besvaret.

Opgave nr. 1

Vis, at der findes netop &n endomorfi (= linear af-
bildning) f£:R> » B> med £(1,2,0) = (3,-1,2),
£(3,1,1) = (0,2,1) og £(1,-1,2) = (3,3,4). Vis, at den

til £ duale afbildning f* ikke er injektiv, og angiv

en fra nulformen forskellig linearform, der tilhgrer dens

kerne (= nulrum).

Opgave nr. 2

Find en linexr ligning med reelle koefficienter og

med 4 ubekendte XgrXorXasXyy idet det er givet, at dens

reelle l@gsninger er netop de vektorer (x1,e.,,x4) € 1R4,

for hvilke der findes mindst &n vektor (t1,t2yt3) € E@,

som tilfredsstiller fg¢lgende ligninger:

Xy = 3t1 - 4t2 =1
Xy = at1 - t2 + t3

Xq = t1 +2t, - 2ty - 2
X, = mt1 + t3 + 3

(Opgavesattet fortsaettes)
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Opgave nr. .3

I vektorrummet ]R4 med det swdvanlige‘indre pro-
dukt betegner Ua for a € IR lgsningsrummet for lig-

ningssystemet

]
O

3x1 + ax, + 2x3 + 2x4

[
o

4x1 + 3x2 + ax3 + x4

medens Va betegner lgsningsrummet for ligningssystemet

i

0

2%, - 4x2 + 3x3 - ax,

9
ax1 v 3x2 + x3 - Xy

it

0.

Findes der en vardl af a, for hvilken U_ o9 v, er

hinandens ortogonale komplementer?

Opgave nr. 4

Lad U vere et 3-dimensionalt vektorrum over IR,

og lad (g1,g2,g3) vere en basis for U. Lad £:U0 - U

vere den ved f(e,) = e,, fle,) = 2e;, f(e;) = de, fast-
lagte endomorfi (= linexre afbildning). Find alle egenrum
for £.

Det antages nu yderligere, at U er et vektorrum
med indre produkt, og at (91,g2,§3) er et ortonormal-
system. Vis for enhver vektor u € U, at I£@Il > Hull

For hvilke u € U galder lighedstegnet?

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave nr. 5

Lad U vare et n-dimensionalt vektorrum med indre
produkt, og lad £f:U -» U vere en endomorfi (= lineear
afbildning). Vis, at £f* f og fef* er selvadjungerede,
samt at det for enhver egenvektor e for f* f gelder,
at f(e) er 0 eller egenvektor for fof* hgrende til

. gamme egenvardi. Vis dernest, at U har en ortonormal
basis (e s...,e, ) for hvilken fleq)sr...rfley) er ind-

byrdes ortogonale.

Opgave nr. 6

Lad @ < Hg{ vaere en aben maengde, f£:0 - IR en
C3~funktion og a € Q et givet punkt. Det antages, at
af, (h) = d’f_(h) = 0 for alle h € R, medens d’f,
ikke er identisk 0. Vis, at f ikke har lokalt eékstre-

mum i punktet a.

Opgave nr. 7

En funktion fﬁmz—» IR er defineret ved

E(x,y) = (xz—y)2 - 2x5 + x6 .

Vis, at f ikke har et lokalt ekstremum i (0,0). Vis,
at f har en mindste verdi. Vis, at f antager denne
vardi i netop &t punkt, og bestem dette punkt. Den mind-

ste verdi af f forlanges ikke eksplicit udregnet.

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave nr. 8

, 3
Hvilken slags keglesnitsflade (= kvadrik i 1R7)

har ligningen

x2 + y2 + 22 + 2xy + 2yz = 2x - 2y = 22 = 5





