KPBENHAVNS UNIVERSITET

Naturvidenskabelig embedseksamen, vinteren 1979/80
MATEMATIK 101
Skriftlig prgve

Alle hjazlpemidler kan medbringes (ogsd lommeregnere).

Begvarelsen anses for fuldstendig, hvis 6 af fglgende 7 opgaver

er korrekt besvaret.

Opgave nr. 1

Endomorfien f af talrummet ¢3 er givet ved, at dens

matrix med hensyn til den naturlige basis for @3 er

1+4 1 i
2 -1 1+1
0 -1 1 .

Der er endvidere givet vektorerne
a= (1,0,0), b= (2+i3, 5+i, i), ¢ = (1+i,2,0).
Bestem fplgende fem delmengder af @3:

£ @y, e aen, e,

f"1(5pan{§,9}) og fm1(span{lo_,9_}).

Opgave nr. 2

Lad afbildningen f£: IR2 »IRB vare givet ved

_ 2
f(x1,x2) = (x1 + Xy 2x1, 3x1) for (x1,x2) € R” ,

og lad der vere givet matricerne

2 0 2
A = 1 og B=10 1
0 0 0

(Opgaven fortszttes)
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(opgave 2 fortsat)

Find en basis for ]R2 og en basis for ]R3 ‘sdledes, at
matricen for f med hensyn til disse baser er A.
Begrund, at der for intet valg af baser for IR2 og HG

gelder, at B er matrix for f.

Opgave nr, 3

For a € IR er den reelle matrix ga givet ved
1+a 1~3a]
a 1+a 1+a

Bestem fglgende delmzngder af IR:

=

T= {a € R | M er triagonaliserbar (som reel matrix)},
D=+{a€ R | M er diagonaliserbar (som reel matrix)},
N = {a € ni | M, er normal}l,

S = {a€ R | M, er symmetrisk},

0= {a € IR | M, er ortogonall.

exr en

]
w
ol
502}
=

-
iiez]

Bestem endvidere en uniter 2x2-matrix

{kompleks) diagonalmatrix.

(Opgaveszttet fortsettes)
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Opgave nr. 4

Lad greeerd,  vare lineart uafhengige vektorer i et reelt

vektorrum V med indre produkt. Opstil et lineart ligningssystem

til bestemmelse af x1,°.°,xn € IR, sdledes at x1§1+.«,+xn§n

er den ortogonale projektion af en given vektor b € V péa

span{§1,.s,,gn}q

Lad dernast A vere en mxn-matrix med reelle elementer dij

og rang n, og lad QI vere en mxl-sgjlematrix med elementer bi'

Vis (f.eks. ved at benytte opgavens fgrste del), at andengradspoly-

nomiet

m
- _ 2
f(x,!ioeuyxn) - E (ai1x1+onw+ainxn bi) 1]

defineret pa HJ% antager sin mindste verdi for netop &t sat

(x1,,,,,xn), og at dette sat (som s@gjlematrix gl) er lgsningen

til A'Ax, = A'b.

Opgave nr. 5

Underspg, om matricen

2 1 -1
1 3
=1 2 4

er positiv definit. Bestem dernast for ethvert a € IR arten af

kvadrikken 1 IR3 med ligningen

2x2 + 3y2 + 4z2 + dyz -~ 2zx + 2xy = a.

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave nr. 6

Funktionen f: JRZ -+ IR er defineret ved

2 2
f(x1,x2) = x1 + Zxﬂxz + 4x2 .

Bestem stgrstevaerdien og mindstevardien for £ pé& ellipse-

2 2 2 ¢ 5y,

skiven {(x1,x2) € mR° | X, + 4x2 <

Opgave nr. 7

Lad afbildningen f:ﬁRz »»]RZ vare defineret ved

2
f(x1,x2) = (x2 + exp Xg0 =%y + exp xz) for (x1,x2) € IR™,

Det oplyses, at f er bijektiv. (Dette ¢gnskes ikke bevist).
Begrund, at den inverse afbildning g = f_1: ]R2 > IR2 er

en Cm—afbildning, og bestem dennes funktionalmatrix Dg i punk-
tet (1,1).

94

Idet g = ( E, pnskes de partielle afledede af anden

92
orden D12gﬂ oy D12g2 bestemt i punktet (1,1).





