KOBENHAVNS UNIVERSITET

Naturvidenskabelig embedseksamen, vinteren 1976/77.

MATEMATIK 101.

Skriftlig preve.

Alle hjelpemidler kan medbringes.
Besvarelsen anses for fuldstendig, hvis 9 ud af fglgende 10

opgaver er korrekt besvaret.

Opgave 1.

Lad U veare et vektorrum over 1R, og lad (31,§2,§3)
vere en basls for U. En anden basis for U er givet ved

(g{:gé,gé) = (91,92,23)8, hvor § er en regular matrix,

For hvilke vardier af det reelle tal p kan § valges, s&-

| J— |-
ledes at e, =8 te, 09 g =g + €3+ medens punktet,

som ved brug af basis (e '92'93) har koordinater (2,p,2),

1
ved brug af basis (g%,gé,gé) f&r koordinater (1,1,1).

Opgave 2.

Lad A vare en kompleks nxn-matrix. Det antages, at

i1

~ AE er reguler for alle ) € ¢~{0}. Vis, at A er nil-

potent,

(opgavesattet fortsattes)
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Opgave 3.

Find den stgrste vardi af XY Z for alle reelle

@ \ 2
B talsat (x,y,z), som tilfredsstiller xF 4 yv3 o+ 2% = 3.

Opgave 4.
: Lad E vere et 3-dimensionalt euklidisk rum, lad
L « E va&re en ret linie og P ¢ EXL et punkt. Vis, at
ﬁ mangden M af punkter med samme afstand fra L og P

er en parabolsk cylinder. (Benyt et hensigtsmassigt koor-
dinatsystem i E, f.eks. sdledes at L er koordinatakse

og P ligger pd& en anden koordinatakse).

Opgave 5.

Lad U wvere et 3-dimensionalt vektorrum over ¢ med
beelsg (§1,g2,§3), og lad V v&ré et endelig-dimensionalt
vektorrum over ¢. Lad g:U » V og iU - V vere lineare
afbildoinger med nulrum €m1(9) == Span(g2,91+93) og
an(ﬁ) = Span(g1,§2+g3). Vis, at § og n er lineart uaf-
baengige, og at fellesmengden for nulrummene for §g+n ©Og

£~n er Span(g1+92+§3).

(opgavesettet fortsattes)
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Opgave 6.

I en nxn-matrix A = (ajk) er a,, = ay = aj1 =

a ., =
b in
1 for i,k =1,...,n, medens ajk = 0, hvis hverken j
eller k er 1 eller n. Angiv for n » 3 dimensionen af
egenrunmet hgrende til 0. Bestem dernest for n = 3 og for

n =4 alle egenverdier for A og angiv i begge tilfalde deres

rodmultiplicitet og egenvaerdimultiplicitet.

Opgave 7.

Lad A vare en symmetrisk og B en skavsymmetrisk
nxn-matrix med elementer fra WR. Vis, at A + B er nor-

mal, hvis og kun hvis A-B er skavsymmetriisk,

Opgave 8.

2 e ;
For x,y € IR definerer vi

<K, y> = 8x1y1 + 5x1y2 + 5x2y1 + 6x2y2

Vis, at dette er et indre produkt. Angiv den rette linie
L gennem (0,0), som er ortogonal pd vektoren (1,0) ved
brug af dette indre produkt. For ¢ » 0 betragter vi me&Eng-

den

(opgaven fortszttes)
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(opgave 8 fortsat)
2
K, = {x € R" | <x,%> < ¢}

Vis for k € IR at mengden af punkter (x,k) € K, for

¢ tillstrakkellg stor er et liniestykke med midtpunkt p&d L.

Opgave 9.
Lad den kvadratiske form K (x) pa ]R4 vare define-
2 .
ret ved K(x) = x12 + x72 (x3+x4) . Angiv positivitets-
index og negativitetsindex for K og vis, at positivitets-

underrummene for K udspander hele ]R4.

Opgave 10.

Lad § « Hég vaere mengden af lgsninger til ligningen
xzﬁyz = x4+y4a Vis, at alle punkter af & p& nzr (0,0)
ligger 1 ringen mellem de 2 cirkler med felles centrum (0,0)
og radier 1 og v2, idet hver af de 2 cirkler indeholder
netop 4 punkter af S. Vis, at 8 1 en omegn af ethvert
punkt (xopya) € 5~{0} er bestemt som graf for en differen-
tiabel funktion (altsd enten vy = (p(x) eller x = y(y)),
sdledes at S har en tangent 1 hvert punkt undtagen (0,0).

Find de punkter af S, hvor tangenten er parallel med en

af koordinatakserne,





