Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet vinteren 1997-98

Matematik 1 GA

(Alternativt, midtvessprove)

Opgaver til besvarelse i 4 timer.
Alle szdvanlige hjzelpemidler ma medbringes.

Seettet bestar af 8 opgaver og er pa 3 sider.

Opgave 1 (15 points)
Lad S og T veere de to underrum af R* givet ved
S = {(Jru:cz,:cs,u) € R* | 21 + 229 + 23 — 14 = 0}
T = {($1,$2,$3,1‘4) € R4 ] T +;U2 +2x3 +$4 — 0}

a) Redeggr for, at SN T er et underrum af R*%.
b) Find en basis for SNT.

Opgave 2 (20 points)

Vi betragter det euklidiske rum R?® med det szdvanlige indre produkt, prikproduktet
givet ved

)

(1, z2,23)  (Y1,¥2,¥3) = T1y1 + T2y2 + T3Y3

for alle (z1,z2,23) € R® og (y1,y2,y3) € R>.

Seet L = span{(1,1,1)} og U = L*. (Det oplyses at U er et underrum og bestar af alle
vektorer i R?, der er ortogonale pa alle vektorer i L.)

a) Redegor for, at
U= {(z1,22,23) € R® | 21 + 25 + z3 = 0}.

b) Vis. at ortogonalprojektionen pa L er givet ved

. 1
projr(z1,z2,23) = 5(331 + 2 +23)(1,1,1)

for alle (z1,z,,23) € R3.
c) Vis, at
(z1,22,23) = projL(x1,z2,23) + proju(zi, 2, zs)

for alle (z1,z2,23) € R3.
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Opgave 3 (15 points)

Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum og Uy og U; to underrum af V.

Antag, at enhver vektor v € V pa mindst én made kan skrives som en sum, v = u; + Ug,
af en vektor u; € U; og en vektor u, € Us.

a) Lad B; vere en basis for U; og B, en basis for U;. Vis, at
span (B; U B;) =V,

altsa, at By U B; er en frembringermengde for V.

b) Vis, f.eks. ved at bruge sammenligningsseetningen (Comparison Theorem), at

dimU; + dim Uy > dim V.

Opgave 4 (10 points)

Udregn arealet af omradet, som i polere koordinater er givet ved

0<r<1l4cos30, 6c¢€]0,2n].

Opgave 5 (10 points)

Det oplyses at ligningen
y* =22y + 22 =0

bestemmer y som en C*°-funktion y = f(z) i et interval omkring r = 1 med f(1) = 1.
Bestem 2. Taylor polynomium for f med udviklingspunktet z = 1.

Opgave 6 (10 points)

Vis, at

e (L 1 1
250 \ In(l+z)) 2
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Opgave 7 (10 points)

Lad f(z) = 23/% for ¢ > 0 og lad a > 0.
Giv ved hjelp af middelveerdisaetningen et udtryk for funktionstilvaeksten

fla+2) = f(a).
Vis dernaest at dobbeltuligheden
3z < (2 +2)°%% -2 <3z + 2,

er gyldig for alle z > 0.

Opgave 8 (10 points)

a) Vis, at raekken

>
n=1

er konvergent, f.eks. ved at sammenligne med en konvergent p-rakke.

b) Er reekken

™8
=
S

n2n

3
ﬂ.

konvergent eller divergent. Begrund dit svar.
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