Kgbenhavns Univer sitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet vinter 1996-97

Matematik 1 afsut

Opgaver til besvarelse pa 4 timer.
Alle ssadvanlige hjadpemidler kan medbringes.
Sadtet er pa 3 sider og bestér af 5 opgaver.

Opgave 1 (15 points)
Lad f : R — R vaze en funktion af to variable med kontinuerte partielle afl edede og saet
R(x,y) = (y,x) foralle (x,y) € R?.
Brug kadereglen (eller andet) til at vise, at

a)
D1(foR)(x,y) = D2f(y,x) forale (x,y) € R?.

b) Vis, at f er symmetrisk, dvs. at
f(xy) = f(y,x) forale (xy) € R?,
hvisog kun hvis f oR= f.

c) Vis a
le(xay) = sz(y,X)

nar f er symmetrisk.

Opgave 2 (10 points)

Lad
R={(xy)|0<x,0<y, *<1—y3}.

(1) Angiv eksplicitte udtryk for begge iterationer af dobbeltintegral et
/ / xydA.
R

(2) Beregnderneest veadienaf [[rxydA.
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Opgave 3 (25 points)

Betragt funktionen
fxy) = (C—y?) e (xy) e R

1) Lad k > 0. Bestem limy_,. f (X, kx).

2) Ger redefor, at f antager en sterstevaadi, S, og en mindstevaadi, M, pal. kvadrant x > 0,
y>0.

3) Vis, at S= —M. Dukanevt. farstviseat f(x,y) = —f(y,X).
4) Bestem f’skritiske punkter og undersgg arten.
5) Vis, at
sup{fx(%’i? | x>0,y>0,x#£yl=e1

0g

inf{ f(x,;;) | x>0,y>0,x#y}=0.

Opgave 4 (30 points)

Betragt vektorrummet IP» af polynomier af grad mindre end eller lig 2 og udstyr det med et indre
produkt defineret ved
(p, 0) = a2bz 4 a1by 4 agho

hvor p(x) = apx? 4+ a;x+ ag 0g q(X) = box? + byx+ bg,. Lad S betegne underrummet af P, ud-
spaandt af py(X) = 2x% +2x— 1 0g p2(X) = 4x% +x+ 1.

a) Bestem en ortonormal basisfor S.

b) Lad som sasdvanligt projs(v) betegne projektionen af v pa underrummet S. Vis at afbild-
ningen projs: v~ projs(v) er lineaa.

c) Bestem projs(ps) hvor p3(x) = —x2 + 2x+ 2.

d) Udvid deni spgrgsmal a) fundne ortonormale basis for Stil en ortonormal basis for ;.
e) Find matricen for projsi deni spergsma d) fundne ortonormale basis.

f) Find matricen A for projsi standardbasen {1,x, x?}.

g) Lad B betegne matricen i standardbasen for projektionen projp,, ind pa p3 hvor ps er vek-
toren defineret i spargsmal c).
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Bestem (uden udregning)
A-B og B-A

hvor A er matricen defineret i spargsmal f).

h) Bestem nulliteten for de to afbildninger projs og proj,, 0g angiv ortonormalbaser for
ker(projs) og ker(projp,).

Opgave 5 (20 points)
3 0 3
A=|3 0 2
-3 0 _

b) Vis, at detA = 0 og at det B = O for enhver matrix B € M(n, n), for hvilken B2 = 0.

Lad

a) Vis at AS=0.

c) Lad C € M(n,n) og A € R samt x € R" veae givet. Gar rede for at hvis Cx = Ax, sa er
C2x = A%x.

d) For vilkérlig B € M(n,n) skal det vises at hvis A er en egenvaardi for B, s er A en egen-
vaadi for B3.

€) Findalle egenvaadier for A.
f) Er A diagonaliserbar ? Begrund dit svar.



