Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommeren 1996

Matematik 1 afslut

Opgaver til besvarelse pa 4 timer.
Noter, bgger, notater og formelsamlinger kan medbringes.
Seettet er pa 3 sider og bestar af 5 opgaver.

Opgave 1 (25 points)

Betragt fplgende tre vektorer i R*:

2 2 3

2 -1 3

u; = 0 Ug = 0 R og ug = 1
-1 2 3

a) Bestem vinklen mellem u; og uy og afggr om vinklen mellem u; og us er stgrre
eller mindre end 60°.

b) Find den bedste approximation w til uz (d.v.s. den vektor w € S i underrummet
S7 udspeendt af u; og up som minimerer ||lu; — w’|| hvor w’ € Sj.

¢) Bestem en orthonormal basis for underrummet Sy = span{u;, ua, us}.
d) Bevis at u;, ug, ug er linesert uathengige.

e) Lad T betegne den linezre afbildning R* — R? der har matricen

2 2 0 -1
A=12 -1 0 2
3 3 1 3

(Bemaerk at raekkerne i A er dannet ud fra vektorerne uy, us og us’ koordinater)
m.h.t. standardbaserne i R* og R3.

Bestem dimensionen af ker 7.

Opgave 2 (25 points)

Betragt rummet Py bestaende af polynomier af hgjst anden grad.

Lad T veere den linezere afbildning der er fastlagt ved at

N

(1) =2
T(x) =1+ +2?
T(x*)=1.
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a) Gor rede for at 1 + 22 er en egenvektor for 7. Angiv den egenvaerdi som 1 + 22
hgrer til.

Betragt basen B := {1, x, 2%} for Ps.

b) Angiv matricen for 7" m.h.t. B.
) Find de gvrige egenveerdier for T
d) Find alle egenrum Ep(\) C Ps.
)

Ggr rede for om T er diagonaliserbar.

Opgave 3 (15 points)
a) Vis, at lgsningen til ligningen
(I) Yz + 20% + vy =3

nger punktet (1,1,1) er graf for en funktion z = z(z, y) defineret neer (1, 1).
b) Find gradienten Vz(1,1) af funktionen z(z,y).
¢) Angiv en ligning for tangentplanen i (1,1, 1) til fladen givet ved ligningen (T).

Opgave 4 (10 points)

m:/01 d:v/:f(af,y)dy,

hvor f er en kontinuert funktion pa integrationsomradet.

Betragt dobbeltintegralet

a) Angiv integrationsomradet, og opskriv det dobbeltintegral som fremkommer ved
ombytning af integrationsordenen.

b) Beregn m nar f(z,y) = 22 — y>.

Opgave 5 (25 points)

Betragt den homogene differentialligning
xy’ +2y + 2y =0 (x eR). (%)

Opgave 5 fortseettes pa side 3
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sinx

a) Vis, at y = er en lgsning til () for = # 0, og angiv den potensraekke hvis

ST

for = # 0.

sumfunktion f; stemmer overens med

b) Vis at hvis en lgsning til (%) er givet ved potensreekken > o a,z™, sa geelder
ap + (n+3)(n+2)ap42 =0 (k)

for allen =0,1,2,... .
¢) Vis at konvergensradius for en potensraekke som opfylder ligningerne (k) for alle
n=0,1,2,... er R = +o0.
d) Bestem et polynomium af hgjst forste grad som er lgsning til den inhomogene
ligning
oy’ + 2 vry=a2>+x+2. (%)

e) Find dernaest den lgsning f til den inhomogene ligning (%) som opfylder f(0) = 2
og f/(0) = 1.



