Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommer 1998

Matematik 1 GB

Reeksamination 3. august 1998

Opgaver til besvarelse pa 4 timer.
Alle sedvanlige hjzlpemidler, inklusive lommeregnere, kan medbringes.
Seettet er pa 3 sider og bestar af 5 opgaver.

Opgave 1 (15 point)

Betragt nedenstaende komplekse potensraekker med tilhgrende sumfunktioner:

o0
f(z):Zz"2=1+z+z4+z9+---

n=0

g(z):Zn2z”2 =244 +92% +--- .
=0

(a) Vis at potensraekken for f er absolut konvergent for |z| < 1.
(b) Bestem konvergensradius for f’s potensrakke.
(c) Vis

zf'(z) = g(x) for z € (-1,1).

(d) Gor rede for at g’s potensraekke har samme konvergensradius som f’s potensraek-
ke.

Opgave 2 (25 point)
Betragt de to funktioner
f(z,y) =Tz + 9y + 22
9(z,y) = (z+1)(y+1) -2

forz >0,y > 0.

(a) Gor rede for at f antager savel stgrsteveerdi, o, som mindstevaerdi, p, under
bibetingelsen g(z,y) = 0.
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Det oplyses at Lagrange funktionen
L(z,y,A) = f(x,y) + Ag(z, y)
har kritisk punkt (3, 1, —6), og ikke andre.
(b) Bestem o og p.

(c) Skitsér omradet A = {(z,y) | z > 0,y > 0, g(x,y) < 0}, og gor rede for at f
antager stgrsteveerdi, S, og mindsteveerdi, M, pa A.

(d) Bestem S og M.
(e) Vis ovennzevnte pastand, at Lagrange funktionens eneste kritiske punkt er

(%7 %7 _6)'

Opgave 3 (10 point)
Lad F : R® — R vaere funktionen med forskrift
F(z,tg,t1) = (to — )%t — 1.
Betragt differentialligningen ;
Y

F(SL‘,y, %) = 07

og lad f vere en lgsning i et interval I omkring z = 1 som opfylder f(1) = 2.
(a) Bestem f’(1). (NB! Ligningen kraeves ikke lgst).
Lad nu g(z) = f'(z) (z € I).
(b) Vis at g(z) > 0 for z € I og at g er en lgsning til differentialligningen
2y~ 1)+ L =0 (y>0),
f.eks. ved at differentiere ligningen

F(z, f(z),f'(z)) =0 (z €1).

Opgave 4 (20 point)
Lad T : R? — R* vare den linezre afbildning givet ved
T1+ T2
I r1 — T2
T —
(]}2 ) 1+ T2
1+ T2
1) Find en basis for billedet imT = T'(R?).
2) Lad S : R* — R? veere en linezer afbildning si kerS = imT'. Vis, at imS = R?.
3) Giv et eksempel pa en linezr afbildning S : R* — R? si ker § = im 7.
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Opgave 5 (30 point)

Lad M(2, 2) veere vektorrummet af (2 x 2)-matricer, og lad f : M(2,2) — M(2,2) veare
den linezre afbildning givet ved transponering:

f(A) =

for alle matricer A i M(2,2).

1) Find matricen, S, for f med hensyn til basen

p={(00) (0 0) (7 0) (6 9)}

for M(2,2).

2) Find en basis for M(2,2) bestaende af egenvektorer for f.
3) Find matricen, D, for f med hensyn til basen af egenvektorer.
4) Find en invertibel matrix, P, sa PD = SP.
)

3



