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Opgave til besvarelse i 3 dage for

stud.scient. Arne Ledet

Opgave 1

I det fglgende betegner C de komplekse tals legeme, R de reelle tals legeme og Q legemet

af alle algebraiske tal.
1) Vis, at der findes 2% forskellige dellegemer af Q der har codimension 2 i Q. (Skriv
Q som voksende teellelig foreningsmengde af endelige normale udvidelser af Q og
udled heraf, at Q har 2%° automorfier.)
Hvor mange isomorfiklasser findes blandt disse legemer? Bestem feellesmaengden

af disse legemer.
2) Vis, at der findes 22°° indbyrdes ikke-isomorfe arkimedisk ordnede dellegemer af

C, der har codimension 21 C.
Vis, at der findes 22°° ikke-isomorfe ikke-arkimedisk ordnede dellegemer af C, der

har codimension 2 1 C.
Angiv antallet af med R isomorfe dellegemer i C, der har codimension 2 i C.
3) Lad L vere et reelt afsluttet legeme med ikke-triviel automorfigruppe G.
Vis, at G ikke har nogen endelig undergruppe # 1. (Benyt Artin-Schreier’s set-
ning.)
4x) Lad K vere et arkimedisk ordnet reelt afsluttet legeme.
Vis, at funktionslegemet K(T') har ikke-arkimediske ordninger, sa K (T') har ikke-

trivielle ordenstro automorfier.
Vis, at der findes 22°° dellegemer af C, der har codimension 2 i C og har uendelig

automorfigruppe.
5) Giv et eksempel pa et formelt reelt legeme L med fglgende egenskaber:

i) L har netop een ordning,
i1) L er ikke taet i det reelle hylster svarende til ordningen i 1).

6x) Vis, at der findes dellegemer K af C, sa dimensionen af C som vektorrum over I’
er ag. (Anvend f.eks. Puiseux’s setning.)
Bestem antallet (kardinaltallet) af sidanne dellegemer.

Opgave 2

Alle legemer i denne opgave antages at have karakteristik 0. For et legeme K er Pytha-
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gorastallet med d(K). Legemet K kaldes Pythagoraeisk hvis d(K) = 1.

1) Vis, at legemet K er Pythagoreeisk, hvis K er formelt reelt og har netop 2 kva-
dratklasser, d.v.s. hvis [K* : (K*)?] = 2.

2) Vis, at for et legeme K er fplgende betingelser ekvivalente:
i) K er Pythagoreisk.
ii) Hvis a og b repraesenterer forskellige kvadratklasser i K, findes en ordning af
K sd a og b har modsat fortegn.

3) Lad K vere et Pythagoraisk legeme.
Vis, at K har uendelig mange kvadratklasser hvis og kun hvis K kan ordnes pa
uendelig mange forskellige mader.

4) Lad K vere et formelt reelt Pythagoreeisk legeme.
Vis, at en kvadratisk form over K er universel hvis og kun hvis den er isotrop.

5%) Hvilken forbindelse findes mellem d(K) og d(K (X)), hvor K(((X)) betegner lege-
met af formelle potensraekker i en variabel over K7

6*%) Lad K vere meengden af alle reelle konstruerbare tal (jfr. noterne i Mat 3AL).
Vis, at d(K) = 1.
Vis, at d(K(X)) > 2. (Det kan uden bevis benyttes, at der findes et fjerdegrads-

polynomium f(z) over Q, der ikke har reelle rgdder, séledes at spaltningslegemet
for f(z) over Q har den alternerende gruppe A, som Galoisgruppe.)

De med * betegnede spgrgsmal er bonusspgrgsmal.






