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Opgave 1 

Lad M være en von Neumann algebra på et Hilbert rum H. 

", \ 

a) Vis, at M er endelig hvis og kun hvis det for Vilkårlige 

ækvivalente projektioner e og f fra M gælder, at 

(I-e) '" (I-f). 

b) Antag M er en endelig von Neumann algebra og lad x i 

M have polardekomposition x = vh. Vis, at der findes en 

unitær u i M så x = uh 

Lad M være en von Neumann algebra på et Hilbert rum H. Git

teret af projektioner i M siges at være modulært såfremt 

det for vilkårlige projektioner e, f og g fra M med e ~ g 

gælder 

e v (f A g) = (e v f) A g • 

a) Vis, at der i den ovenfor beskrevne situation altid gælder 

e v (fAg) < (evf) Ag. 

b) Lad e, f og g igen være projektioner fra M med e ~ g . 

Def iner proj ektioner p, q, r og s i M ved 

p = e v (f A g), q = (e v f) A g, r = e v f s = g A f . 

(Opgaven fortsættes) 
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Vis, at r = p v f = q v f og s = P 1\ f = q 1\ f . 

c) Idet Kaplansky ækvivalensen for projektioner e og f 

evf - e r.J f-el\f 

2 . 

forudsættes kendt, skal man vise (p-s) r.J (q-s) , og dernæst 

at gitteret M er modulært såfremt M er endelig. 

Opgave 3 

Lad G være en diskret gruppe hvor alle ikke trivielle konju

geret-klasser er uendelige. Vi betragter fØrst C*-algebraen 

.e.oo(G) bestående af samtlige begrænsede komplekse funktioner på 

pao Ooo(G) G, samt venstre translations operatorerne T .{.. 

givet ved (Tg~) (h) = ~(g-1h). Vi lader I b~tegne funktionen 

på G, der konstant antager værdien 1, og vi siger,at en posi

tiv linearform m på .e.oo(G) er et venstre invariant mean på 

.e.oo(G) såfremt: 

1) m(I) = 1 

2) V~ E .e. 00 (G) Vg E G; m(Tg~) = m(~) . 

I givet fald siges G at være ameanable. 

Det er vor hensigt med denne opgave at vise, at denne egen

skab ved en diskret gruppe kan udtrykkes som egenskaber ved von 

Neumann algebraen genereret af den venstreregulære repræsenta

tion af G. 

Vi lader i det fØlgende H betegne Hilbert rummet .e. 2 (G) 

Ug betegne den unitære operator som Tg inducerer på H 

og V von Neumann algebraen på H, som genereres af 

{u I g E G} • g 
For ikke at gØre opgaven for uoverkommelig introduceres 

i det fØlgende lidt notation og lidt resultater. 

(Opgaven fortsættes) 
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3 . 

For en operator x i B(H) defineres cov(x) som det 

ultra svagt lukkede. konvekse hylster af mgd {uxu*lu unitær i V}. 

Definition. V siges at have egenskab P såfremt 

"Ix E B ( H): co
V 

(x) n V I * ø . 

Definition. En projektion af norm 1 fra B(H) på V er en 

positiv lineær afbildning TI af B(H) på V som opfylder 
2 

TI = TI • 

V siges at være injektiv såfremt der findes en projektion 

af norm 1 fra B (H) på V. 

Sætning. FØlgende betingelser er ækvivalente 

I G er ameanable 

II V har egenskab P 

III V er injektiv. 

Du ledes i det fØlgende frem til at vise, I 9 II og III 9 I. 

Implikationen II 9 III får du foræret, men den er i Øvrigt 

ikke spor dyb. 

Lad os vise I 9 II; 

Som bekendt er rummet B(H)* bestående af ultrasvagt kon

tinuerte funktionaler på B(H) et Banach rum hvis normduale 

netop er B (H) . 
Ooo(G) Antag ~ har et invariant mean m og lad x E B(H) . Be-

tragt afbildningen givet ved 

* "Il/! E B (H) *: (T l/!) (g) = l/! (u x u ) x g g 

Vis, at der findes en operator z i kommutanten til V således 

at "Il/! E B(H)*: l/! (z) = m(T l/!). 
x 

Vis, f.eks. ved hjælp af Hahn-Banachs sætning at V har egen

skab P. 

(Opgaven fortsættes) 
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4. 

Som sagt antager vi II ~ III kendt, og vi antager yder

mere, at vi kender disse resultater så godt, at vi ved, at en 

projektion TI af norm 1 fra B(H) på V tilfredsstiller 

fØlgende 

Lad os vise III ~ I. 

f o Ooo(G) l For at a knyttet ~ ti vor situation med en pro-

jektion TI af norm 1 fra B(H) på V indlejres .e.oo(G) som 

multiplikationsoperatorer på H = .e.
2

(G) på kanonisk måde 

(.e.oo(G) :3 tp ~ Mtp; (MtpO g = tp(g) E; (g)) . 

Lad tr betegne det normaliserede spor på V. Vis, at 

TI sammensat med tr inducerer et invariant mean på .e.oo(G). 

Erik Christensen 




