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DISKRET MATEMATIK

Opgaver til besvarelse i fire timer.
Alle szdvanlige hjeelpemidler, dvs. bgger, noter, notater og lommeregnere kan benyttes.

Opgaves=ttet omfatter otte opgaver. Besvarelsen af opgaveszettet vurderes som en helhed.

OPGAVE 1.

Giv et formelt bevis, med henvisning til de benyttede slutningsregler og logiske identiteter,
for at fplgende logiske argument er gyldigt

—|(P—>Q)
P—)(-1Q—>R)
-RVS
S .

OPGAVE 2.

Lad S og T vare ikke tomme mengder, og lad f : 5 — T vere en afbildning. For en
vilkarlig delmaengde A C ' defineres

FP(A)={f(s):s€ A} CT,

(F(A) er billedmeengden af A ved afbildningen f), og herved fastleegges en afbildning F°
fra maengden P(S) af delmzngder af § ind i mengden P(T) af delmzengder af T', altsd

F:P(8) = P(T).
Vis, at f er injektiv (‘one-to-one’) hvis og kun hvis F' er injektiv.

(Opgavesattet fortsatter)
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OPGAVE 3.

Lad M vere en ikke tom mengde og betragt en afbildning f : M — M. Vi benytter
betegnelserne f© = 137 (den identiske afbildning pd M ), og f*t1 = f"o f for n > 0 (sam-
mensztning af afbildninger). Lad S betegne faellesmeengden af billedmzengderne f™(M) for

n > 0, altsd
S= () (M) = fo(M)n fFH(M)N FA(M)...
n=0
(1) Vis, at der geelder f*(M) 2 f**'(M) for alle n > 0.
(2) Vis, at f(§) C S.
(3) Vis, at hvis f er injektiv (‘one-to-one’) geelder §' = f(5 ). (Ggr f.eks. rede for, at der til
y € S findes z € M s& y = f(z), og vis, at et sidant z tilhgrer f(M) for alle n > 0.)

OPGAVE 4.
Vis, at der for alle naturlige tal n geelder, at summen
1, 1,4 3
5% T3 1"
er et helt tal.
OPGAVE 5.

Lad ¥ betegne et endeligt alfabet, og lad f : ¥ — X vaere en afbildning. Maengden af
endelige ord skrevet med symboler fra X, der betegnes ¥*, er defineret rekursivt ved:

(B) det tomme ord e tilhgrer £*,

(R) hvis w € * og z € X s& geelder wz € L™
(1) Ggr rede for, at f giver anledning til en afbildning F : X* — X*, som opiylder
betingelserne F(€) = € og F(wz) = F(w)f(z) for w € 2* og z € 2.
(2) Vis, at der for alle wy, w; € T* gelder F(wywy) = F(wy)F(ws).
(3) Vis, at hvis f er surjektiv (‘onto’ dispositionsmzengden), s& er F ligeledes surjektiv.

OPGAVE 6.

P4 mengden § = {a,b,c,d} betragtes relationen R fastlagt ved,
R = {{a,b),{b,c), (b,d),{c,a),(d,b)}.

(1) Opskriv den Boolske matrix for R.
(2) Beregn for alle naturlige tal n > 1 relationen R", samt den transitive afslutning ¢(R) af

R (beskrevet ved de tilhgrende Boolske matricer).
(3) Angiv orienterede grafer til illustration af de fundne relationer.

(Opgaveszttet fortsatter)
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OPGAVE 7.

Betragt den vaegtede graf G med knudemzngde {v1,v2,v3,v4,vs}, hvor vegtmatricen W
er givet ved tabellen,

w (%] V2 V3 V4 Vs
v1 oo 00 2 o0 o0
v |00 00 00 o0 T
v3 o0 5 00 00 o0
vy {2 8 4 o0 o™
vs |loo 00 o0 3 o

(1) Find ved brug af Warshall’s algoritme minimalveegtsmatricen W* for G (de under
udfgrelsen af algoritmen beregnede matricer skal angives).
(2) Undersgg om G indeholder cykler.

(8) Tegn en illustration af G, og angiv en vej af minimal veegt fra vy til vg.

OPGAVE 8.

Find ved brug af Prim’s algoritme et minimalt udspeendende trae i nedenstiende vagtede
graf, idet knuden A vzlges som den fgrste knude.

A

D

Vaegtene for kanterne er givet ved:

kant | AB AD AE BC BF CD CG DH EF EH FG GH
vegt | 6 12 5 8 7 10 9 11 1 4 2 3

For hvert gennemlgb af algoritmen skal angives listen af allerede valgte knuder, og listen
over kanter (med tilhgrende kantleengder) der undersgges.




