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DISKRET MATEMATIK

Opgaver til besvarelse i fire timer.
Alle szdvanlige hjzlpemidler, dvs. bgger, noter, notater og lommeregnere kan benyttes.
Opgavesazttet omfatter otte opgaver. Besvarelsen af opgavesaettet vurderes som en helhed.

OPGAVE 1.

I det fglgende er ¢ en tautologi, og p og ¢ er to simple (usammensatte) udsagn. Lad
M veare maengden {t,pV ¢,p — ¢,q — p} af udsagn. Implikationen — kan opfattes
som en binar operation pa M i den forstand, at hvis R; og R, er to vilkarlige udsagn
i M, saer Ri — R, logisk akvivalent med netop ét af udsagnene i M. F.eks. er
(pV q) = (¢ — p) logisk eekvivalent med ¢ — p. Udfyld hele nedenstaende tabel
(begrundelser er ikke ngdvendige):

— |t pVg p—=q q—op
t

pVyg q—=p
pP—q
qg—p

Er M med den herved definerede komposition en semigruppe ?

OPGAVE 2.
Lad ay,a;,as,... vere en voksende fglge af reelle tal. (Dvs. at a, < a,4q for
n=123,...). Lad b, veere middelvaerdien af ay, ay,...,an, hvilket induktivt kan
defineres som -
bl = M
boyr = M"n—-'_':l"ﬂ forn=1,2,3,...

Vis ved induktion, at b, < a, og b,_; < b, forn =2,3,....

(Opgavesattet fortsatter)
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OPGAVE 3.

Der er givet en meengde M og en afbildning f : P(M) — P(M ), der til delmeengder
af M knytter delmaengder af M, siledes at f(X) C f(Y),ndr X C Y C M. Lad K
veere meengden af X C M for hvilke f(X) C X. ‘

(1) Vis at M € K.

(2) Vis at X € K medfgrer f(X) € K.

(3) Vis at X € K og Y € K medfgrer X NY € K.

OPGAVE 4.

Lad relationen R vere defineret ved, at X RY for endelige mangder X og Y betyder,
at den symmetriske differens (X \ Y) U (Y \ X) indeholder et lige antal elementer.

Vis at R er en akvivalensrelation.

OPGAVE 5.

Lad M veere mengden af delgrafer af den komplette graf

P5 M defineres relationen R ved at G;RG, betyder, at Gy er en delgraf af G,.
Begrund at R er en partiel ordning, og tegn et Hasse-diagram for R.

OPGAVE 6.

Lad M vere {0,1,2,...,255} og lad f: M — M veere afbildningen defineret ved, at
f(z) er det entydigt bestemte element i M, som er kongruent med z? modulo 256.

Vis (f.eks. ved at betragte tilfeeldene z lige og = ulige hver for sig), at der ikke findes
noget * € M, sa f(z) = 2.
(Opgavesattet fortsaetter)
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OPGAVE 7.

Lad G vere maengden af 2 x 2-matricer af formen
a b . 2 72
b a , hvor a,b € R og a® + b* = 1.

Vis at G med matrixmultiplikation som komposition er en gruppe, og at ( Z _2 )

er det inverse element til ( _L;) Z )

OPGAVE 8.
Lad G veere grafen
m V2 V3 V4
T ?
Ve V7
Vs@ | 4 —oUs

— o

Vg V10 V11 V12

Angiv et udspendende trae med netop 11 kanter, hvor alle knudepunkter har valens
2, og forklar, hvorfor der ikke findes noget udspzendende tree med netop 12 kanter.




