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Kvadratiske ligninger

0. Den linezre ligning (Udkast).

(0.1) Setup. Hovedemnet i dette kapitel er den kvadratiske ligning,
ax? 4+ bxy + ¢y? = k. (0.1.2)

Her er a, b, c og k givne hele tal, og opgaven er at bestemme heltalslgsninger (x, y) til
ligningen. Det antages sadvanligvis, at diskriminanten D := b? — 4ac ikke er et kvadrat,
idet opgaven ellers er trivial. Antag nemlig, at D er et kvadrat, D = d?, hvor d er et helt tal.
Da kan andengradspolynomiet F(x, y) pa venstresiden faktoriseres: For a = 0 har vi trivielt
F(x,y) = bxy + cy?> = (bx + cy)y, og for a = 0 far vi, efter multiplikation med a,

aF(x,y) = a(ax2 + bxy + cy2) = (ax + %(b —d)y)(ax + %(b +d)y),

hvor koefficienterne pa hgjresiden er hele tal, idet » og d gjensynlig har samme paritet. |
begge tilfeelde er ligningen (0.1.1) altsa akvivalent med en ligning af formen,

(a1x + b1y)(azx + bay) = 1.

Det er klart, hvordan en ligning af denne form lgses: For hver faktorisering af / som produkt
af to hele tal, [ = /1], skal man bestemme heltalslgsningerne til det linezre ligningssystem,

aix + b1y =101
1.2
ax +byy =1 (0.1.2)

Ligningen (0.1.1) farer alts&, nér diskriminanten D = b2 — 4ac er et kvadrat, til et linezert
ligningssystem af formen (0.1.2).

| dette indledende afsnit vil vi behandle den generelle lineare ligning: For en given r x s-
matrix A med hele koefficienter, altsd A € Mat, ;(Z), og en given sgjle b af r hele tal, altsa
b € 7", sgges heltalslgsninger x € Z* til det linegere ligningssystem,

Ax = b. (0.1.3)

Vi teenker pa lgsningen x € Z* som en sgijle; af typografiske grunde vil ofte betragte den
tilsvarende rackke xV.

Bemerk, at begrundelsen, via den kvadratiske ligning (0.1.1), for at behandle det helt
generelle ligningssystem (0.1.3) er lidt tynd: Ligningssystemet (0.1.2) har jo en (kvadratisk)
2 x 2-koefficientmatrix, og det er nemt at bestemme determinanten A udtryktved a, b, c. Hvis
A # 0, har (0.1.2) pracis én rational lgsning (x, y), og der er derfor heltalslgsninger netop
nar x og y er hele tal. Det er altsa kun tilfeeldet A = 0, der ikke er helt oplagt.
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(0.2) Elementzere operationer. Det generelle linezre ligningssystem kan lgses ved at un-
derkaste systemet elementzre operationer. De elementaere raekkeoperationer pa en matrix
er:

(1) gang den j’te rekke med —1, og ombyt den sa med i ’te reekke (for j # i),
(2) leeg et heltalsmultiplum, ¢ gange j’te raekke, til den i’te reekke (for j # i).

Elementeere sgjleoperationer defineres tilsvarende.

I visse forbindelser vil man som elementer reekkeoperation medtage, at gange en reekke
med —1. Nar denne operation medtages, kan operationen i (1) naturligvis erstattes med
en ren ombytning af de to rekker. Vi vil ikke medtage multiplikation med —1 som en
elementzar operation, og holder altsa fast ved vores version af (1). Vi vil omtale (1) som en
reekkeombytning, idet det altsa er underforstaet, at en af de to reekker samtidig multipliceres
med —1.

Det er i gvrigt klart, at operationen (1) kan udfgres ved gentagne gange at udfare operati-
onen (2). For to sgjler (a, b) far vi, ved gentagne gange at anvende sgjleoperationen (2) med
g = +£1, at

(a,b) — (a,b —a)+— (b,b—a) — (b, —a).

Ligningssystemet (0.1.3) beskrives ofte ved den udvidede koefficientmatrix (b, A), som
er en rx(s + 1)-matrix. Det er Kklart, at elementare raekkeoperationer pa den udvidede
matrix ikke a&ndrer lgsningsmeangden. Denne observation er som bekendt udgangspunktet
for Gauss-elimination.

Sgjleoperationer pd matricen A modsvares af variabelskift: At ombytte i’te og og j’te
sgjle svarer til at ,,ombytte de variable® x; og x;. Atlaegge g gange j’te sgjle til den i’te svare
til at ,,indfare en ny variabel” x; := x; 4+ qx;. Det er —i princippet — klart, hvordan man ud
fra lgsninger til det transformerede ligningssystem bestemmer lgsningerne til det oprindelige
ligningssystem.

Raekkeoperationer pa matricen A kan udfares ved at multiplicere A fra venstre med en
elementeer rxr-matrix. Fx svarer ombytningen (1) til multiplikationen T A, hvor T har
samme elementer som enhedsmatricen pa ner t;; = —1, t;; = 1 09 t;; = t;; = 0; bemark,
at den ekstra multiplikation af den ene reekke med —1 sikrer, at matricen har determinant
+1. Tilsvarende svarer operationen (2) til multiplikationen 7' A, hvor matricen 7" har samme
elementer som enhedsmatricen pd nar 7;; = ¢; ogsa denne matrix har determinant +1. De
elementeere matricer af de to typer er essentielt (for i < j) matricerne,

0 -1 1 ¢
(3. (1), 02

hvor vi kun har angivet elementerne pa pladserne ii, ij, ji, og jj. Fori > j skal de to
angivne matricer transponeres. Den inverse til en elementaer matrix er igen en elementaer
matrix.

Gentagne raeekkeoperationer svarer til en multiplikation T A, hvor T er et produkt af ele-
menteaere matricer. Et sadant produkt har determinant 1, og ligger altsa specielt i gruppen
SL,(Z). Tilsvarende kan gentagne sgjleoperationer udfares ved en multiplikation AS, hvor
s xs-matricen S er et produkt af elementare matricer.
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(0.3) Elementardivisorseetningen. Enhver matrix A i Mat, s(Z) kan ved elementare ope-
rationer pa reekker og sgjler omformes til en r xs matrix at normalformen,

d1
d?

dp

hvorda, ..., d, erhele tal forskellige fraO meddy | dz | - - - | dp, og hvor matricen har 0 pd
alle de gvrige pladser.

Bevis. Hvis A = 0, har A allerede den sggte normalform, med p = 0, sd vi antager, at
A # 0. Vi kan herefter, blandt de numeriske veerdier af tallene forskellige fra0 i A, betragte
den mindste, betegnet v(A). Normalformen fremkommer efter en raekke skridt. | hvert skridt
senkes v-veerdien, dvs A omformes til en matrix A’ med v(A’) < v(A). Djensynlig kan
v-vardien kun senkes endelig mange gange. Nar v-vardien ikke leengere kan sankes, er vi
godt pa vej til at have omformet A til normalformen.

Ideen i det enkelte skridt er falgende: Antag, at der i en bestemt sgjle, pa pladserne i og j,
star tallene a og d, hvor |a| > |d| > 0 og d ikke er divisor i a. Anvendes raekkeoperationen
(2) med faktoren —gq, erstattes elementet a af o’ := a — gd, og her kan vi, ifglge Satningen
om division med rest, bestemme ¢ saledes, at vi for resten a’ har 0 < a’ < |d|. Hvis den
fremkomne rest o’ er mindre end v(A), har vi alts senket v-verdien.

Skridt 1. Specielt kan vialtid veelge en sgjle, hvori der findes etelement d med |d| = v(A).
Det falger, at vi kan senke v-veerdien, med mindre de gvrige elementer i denne sgjle alle er
multiplaaf 4. Tilsvarende kan vi s&enke v-vardien, med mindre alle elementer i reekken, som
indeholder d, er multipla af d. Efter endeligt mange skridt fremkommer altsa en matrix A
med den egenskab, at hvis d er et element i matricen med |d| = v(A), sa er hvert tal i reekken
og i sgjlen, der indeholder d, et multiplum af d.

Skridt 2. | den fremkomne matrix kan vi, efter en eventuel ombytning af reekker og af
sgjler, antage, at d = a11. Elementet a;1, fori > 1, er et multiplum af d, sa ved at treekke et
passende multiplum af farste raekke fra den i’te opnds en matrix med a;1 = 0. Tilsvarende
kan viopnd, ata;; = 0 for j > 1. Antag nu, at den omformede matrix indeholder et element
a;j, som ikke er et multiplumaf 4. Laeg farste sgjle til den j’te. Herved &ndres ay; til 4, men
a;; &ndres ikke, da a;1 = 0. Traekkes herefter g gange farste reekke fra den i’te, &endres a;;
til a;; — gd. Her kan ¢ bestemmes sdledes, at 0 < a;; — gd < |d|. Omformningen sanker
derfor derfor v-veerdien.

Skridt 3. Det felger, at vi efter endelig mange gentagelser af skridt 1 + 2 opnar en matrix
A, hvor alle a;; er multiplaaf dy := a1, oghvora;; =00ga;1 =0fori > 109 forj > 1.
Hvis r = 1 eller s = 1 har matricen normalformen. Ellers har den formen,

d1 0
0 d1A")°

hvor A’ eren (r — 1) x (s — 1)-matrix. Herfra opnads normalformen induktivt, ved at fortsatte
med matricen A’. 0



(0.4) Lesningen. Nar matricen A har normalformen D i Satning (0.3), far det lineare
ligningssystem formen,

dlx]_:bl, e ey dp.xlg:bp, Osz+1, e ey Ozbr.

Ligningen har altsd lgsninger, hvis og kun hvis b; er et multiplum af d; for 1 < i < p og
b; = 0for p < i < r. Hvis betingelsen er opfyldt, bliver den fuldsteendige lgsning:

= (b1/dr, ... bp/dy, tpi1, .. tr),

hvor #,41, ..., - er hele tal. (Her er x" den transponerede af sgjlen x.)
I det almindelige tilfeelde findes, ifelge Elementardivisorsatningen, matricer S og T,
produkter af elementaere matricer, og en ligning,

TAS =D,
hvor D har normalformen. @jensynlig geelder:
Ax =b <= TASS 'x =Tb <= DS 'x =Tbh.
Lasningerne til Ax = b bestemmes altsa ved at lgse ligningen Dy = ¢, hvor ¢ = Tb, og sa

sette x = Sy.

(0.5) Kogebogsopskrift. | praksis lgses ligningen Ax = b sadan: Anbring gversti4 kolonner
rxr-enhedsmatricen E,, sgjlen b, matricen A, og s xs-enhedsmatricen E;. Rakke- og
sgjleoperationerne, der farer fra A til TAS = D udfgres nu pa matricerne i de 4 kolonner
saledes: raekkeoperationer udfares i kolonnen svarende til A og i de to farste kolonner,
sgjleoperationer udfgres i kolonnen svarende til A og i den sidste kolonne. Indholdet, forst
og sidst, i de 4 kolonner er:

E;, b A E;
T|Tb=c| TAS=D| §

Specielt afleeses matricen D, sgjlen ¢, og transformationsmatricen S. Herefter undersgges,
om Dy = ¢ kan lgses; i bekraftende fald fas lgsningerne til Ax = b som x = Sy. [Farste
kolonne kan naturligvis undveeres!].

(0.6) Korollar. Enhver matrix i gruppen SL, (Z) er et produkt af elementare matricer. Grup-
pen SLo(Z) er frembragt af de to matricer,

(0 -1 (11
s= (0 D). r=(5 1Y)
Bevis. Lad A € SL,(Z). Der findes da produkter S og T af elementaere matricer saledes,
at D = TAS har formen i (0.3). Her har S, T, og A alle determinanten 1, sa det D = 1.



Kvadr 5

Specielt folger det, at p = r,0g atds - - - d, = 1. Hvertd; er altsd +=1. Dobbelt anvendelse af
operationen (1) giver fortegnsskift pa bade i’te og jte reekke. Vi kan derfor antage, at hgjst
et af tallene d; er lig med —1, og da produktet er lig med +1, ma de alle vaere +1. Men sé er
D enhedsmatricen, og A = T—1S~1 er derfor et produkt af elementeere matricer.

Nar » = 2 er der to typer elementeere matricer, nemlig matricerne beskrevet i (0.2.1) og
deres transponerede. Vi far:

0 -1 _ 0 1 3 1 q _ 7q 1 0 _ —q o—1
(1 0)=s (Go)=o (o g)=r (5 ) ores

Heraf fglger den sidste pastand. 0

(0.7) Anvendelse pa frie kommutative grupper. En kommutativ (additivt skrevet) gruppe
M kaldes en fri gruppe, hvis M har en basis, dvs hvis der findes endelig mange elementer
ui, ..., u, i Msaledes, athvertelementm € M harenfremstilling, som en linearkombination,

m=xiu1+---+ xXpity, (0.7.1)

med entydigt bestemte heltalskoefficienter (x1, ..., x,). Seettet x af koefficienter, som sgijle,
er koordinatsgjlen for m mht basen (u1, ..., u,). Akvivalent betyder det, at M som gruppe
er isomorf med gruppen Z". Mere precist, efter valget af basis er afbildningen,

(X1, ..., X)) > x1u1 + - - + Xpty

en isomorfi Z" —> M.
Bemark, at antallet af elementer i en basis er entydigt bestemt ved M. Er nemlig
(v1, ..., vs) endnu en basis, far vi, af eksistensen i (0.7.1), fremstillinger,

(vlv"'va):(ulv"'vur)Sv (ulv"'vur) :(vlv"'va)T

[eller kort: v = uS, u = vT], med matricer S € Mat, ;(Z) og T € Mat; ,(Z). Heraf ses, at
v=vTSogu = uST,ognufarvi, afentydighedeni (0.7.1), at 7S og ST er enhedsmatricer.
Men heraf fglger som bekendt, at 7 og S er kvadratiske matricer (og hinandens inverse).

Det fglger altsa specielt, at rangen af den fri gruppe M, defineret som rk M := antal
elementer i en basis (u1, ..., u,), er veldefineret, og at de gvrige baser har formen v = uS
med en matrix S € GL,(Z).

For to frie grupper M og N med valgte baser u og v, altsd M = Z" og N = Z*, er det let at
se, at homomorfierne ¢ : N — M er afbildningerne x — Ax, med en matrix A € Mat, (7).
Matricen A er bestemt ved ligningen,

(pv1,...,0v5) = (u1,...,u)A, ellerkort: p(v) = uA;

den j’te sgjle i A er altsd koordinatsgjlen for ¢(v;). Sammenhangen mellem n € N og
koordinatsgjlen x mht til basen v kan beskrives ved ligningen n = vx. Af ligningerne,

pn) = p(vx) = p(vV)x = uAx,



hvor den midterste udnytter, at ¢ er en homomorfi, afleeses, at Ax er koordinatsgjlen for ¢
mht basen u for M.

Med endrede baser, bestemt ved ligninger u = u’T og v = v'S (bemeerk, at lignin-
gerne udtrykker de ,,gamle* basiselementer som linearkombinationer af de ,,nye“), @ndres
matricen A. Zndringen kan beskrives sadan: Af ligningerne n = vx = v’Sx aflaeses, at
koordinatsgjlen x’ for n mht basen v er bestemt som x’ = Sx. Af ligningerne,

o) =S = p)S Tt =uAS 1 =u'TAS,

afleeses, at matricen A’ for ¢ mht til baserne u’ og v’ er bestemt som A’ = TAS L.

Af Elementardivisorsatningen falger derfor: Enhver homomorfi ¢ N — M, mellem
kommutative frie grupper N og M af rang s ogr, kan i passende valgte baser beskrives ved
en matrix af normalformen i (0.3).

Lemma. Lad M vere en kommutativ fri gruppe afrangr. Da er enhver undergruppe N € M
fri af rang hgjst lig med r.

Bevis. Vi kan antage, at M = 7Z’. Pastanden vises ved induktion efter ». For » = 0 er den
triviel. Forr = 1 er M = Z; altsd er N en undergruppe af Z, og dermed cyklisk, dvs af
formen Zu. Hvis u # 0, er u en basis for N, og N er derfor fri af rang 1. Hvis u = 0, sa er
N = (0) friaf rang 0.

Nu bemaerker vi, at hvis vi for en kommutativ gruppe N har en homomorfig: N — N’,
hvor billedet ¢(N) og kernen ¢ ~1(0) er frie grupper af rang s og ¢, s& er N friafrang s + .
Velges nemlig i N elementer uy, ..., ug, hvis billeder udgar en basis for ¢ (), og suppleres
med en basis v1, . .., v, for kernen ¢ ~1(0), s& fremkommer, som det let ses, en basis for N.

Denne bemerking udnyttes i induktionsskridtet: Vi kan antage, at M = Z", og betragter
projektionen Z" — 7"~ svarende til de forste » — 1 koordinater. Kernen bestar af r-seet, som
kun har noget forskelligt fra 0 pa sidstepladsen. Specielt er kernen isomorf med Z. Betragt
videre restriktionen til undergruppen N C Z",

o: N > 771

Billedet ¢(N) er en undergruppe i Z"~1, og dermed (induktivt) en fri gruppe af rang hgjst
r — 1. Kernen ¢~1(0) er en undergruppe af Z, og dermed (ifglge det viste) en fri gruppe af
af rang hgjst 1. Af bemerkningen falger derfor, at N er en fri gruppe af rang hgjst lig med
r—b+1=r. [

Seetning. Lad M vare en kommutativ fri gruppe afrangr, og lad N vare en undergruppe. Da
findes en basisu, ...,u, forM,ogtaldy | dy | --- | dy meds < r sdledes, atdiuz, ..., dsug
er en basis for N.

Bevis. Ifglge lemmaet er N fri af rang s < r. Andvend resultatet om homomorfier pa
inklusionsafbildningen N — M. Det falger, at baser kan veelges séaledes, at inklusionen kan
beskrives ved en matrix af normalformen. Men det betyder netop, at baserne har den angivne
form. (Bemeerk, at vi i denne situation ngdvendigvis ma have p = s.) 0
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Korollar. (Struktursetningen). Enhver endeligt frembragt kommutativ gruppe er isomorf
med en direkte sum af cykliske grupper:

7)7d & --- @ Z)Zd,.

Bevis. En kommutativ (additivt skrevet) gruppe P kaldes endeligt frembragt, hvis der findes
endelig mange elementer ey, ..., e, € P sdledes, at hvert element p € P har en fremstilling
p = x1e1 + - -- + xre, med heltalskoefficienter x; (ikke ngdvendigvis entydigt bestemte).
/Akvivalent betyder det, at der findes en surjektiv homomorfi:

0.7 — P.

Anvend Setningen med M = Z” og N := ¢~ 1(0). Via den nye basis for M har vi stadig
M = 7", 0g nuer N undergruppen,

Kvotienten M /N har derfor den angivne form (med d; = 0 for s < i < r), og kvotienten er
isomorf med P. 0

Korollar. Betragt en homomorfi ¢: N — M mellem kommutative fri grupper af rang r, i
givne baser for N og M af formen x — Ax med en matrix A € Mat,(Z). Da er fglgende
betingelser &kvivalente:
(1) ¢ er injektiv.
(if) Billedgruppen ¢(N) har endeligt index: |M : ¢(N)| < oo.
(iti) det A # 0.
Er betingelserne optyldt, gelder ligheden |M : ¢(N)| = det A.

Bevis. Zndres baserne, &ndres matricen A til en matrix af formen TAS™1, hvor S, T €
GL,(Z). Specielt har S og T determinant 41, sa | det A| &ndres ikke. Vi kan derfor antage,
at A har normalformen i (0.3). Specielt er A sa en diagonalmatrix. Lad d1,...,d, vere
diagonalelementerne (med notationen i (0.3) er det de forste p elementer, der er forskellige
fra 0). Nar M identificeres med Z”, er billedgruppen undergruppen d1Z & --- @ d,Z, 0g
kvotienten er den direkte sum af de cykliske grupper Z/d;Z. Det er herefter klart, at hver af
betingelserne er ensbetydende med at alle tallene d; er forskellige fra 0. Nar betingelsen er
opfyldt, er index, dvs ordenen af kvotientgruppen, lig med produktet af tallene |d;|, og altsa
lig med | det A|. 0






1. Pell’s ligning.

(1.1) Setup. Som navnt betragtes i dette kapitel faste hele tal a, b, ¢ og for et helt tal £ den
kvadratiske ligning,

ax? + bxy + cy2 = k. (1.1.1)

Det antages i det falgende, at diskriminanten D := b2 — 4ac ikke er et kvadrat. Specielt er
altsd a og c forskellige fra 0. De reelle Igsninger til (1.1.1) udger, for D > 0 0g k # 0 en
hyperbel, og for D < 0 0og ak > 0 en ellipse:

N\ /
N (Y

Det er formalet, at lgse ligningen (1.1.1) som diofantisk ligning, altsa at undersgge hel-
talslgsninger (x, y). Akvivalent svarer dette til at bestemme gitterpunkter, dvs punkter med
heltalskoordinater, pa det tilsvarende keglesnit.

Til tallene a, b, ¢ knyttes polynomiet,

F(X,Y)=aX?+bXY + cY?,

der er et homogent andengradspolynomium, ogsa kaldet en kvadratisk form. Ligningen kan
skrives F(x, y) = k. Videre settes:

. —b+D

T 2a

—b++D

. (1.1.2)

og &:=an=
Hvis D > 0 (det reelle tilfzelde), fortolkes +/D som den positive kvadratrod, hvis D < 0 (det
imaginere tilfelde), veelges kvadratroden i den gvre halvplan. Tallet n er gjensynlig rod i
polynomiet aX? + bX + c. Den anden rod i dette polynomium betegnes »’. Tilsvarende er &
rod i polynomiet X2 + bX + ac; den anden rod i dette polynomium er &’ = an’. Tallene 1’
og &' f&s af udtrykkene for i og & ved at skifte fortegn p& +/D. | det reelle tilfelde er & > &/,
i det imaginare tilfeelde ligger & i den gvre halvplan og &’ er det komplekst konjugerede til
&. Det tilsvarende gelder om beliggenheden af n og »’, hvisa > 0.
AfaX? +bX + c = a(X — n)(X — n') far vi faktoriseringen,

F(X,Y) =a(X —n¥Y)(X —n'Y). (1.1.3)

Bemeerk, at hyperblens asymptoter er linierne x = yn’ og x = yn. @jensynlig er & = n, hvis
a=1.
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(1.2) Pell’s ligning. | denne paragraf betragter vi ligningen (1.1.1) fora = 1 og k = +1,
altsa ligningen,
x2 + bxy + cy? = +1. (1.2.1)

Som bekendt definerer tallet & en kvadratisk talring Z[£], bestéende af alle tal af formen
x — y& forx,y € Z, og par (x, y) af hele tal svarer til tal « = x — y& i Z[£]. For normen,
N(a), af « = x — y& geelder som bekendt ligningen,

N(x — y&) = x2 + bxy + ¢y®. (1.2.2)

Heltalslgsninger (x, y) til (1.2.1) svarer saledes bijektivt til tal « = x — y£ i Z[£] sdledes, at
N(a) = 41, altsa til enhederne i ringen Z[£]. | det imaginere tilfeelde (D < 0) er det nemt
(og velkendt!), hvordan lgsningerne bestemmes: Der er kun endelig mange lgsninger, og for
D < —4 er der kun de trivielle lgsninger (x, y) = (£1, 0), svarende til de trivielle enheder
+1i7Z[&].

| det falgende antager vi, at diskriminanten D = b2 — 4c er positiv (og stadig: ikke et
kvadrat); tallene i Z[£] er sa relle tal. Et specialtilfeelde er den klassiske Pell’ske ligning,

x? —dy? =1, (1.2.3)

hvor d er positiv og ikke et kvadrat, med diskriminanten D = 4d. Vi vil mere generelt kalde
ligningen (1.2.1) for Pell’s ligning. For k = +1, altsa ligningen,

x2 +bxy+cy? = 1. (1.2.4)

taler vi om den egentlige Pell’ske ligning, for k = —1 siger vi, med et sprogligt misfoster,
den ikke-Pell’ske ligning. Lasningerne til den egentlige Pell’ske ligning svarer bijektivt til de
enheder ¢ i Z[&], for hvilke N(e) = +1.

(1.3) Lagrange’s Seetning. Den egentlige Pell’ske ligning (1.2.4) har altid uendelig mange
Ipsninger.
Bevis. Beviset herunder, der skyldes Dirichlet, er i en rekke skridt.

(1) For hvert ¢ € N findes hele tal (x, y) saledes, at

Ix —y§l <1l/q o9 1<y<gq. (1.3.1)

Bestem nemlig fori = 0,1, ..., g det hele tal x;, som opfylder, at x; — i& € [0, 1[. Der er
q + 1tal x; — i&. Deles intervallet [0, 1[ i ¢ lige store skuffer (intervaller) af leengde 1/¢,
felger det, at to af tallene x; — i& ligger i samme skuffe. Antag, at det indtreeffer for i og for
Jj,hvor0 < i < j < ¢. Datallene ligger i samme skuffe, er deres afstand mindre end 1/¢,
dvs,

|(xj —xi) — (j — )& <1/q.
Altsd er x 1= x; — x; 09 y := j — i brugbar i (1.3.1).
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(2) Der findes uendelig mange par (x, y) € Z x N saledes, at

lx — y&| < 1/y. (1.3.2)

For givne endelig mange par (x,,, y,,) som opfylder (1.3.2) kan vi nemlig vaelge ¢ € N saledes,
at
1/qg < min|x, — y,&|.

Velges dernast (x, y), som opfylder (1.3.1), far vi
|x —y&l <1/q <1/y.

Altsa vil parret (x, y) opfylde (1.3.2), og valget at ¢ sikrer, at dette par er forskelligt fra de
givne.

(3) Der findes et positivt tal K saledes, at for uendelig mange par (x, y) € Z x Zer
Ix% + bxy + cy?| < K. (1.3.3)
Hertil bemarkes forst, at nar y er positiv, er
= yE'| = Ix — y& + y(6 — €I < |x — y&| + yV/D.

Nar (1.3.2) er opfyldt for (x, y), slutter vi derfor, at
2 2 o 1/1 1
|x“ 4+ bxy +cy°| = |x — y&| - |[x — yE'| < ;(;—i—y\/ﬁ) = F+\/5<1+\/5.

Pastanden falger derfor af (2), med K := 1+ +/D.
(4) Der findes et helt tal k # 0 saledes, at for uendelig mange par (x, y) € Z x Z er

x2 +bxy+cy? = k. (1.3.4)

De uendelig mange par (x, y) fra (3) kan nemlig laeegges i skuffer svarende til veerdien k :=
x2 4+ bxy + cy?. Der er kun endelig mange skuffer, idet |k| < K. En af skufferne indeholder
derfor uendelig mange par. Skuffen for k = 0 indeholder kun parret (0, 0) (hvorfor?). Der
ma altsa veere en skuffe for k # 0, der indeholder uendelig mange par.

(5) Der findes et par (xg, yo) af hele tal séledes, at der for uendelig mange par (x, y) € Z x Z
geelder betingelserne:

x>+ bxy+cy’ =k, x=x0, y=yo (modk). (1.3.5)

Hertil legges de uendelig mange par (x, y) fra (4) i skuffer svarende til restklasserne modulo
k af (x,y). Der er k? par af restklasser. En af skufferne indeholder derfor uendelig mange
par.
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(6) Betragt for to par (x, y) og (x1, y1), som opfylder (1.3.5), de tilsvarende tal @ := x — y&
0g o1 = x1 — y1& iden kvadratiske talring Z[£]. Daer a1 = ea, hvore € Z[E]og N(¢) = 1.

Af ligningen i (1.3.5) falger nemlig, at N(«) = k, og af kongruensen fglger, at x1 = x og
y1 = y modulo k. Altsd er o1 = o + kB med et tal B € Z[£]. Herefter er

k /
w_dtkb g B P
o o o N(e)

=1+ pBd.

Det falger, at ¢ := a1/« tilhgrer Z[£]. Af a1 = e 0g N(1) = N(w) falger, at N(¢) = 1.

(7) Nu bevises sztningen saledes: Der er en uendelig falge af forskellige par (x;, y;), der
opfylder (1.3.5), og hertil svarer en fglge af forskellige tal «, a1, @2, ... 1 Z[&]. Ifelge (6)
er o = ¢gja, hvor g; € Z[€] og N(g;) = 1. Skrives &; = u; — v;€ med hele tal u;, v;,
er (u;, v;) altsd en lgsning til den egentlige Pell’ske ligning. Ligningen har derfor uendelig
mange lgsninger. 0

(1.4) Enhederne. Vi antager stadig, ata = 1 og D > 0. Lgsningerne til ligningen (1.2.1)
svarer bijektivt til enhederne i ringen Z[£]. Af Lagrange’s Setning falger specielt, at der er
uendelig mange enheder. En enhed ¢ = x — y& er gjensynlig ikke-triviel, dvs forskellig fra
+1, netop ndr y # 0. | det falgende vil vi specielt betragte enheder ¢ i Z[£], som opfylder
uligheden:

1<é. (1.4.2)

@jensynlig geelder for hver ikke-trivel enhed ¢, at 0gs& —e og +¢ ! er enheder. Af de fire
enheder +¢ og +¢~ vil netop én opfylde betingelsen (1.4.1). Specielt findes der, ifalge
Lagrange’s Setning, enheder, som opfylder (1.4.1).

For en enhed ¢ = x — y&, som opfylder (1.4.1), geelder ulighederne,

y=>1l x+ gy > 0. (1.4.2)

Antag nemlig, ate’ > 1. Da|ee’| = 1, falger det farst, at |¢| < 1. Specielteraltsd e < &’. Af
x—yE < x —y& folger,da&’ < &, aty > 1. Videreer |g| < |&/|, altsd |x — y&| < |x — y&'|,
og dermed |x/y — &] < |x/y — &'|. Bragken x/y ligger altsa taettere ved & end ved £/, Altsa
er x/y starre end (¢ + £')/2 = —b/2, hvoraf den anden ulighed i (1.4.2) fremgar. [Det er i
gvrigt ikke sveert at vise, for en enhed ¢ = x — yé&, at den anden ulighed i (1.4.2) medfarer
uligheden (1.4.1).]

(1.5) Seetning. Blandt enhederne ¢ i Z[&], som opfylder (1.4.1), findes én, €1, for hvilken €}
er mindst. Med denne enhed er gruppen af alle enheder givet ved ligningen,

ZIEY = {xe! | p € Z}. (1.5.1)

Bevis. Hyperblerne med ligningerne x? 4 bxy + c¢y? = +1 har linierne x = y& og x = y&’
som asymptoter. For et punkt (x, y) i planen er x — y&’ den ,vandrette” afstand (regnet
med fortegn) fra punktet (x, y) til linien med ligningen x = y&’. Uligheden x — y&" > 1
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bestemmer en halvplan (punkterne til hgjre for linien x — y&’ = 1). | denne halvplan ligger
en ,halv gren af hver af hyperblerne, og de to halve grene har linien x = y& som falles
asymtote. Heraf falger, at der blandt gitterpunkterne pa de to halve hyperbelgrene findes et,
(x1, y1), for hvilken den vandrette afstand til linien x = y&’ er numerisk mindst mulig.
/kvivalent betyder det, at der blandt enhederne, som opfylder (1.4.1), findes en, ¢1, for
hvilken & er mindst mulig. @jensynlig er e entydigt bestemt. For at vise (1.5.1) skal det
vises, at en vilkarlig enhed ¢ kan skrives pa formen j:sf med p € Z. Erstattes eventuelt ¢
med —e, kan vi antage, at ¢’ > 0. Veelg sd p € Z sdledes, at (¢))” < &' < (ep)P+1, altsd

1< e /()P < &)

Her sikrer minimaliteten af 7, at den forste ulighed er en lighed. Altsd er ¢ = (¢})?, og
dermeder e = &/ 0

(1.6). Den reelle akse fraregnet 0 og %1 bestar af fire intervaller, og det er klart i hvilket
af disse intervaller tallet (iel”)/ = *(¢})? befinder sig. Specielt ses, at enhederne ¢, der
opfylder (1.4.1), netop er potenserne &', forn > 1.

Enheden ¢1 kaldes grundenheden i den kvadratiske talring Z[£]. Ud fra grundenheden ¢1
er samtlige enheder bestemt ved (1.5.1). For normen finder vi

N(£e{) = N(e1)?.

Heraf fas falgende:

Resultat. Hvis der for grundenheden e1 geelder N(e1) = —1, sd svarer lgsningerne til den
ikke-Pell’ske ligning til enhederne :I:slp , hvor p er ulige, og lgsningerne til den egentlige
Pell’ske ligning svarer til enhederne :I:sﬂ:, hvore, = 812.

Hvis N(e1) = 1, sd har den ikke-Pell’ske ligning ingen Igsninger; Igsningerne til den
egentlige Pell’ske ligning svarer til enhederne :I:ei7 .

For et punkt (x, y) i halvplanen bestemt ved x — y&’ > 1 gelder gjensynlig, at den
vandrette afstand til asymptoten, dvs x — yé&, er positiv, hvis (x, y) ligger pd hyperblen
x2 4+ bxy + cy? = 1, og negativ, hvis (x, y) ligger p& hyperblen x2 + bxy + cy? = —1. Det
falger specielt, at grundenheden &1 er negativ, ndr N(s1) = —1, og positiv, nar N(e1) = 1.
Hvis N(e1) = 1, saetter vi 4 := £1. Hermed er enheden ¢ i alle tilfelde positiv, og den
svarer til en grundlgsning til den egentlige Pell’ske ligning. Enheden ¢ kaldes ogsa den
positive grundenhed.

Svarende til grundenheden 1 = x1 — y1£ far vi grundlgsningen (x1, y1) til den Pell’ske
ligning. Fra potenserne ¢7 = x, — y,& far vi nye lgsninger (x,, y,). Af s;’“ = ¢g1¢6] fdsen
induktiv bestemmelse af (x,,, y,). Vi har nemlig,

T = (X1 — 1) (X0 — YnE) = (X120 — CY1Yn) — (X1Yn + X Y1 + by1yn)E,
og altsa,
Xn+1 = X1Xp — CY1Yn, Yn+l = X1¥n + X1 + by1yn. (1.6.1)
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(1.7) Lemma. Idetey' = x,, — yn&, forn > 1, gaelder for y, ulighederne,
1
l<sym<y<yzs<ys<---, (1.7.1)

og uligheden y1 < yp er skarp med mindre D = 5. For D = Seryr = y2 = 1 og
x1/y1 < & < x2/y2; videre er yu+1 = yn + yn—1 forn = 2.

Bevis. Udtrykket for y, 41 i (1.6.1) kan skrives

Ynt+1 = (x1 + gyl)yn + (xn + gyn)yL

Som bemzrket i (1.4) vil potenserne ¢} for n > 1 opfylde (1.4.1). Ulighederne i (1.4.2)
geelder derfor for (x,, y,) 0g (x1, y1). Hvis x1 + (b/2)y1 > 1 fremgar det af udtrykket, at
Yn+1 > Yn.
Da x1, y1, ber heletal, og x1 4+ (b/2)y1 > 0, geelder altid x1 + (b/2)y1 > 1/2. Vimangler
saledes at betragte specialtilfeeldet, hvor x1 + (b/2)y1 = 1/2. Herer
1 b VD VD

1_ O — NZ A 1.7.3
5 =1+ 5y = y1%‘+y12 g1+ (1.7.3)

Dag; > 1, er|e1]| < 1. Af(1.7.3) falger derfor, at y1+/D/2 < 3/2, altsé at y12D < 9. Tallet
b ma vere ulige, og falgeliger D = 1 (mod 4). Uligheden viser derfor, at D = 50g y1 = 1.
Af (1.7.3) far vi

V5

i A

hvor T := (—1 4 +/5)/2. Tallet t er den sterste rod i X2 + X — 1, og vi har t = & — x1.
Heraf ses, at Z[£] = Z[t], og at koefficienterne y,, ikke &ndres, hvis vi erstatter € med 7. Vi
kan altsd antage, at & er rod i X2 + X — 1. Herefterer £2 = 1 — £ og ¢; = —&. Heraf fas
ef =& =1—¢ Alsder (x1,y1) = (0,1) 0g (x2, y2) = (1,1), 09 x1/y1 < § < x2/2.
Det er let at se, ved induktion efter n, at

8:7 = Yn—1— yué, hvor y, = yn—1 + yn—2.
Heraf fglger specielt ulighederne (1.7.1) ogsa for D = 5. 0
(1.8) Seetning. Foren enhed ¢ = x — y& med ¢’ > 1 gaelder uligheden,

}i_g} - iz (1.8.1)

Folgen x,, /|y, er netop delfglgen af Farey-folgen for talleté bestaende af de Farey-approxima-
tionerx/y for hvilkex? +bxy+cy? = +1. Specielt geelder for grundenhedene = x1 — y1&,
at x1/y1 er den forste brok x |y Farey-folgen, for hvilken x? 4+ bxy + cy® = +1.

Bevis. Af (1.4.2) folger,at y > 1 0g at x/y > —b/2. Af den sidste ulighed felger videre,
atx/y —& > —b/2 — & = J_/Z, og dermed er |x/y — £'| > ~/D/2. Videreer |x/y —
Ellx/y — &1 = IN(e)|/y* = 1/y*. Heraf fés,
X 1 x
S -ol=%l5

-1 1
<_2

J——
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Vihar D > 5, og dermed /D /2 > 1. Altsa gelder (1.8.1).

Af (1.8.1) falger som bekendt, at x/y er en Farey-approximation til £&. Specielt er hver
brek x,/y, en Farey-approximation. Antag omvendt, at x/y er en Farey-approximation til
&, 0gate :=x — y& erenenhed. Daer y > 1, og afstanden |x/y — &| er specielt mindre
end1. Da& — (—b/2) = /D/2 er starre end 1, folger det, at x/y > —b/2, og heraf falger
videre,at x/y —& > /D/2 > 1. Altsd er x — y& > y > 1, og dermed ¢’ > 1. Som navnt
i (1.4) falger heraf, at e = ] med n > 1, og dermed er (x, y) = (xu, yn).

At brekerne x,, /y, kommer i samme reekkefglge i Farey-felgen, fglger af Lemma (1.7). O

(1.9) Eksempel. For x2 — 13y2 er D = 52 og £ = +/13. Farey-approximationer beregnes

ved skemaet:
p 3 4 7 11 | 18

q 1 (1] 2 3 5
pPP—1342 || -4[3| 3] 4] -1

Grundenheden er derfor ¢1 = 18 — 54/13, med norm —1. Alts& har den ikke-Pell’ske
ligning x? — 13y? = —1 grundlgsningen (18, 5). Den positive grundenhed er e = &2 =
182413.52—2.18-5/13 = 649 —180+/13, og den egentlige Pell’ske ligning x2 —13y2 = 1
har derfor grundlgsningen (649, 180).

For x? — 7y? er D = 28 0g & = /7. Farey-approximationer beregnes ved skemaet:

p 2 |35 |8
q 1 |1 2 |3
pP—7¢° | =32 -3]1

Grundenheden er derfor e; = 8 — 3+/7, med norm +1. Altsé har den ikke-Pell’ske ligning
x2 — 7y2 = —1ingen lgsninger. Vi har ¢4 = 8 — 3/7, 0g (8, 3) er grundlgsningen til den
egentlige Pell’ske ligning x? — 7y? = 1.

(1.10) Opgave. Beviset for (1.7) er ikke helt fuldsteendigt. Det blev vist, at hvis undtagel-
sestilfeeldet x1 + (b/2)y1 = 1/2 indtraffer, sd er D = 50g e1 = —1, hvor t er den starste
rodi X2 + X — 1. Er det omvendt Klart, at hvis D = 5, s indtraffer undtagelsestilfaldet?
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2. AEkvivalens af lgsninger.

(2.1) Setup. Vi bibeholder notation og forudsetningerne fra (1.1), og ser pa den almindelige
kvadratiske ligning,
ax? 4+ bxy + ¢y? = k. (2.1.1)

\enstresiden er formen F(x, y) og tallene & og n defineret i (1.1). Tallet n er den ene rod i
aX? 4+ bX + ¢, og ' er den anden rod; specielt er n + ' = —b/a 0og ny’ = c/a. Vi kan
antage, at k £ 0, idet ligningen for £ = 0 kun har Igsningen (0, 0).

Tallet £ = an er gjensynlig rod i X% 4+ bX + ac, sé til £ harer en kvadratisk talring Z[£].
Til tallet  knyttes falgende mangde af komplekse tal:

Qnl:={p+4qnlp.q €Q}h
Datallet n er irrationalt, er fremstillingen A = p+¢gn, afettal A € Q[n], entydig. Ligningen,

c b
N =—=— ~1, (2.1.2)

a
viser, at n2 ligger i Q[], og herefter er det let at vise, at Q[] er en delring af C. Konjugering,
dvs afbildningen p +gn — p +¢gn’, er en involutorisk ringautomorfi af Q[n]. For A € Q[n]
defineres normen af A ved N(1) := A)’". @jensynlig er normen en multiplikativ afbildning,
og N(1) # 0, nar A # 0. Af (1.1.3) fremgar, at

aN(p —qn) =a(p — qn)(p — qn’) = ap® + bpq + cq* = F(p, q). (2.1.3)

Det falger specielt, at N(A) altid er et rationalt tal. Heraf fglger videre, at delringen Q[#]
faktisk er et dellegeme af C: Hvis A € Q[n] er forskellig fra 0, sa er det reciprokke,

1 )\‘/ )\‘/

N N’

igen et tal i Q[n].
Erstattes n med & far vi det samme legeme: Q[n] = Q[£], idet & = an og n = &/a.

Legemet Q[n] omfatter altsa den kvadratiske talring Z[£].
| dette kapitel betegner vi med I * fglgende delmangde af Q[#]:

I*={x—yn|x,yelZ). (2.1.4)

For tal A i I'* er fremstillingen A = x — yn’, med hele tal x, y, entydig. Par (x, y) af hele tal
svarer herved bijektivt til tal x — yn’ i I*. Af (2.1.3) falger:

Heltalslgsninger (x, y) til ligningen (2.1.1) svarer bijektivt til de tal . = x — yn' i I'*, for
hvilke

N(L) = S (2.1.5)

17
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Hvis diskriminanten D er positiv, er tallene i Q[n] reelle, og de kan sammenlignes mht
starrelse. Det er veerd at bemerke, og ikke svert at vise, at i dette tilfelde er fglgende
betingelser &kvivalente, med k .= F(x, y):

y >0, 2ax+by>Q0, (i)
la(x — yn)| < a(x — yn'), (i)
y>0, |x—ynl<|x—yn|, (iii)
a(x — yn') > /lak| (iv)

Den anden ulighed i (iii) udsiger, at x/y ligger teettere ved n end ved n’.

(2.2) Zkvivalens af lgsninger. Delmangden 1* beskrevet i (2.1.4) er gjensynlig en kommu-
tativ gruppe. Den indeholder gjensynlig Z, og den indeholder &, idet§ = —b—&' = —b—an'.
Folgelig er Z[&] € I*. Yderligere er I* stabil under multiplikation med elementer fra Z[£],
dvs

acZ[E], he " = arel”.

Det er gjensynlig nok at vise denne pastand for « = & og A = 7/, og her folger det af
En' =ann'2 = a(c/a) = ¢, jfr (2.1.2).

Denne overvejelse viser, at vi naturligt kan definere en a&kvivalensrelation i mengden 7 *:
Total » og A i 7* kaldes &kvivalente, hvis der findes en enhed ¢ i Z[¢] med N(¢) = 1 sdledes,
at A = e, og to par af hele tal, (x, y) og (£, $), kaldes akvivalente, hvis de tilsvarende tal
A =x—yn ogi=23%— 9y il*erakvivalente. Tallet » = 0i I*, svarende til parret (0, 0),
udgar naturligvis én triviel &kvivalensklasse.

Akvivalente tal i 7* har samme norm, idet N(el) = N(e)N(A) = N(1). Af(2.1.3) falger
derfor, at vi for akvivalente talpar (x, y) og (x, y) har F(x,y) = F(x,y). Specielt ses, at
hvis parret (x, y) eren lgsning til ligningen (1.1.1), sa vil ethvert &kvivalent par veere lgsning
til ligningen. Lasningerne til ligningen falder altsa naturligt i ekvivalensklasser.

(2.3) Bemarkning. | forbindelse med lgsning af (2.1.1) kan det seedvanligvis antages, at
formen F(x, y) er en primitiv form, dvs at koefficienterne a, b, ¢ er primiske. Lad nem-
lig d vaere den starste felles divisor for koefficienterne. Med en oplagt notation er sa
F(x,y) = dF(x,y), og F(x, y) er en primitiv form. Hvis d ikke gar op i k, har lignin-
gen F(x, y) = k ingen heltalslgsninger. Hvis d gar op i , lad os sige k = dk, er ligningen
F(x, y) = k &kvivalent med ligningen F(x, y) = k. Specielt har de to ligninger de samme
heltalslgsninger. Bemaerk, at overgangen fra F(x, y) til £ (x, y) ikke &ndrer », idet vi har
A = n, men den @ndrer i almindelighed &, idet vi har & = d. For de tilhgrende kvadratiske
talringe geelder altsa inklusionen,

Zlg] C ZIE],

som er skarp, hvis d > 1. | almindelighed ma vi derfor forvente, at der er flere enheder i
Z[§] end i Z[&], og dermed faerre &kvivalensklasser af lgsninger til F(x, y) = k.
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(2.4) Det imagineere tilfeelde. Antag, at diskriminanten D = b2 — 4ac er negativ. Da er
tallene n og & ikke-reelle, normen er kvadratet pa den numeriske verdi, og alle enheder i
talringen Z[£] har normen +1. Som navnt i Kapitel 1 er gruppen af enheder endelig, og
ligmed &1, ndr D < —4. Akvivalens af lgsninger er saledes ikke sarlig interessant i det
imaginere tilfeelde. Ligningen (2.1.1) kan igvrigt skrives |x — yn|? = k/a. Den har derfor
ingen lgsninger, hvis k/a < 0. Hvis k/a > 0, bestemmer ligningen en ellipse i (x, y)-
planen, og ligningen er saledes kun opfyldt for en begraenset meangde af punkter. Specielt
har ligningen kun endelig mange heltalslgsninger (x, y). Mere pracist kan vi om en lgsning
(x, y) sige folgende: Da imaginardelen af n er \/TD[/(2]al), er |x — yn|?> > y?|D|/(2a)?,
altsd k/a > y?|D|/(4a?). Forudsattes desuden, at y > 0, folger det, at

0<y<2 % (2.4.1)

Hvis den diofantiske ligning har lgsninger, ligger saledes i hver e@kvivalensklasse en lgsning
(x, y), hvor y opfylder ulighederne (2.4.1).

(2.5) Det reelle tilfeelde. Antag, at diskriminanten D = b2 — 4ac er positiv. Da er tallene
n og & reelle, og I* bestdr af reelle tal. Enhederne ¢ i Z[£] med norm N(g) = 1 svarer til
lzsningerne til den egentlige Pell’ske ligning, x2 + bxy + acy? = 1, behandlet i Kapitel 1.
Der er uendelig mange sadanne enheder. Fglgelig indeholder hver akvivalensklasse uendelig
mange lgsninger.

Lad e veere den positive grundenhed i Z[£], svarende til grundlgsningen til den egentlige
Pell’ske ligning. Daer0 <e; <logl < ¢/ = 8;1. Enhederne ¢ i Z[§] med N(e) = 1
er netop tallene j:ef:. Akvivalensklassen, der indeholder et givet tal A # 0 i 7*, bestar altsa
af alle tal isfk, for p € Z. Folgelig geelder, for hvert givet positivt tal K, at der i hver
ikke-triviel &kvivalensklasse af tal i 7* findes preecis ét tal A sdledes, at

K <ar < Kejt. *)

Seetning. Lad e vere den positive grundenhed svarende til den egentlige Pell’ske ligning

x? 4+ bxy +acy? = 1. I hver zkvivalensklasse af heltalslgsninger (x, y) til ligningen (2.1.1)
findes da preecis en Igsning (x, y), som opfylder ulighederne,

y>0, 2ax+by>0,  2ax+by+yVD <2/ |akle;". (2.5.1)

For en sadan Igsning (x, y) galder specielt, at

[lak
1<y <2 %.8;1. (2.5.2)

Bevis. Zkvivalensklasser af heltalslgsninger (x, y) til (2.1.1) svarer til &kvivalensklasser af
talA =x —yn' i I*med N(A) = k/a. Set K := /|ka]. | hver &kvivalensklasse, og specielt
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I hver &kvivalensklasse af tal A som opfylder N(1) = k/a, findes da pracis et tal A, som
opfylder ulighederne i (*). I hver ekvivalensklasse af lgsninger (x, y) til F(x, y) = k findes
altsd pracis en lgsning (x, y) saledes, at ulighederne i (*) er opfyldt for A = x — yn’.

Herer K = \/|ak| og al = a(x — yn’). Af @kvivalensen mellem betingelserne (i) og (iv)
i (2.1) falger, at den forste ulighed i (*) er opfyldt, hvis og kun hvis de to ferste uligheder i
(2.5.1) er opfyldt. Videre er ax = ax — y&' = ax + y(b + +/D)/2. Den anden ulighed i (*)
er altsa opfyldt, hvis og kun hvis

2ax + by + yvD
2

< Vlakle*,

altsd hvis og kun hvis den tredie ulighed i (2.5.1) er opfyldt.
@jensynlig er (2.5.2) en konsekvens af (2.5.1). 0

Korollar. Der er kun endelig mange (eventuelt ingen) akvivalensklasser at lgsninger til
ligningen (2.1.1), og de kan effektivt bestemmes.

Bevis. For hvert af de endelig mange hele tal y, som opfylder (2.5.2) er der naturligvis hgjst to
veerdier af x for hvilke ligningen er opfyldt. Af Seetningen falger derfor, at der kun er endelig
mange &kvivalensklasser. Mere precist, for at bestemme én lgsning i hver &kvivalensklasse,
bestemmes de heltalslgsninger (x, y) til ligningen, hvor y opfylder (2.5.2) og herfra bortkastes
de lgsninger, som ikke opfylder de to sidste uligheder i (2.5.1). 0

Eksempel. For polynomiet x2 —13y2 er D = 52, n = £ = +/13, og den positive grundenhed
er e, = 649 — 180+/13, jfr (1.9). I hgjresiden af (2.5.2) indgér faktoren 2/v/D - e;* =
1/4/13- (649 + 180+/13) ~ 360. For at indse, at den diofantiske ligning x2 — 13y? = 2 ikke
har lgsninger, er det altsd ,,nok* at efterprave med par (x, y), hvor 1 < y < 360+/2 ~ 509.

Bemarkning. Det er ikke sveert at vise folgende (for D > 0): Antag, at |k| < %@
Betragt en lgsning (x, y) til (2.1.1) i omradet, hvor y > 0 0og 2ax + by > 0. Daer x/y en
Farey-approximationtil n. Hvis y > 0, er x/y en konvergent mht til keedebrgksudviklingen
af n.

(2.6) Opgave. Betragt en lgsning (x, y) til (2.1.1), svarende til . = x — yn’ € I*, og en
lgsning (u, v) til den Pell’ske ligning x2 + bxy + acy? = 1, svarende til enheden ¢ = u — vé
i Z[£]. Hvilken lgsning (%, ¥) til (2.1.1) svarer sa til eA?



3. Klassetallet.

(3.1) Setup. | det falgende betragtes en kvadratisk talring R := Z[&], hvor & er rod i et
normeret andengradspolynomium,

X% +bX +oc,

med hele koefficienter saledes, at diskriminanten, D = b? — 4c, ikke er et kvadrat. Vi antager
mere precist, at roden er
_ —b++D

: 2

valgt som den starste af de to radder i det reelle tilfeelde og som roden i den gvre halvplan i
det imaginaere tilfelde. Som i det foregaende kan par (x, y) af hele tal identificeres med tal
x — y& i R. Talringen R, som kommutativ gruppe, er altsa et gitter med basis (1, —£). Vi
vil ofte regne i den ensorienterede basis (&, 1):

(3.2) Bemerkning. Deter veerd at notere, at den kvadratiske talring R = Z[&] kun afhaenger
af diskriminanten D. Diskriminanten er nemlig kongruent med 0 eller 1 modulo 4. Hvis D
er lige, har vi altsa en ligning D = —4cg, og hvis D er ulige har vi en ligning D = 1 — 4co.
Vi kan altsa entydigt skrive D = b(z) — 4cg, hvor by enten er O eller 1. @jensynlig er b = by

(mod 2). Er &g 1= (—bg +~/D) /2, sderaltsd & = & + h, hvor h = (bg — b) /2 er et helt tal.
Det falger, at Z[£] = Z[&o]; basen (£, 1) er endda ensorienteret med basen (&, 1).

(3.3) Lemma. Ethvert ideal a # (0) i R = Z|[&] er et gitter i C. Mere pracist gelder, at
idealerne forskellige fra (0) netop er gitrene af formen,

a=d¢& —1t,s)Z, (3.3.1)
hvord, s,t er hele talmedd > 1,s # 0, og s er divisori N(§ — t), dvs
2 +bt+c=0 (mods). (3.3.2)
Index af a i R er bestemt ved ligningen,
IR : a] = d?|s|. (3.3.3)

Tallet d > 1 er entydigt bestemt, og s er entydigt bestemt pa nar fortegn. I fremstillingen
(3.3.1) kan det antages, at 0 < t < |s|; med denne indskrankning er ogsd t entydigt bestemt.
Bevis. Som kommutativ gruppe er R fri af rang 2, med basis (&¢,1). Et ideal a # (0) er
specielt en undergruppe i R. Heraf falger som bekendt, at a er en fri gruppe af rang hgjst 2;

21
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mere pracist er det velkendt (og let at indse), at felgende fremgangsmade farer til en basis
for a: Betragt homomorfien a — 7Z givet ved

ué + v u. (3.3.4)

Vi bemarker forst, at der findes hele tal forskellige fra0 i a. Da a # (0), findes nemlig et
tal « # 01 a, og sa er N(a) = o'« et helt tal forskelligt fra 0 i a. Heraf fglger forst, at
homomorfien ikke er nul-afbildningen. Er nemlig u # O et helt tal i a, sa ligger £u i a, og ué
afbildes pa u ved homomorfien.

Billedet ved homomorfien er sdledes en undergruppe forskellig fra (0) i Z, og dermed af
formen dZ, hvor d > 1. Tallet d er specielt billede af et tal d& — ¢ i a. Betragt kernen for
homomorfien. Det er gjensynlig undergruppen a N Z af a. Ifglge bemaerkningen er kernen
altsd ikke (0). Den er derfor af formen sZ, hvor s # 0. Det falger nu, at (d& — ¢, s) er en
basis for a, altsa at

a=(d& —t,s)Z. (3.3.5)

Da aeretideal, er £s i a. Definitionen af d sikrer derfor, at s € dZ. Igen, da a er et ideal, er
E'(dg —t) = cd+ (—b —&)(—t) = t& + cd + bt i a. Igen sikrer definitionenafd, atr € dZ.
Tallene s, ¢ i (3.3.5) er altsa delelige med d. Altsa findes en fremstilling (3.3.1) af a.

Det pastas yderligere, at kongruensen i (3.3.2) er opfyldt. Da aer et ideal, ligger produktet
(' —1)d(& — 1) i a. Produkteter d N(& — 1) = d(t2 + bt + ¢), og det ligger i a, hvis og
kun hvis det er et multiplum af ds, alts& hvis og kun hvis 12 + bt + ¢ er et multiplum af
s. Altsa geelder kongruensen. Omvendt er det let at vise, at hvis kongruensen er opfyldt, sa
bestemmer hgjresiden af (3.3.1) et ideal.

Basen d(& — ¢, s) for a er bestemt ved basen (&, 1) for R ved matrixligningen,

()60 e

Af Elementardivisorseetningen falger derfor, at index |R : a| er den numeriske veerdi af
matricens determinant, og altsé lig med d?|s|.

I den fundne fremstilling (3.3.1) er d > 1. Fra den farste basisvektor kan vi trekke et
multiplum af den anden. Herved kan vi opng, at 0 < ¢ < |s|. Med denne indskraenkning
falger den anfarte entydighed af d, s og ¢ let. 0

(3.4) Definition. Talringen R = Z[&] er et gitter, og med valget af basen (¢, 1) er R endda
et orienteret gitter. Som orienterede gitre har vi ligningerne,

R=(¢1D2=01-9Z= (18N

Derimod bestemmer baserne (1, &) og (¢§/,1) den modsatte orientering. Af Lemma (3.3)
falger specielt, at idealerne forskellige fra (0) ligeledes er gitre. ldealer forskellige fra (0)
kan altsa orienteres. For et orienteret ideal a kan vi opna ligningen,

a=dE—t,5)7Z, (3.4.1)
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som en lighed mellem orienterede gitre ved blot at afpasse fortegnet pa s. Hereftererd > 1,
5,00t med0 <t < |s| entydigt bestemt. Determinanten af matricen i beviset for Lemma
(3.3) giver nu for det orienterede index,

(R :a) = d°s. (3.4.2)

(3.5) Idealer af givet index. Det fremgar af (3.4), at der kun er endelig mange orienterede
idealer af et givet index. Mere pracist, for at bestemme alle idealer af et givet index & # O,
betragtes de endelig mange faktoriseringer,

k = d®s, (3.5.1)
hvor d > 1, og for hver veerdi af s de endelig mange verdier t med 0 < ¢ < |s| 0g
2 +bt+c=0 (mods). (3.5.2)
De orienterede idealer af index k er sa netop gitrene,
a=d(E—t,s5)Z. (3.5.3)

Ofte er man mest interesseret i primitive idealer, dvs orienterede idealer a, hvor tallet d
i fremstillingen (3.5.3) er lig med 1. Primitive idealer af index k svarer altsa bijektivt til
lasninger (modulo k) til kongruensen,

> +bt+c=0 (mod k). (3.5.4)

For hver lgsning ¢, er ogsa r := —b — ¢t en lgsning (den konjugerede lgsning), og idealet
(¢ — 1, k) har altsa ligeledes index k. De to idealer (¢ — ¢, k) og (¢ — 7, k) er i gvrigt ens,
netopnarf =t (mod k), dvs 2t +b = 0 (mod k), og det medfarer,at D = 0 (mod k). Det
skal understreges, at hvis modulus & ikke (numerisk) er et primtal, kan kongruensen (3.5.4)
have flere end to lgsninger.

@jensynlig er 4(2 + bt + ac) = (2t + b)?> — D. Hvis r er en lgsning til (3.5.4), er alts&
u ‘= 2t + b en lgsning til kongruensen,

u>=D (mod 4k). (3.5.5)

Omvendt, hvis u er en lgsning til (3.5.5), sa er specielt u = D (mod 2), og dermed u = b
(mod 2). Altsderu =2t +bmedt € Z, og t er en lgsning til (3.5.4). Bemark, at de to
lgsninger u og u + 2k til (3.5.5) herved svarer til samme lgsning til (3.5.4).

Hvis k er ulige, eller D er lige, eller, mere generelt, hvis kongruensen 2b9 = b (mod k)
har en lgsning bg, er kongruensen (3.5.4) gjensynlig ensbetydende med kongruensen,

(t + bo)> =b5 — ¢ (mod k). (3.5.6)

Specielt fglger det, nar & er ulige, at kongruensen (3.5.4) kan lgses netop nar D modulo k
er et kvadrat, og at lgsninger svarer til , kvadratradder modulo k* af diskriminanten D. Nar
modulus k& numerisk er et primtal p, kan eksistensen af sddanne kvadratradder afgares ved
hjaelp af det sdkaldte reciprocitetssymbol (%) som vi behandler i et appendix.
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(3.6) Eksempel. Lad os betragte de orienterede idealer af index —12 i Z[+/13]. Der er to
faktoriseringer, —12 = 12 . (—12) og —12 = 22 . (—3). Til den farste faktorisering betragtes
kongruensen,

> =13 (mod 12), (3.6.1)

der er &kvivalent med kongruenserne,
=13 (mod 4), *=13 (mod 3).

Den sidste kongruens har lgsningerne ¢+ = 1, 2, og kongruensen (3.6.1) har derfor lgsningerne
t =1,5,7,11. Der er altsd 4 primitive idealer af index —12, med baser:

(V13-1,-12), (V13-5,-12), (V13-7,-12), (~/13—11,-12).
Desuden er der 2 ikke-primitive idealer af index —12, med baser:
2(/13-1,-3), 2(v/13-2,-3).

(3.7) Orienterede hovedidealer. Etideal a i R er som bekendt et hovedideal, hvis der findes
ettal @ € R saledes, at
a=aR. (3.7.1)

Antag @ # 0. Da R er et orienteret gitter, er « R igen et orienteret gitter. Et orienteret ideal
af formen o R kaldes et orienteret hovedideal. Bemark sprogbrugen: et hovedideal a, som
er orienteret, er ikke ngdvendigvis et orienteret hovedideal; det er et krav, at der findes et tal
a € R sdledes, at (3.7.1) er en lighed mellem orienterede gitre. Et sddant « kaldes ogsa en
orienteret frembringer for a.

Antag, at « = x — yé& er forskellig fra 0. Det orienterede ideal « R har basis («&, ), 0g
aé = (x — y€)E = (x + by)& + cy. Vi har altsa matrixligningen,

ak\ _(x+by cy &

a | -y X 1)
Determinanten af matricen er (x + by)x + cy? = x? + bxy + c¢y?, altsd netop normen af «.
For det orienterede index far vi defor ligningen,

(R: aR) = N(a). (3.7.2)

For et orienteret ideal a betegner vi med a°P idealet med den modsatte orientering. Natur-
ligvis er a og a°P det samme ideal, men for det orienterede index er (R : a°®) = —(R : a).
Antag, at a er et orienteret hovedideal med orienteret frembringer «. De @vrige frembringere
for idealet a er da tallene e« hvor ¢ er en enhed i R. Det falger, fx af (3.7.2), at a°P = caR,
hvis og kun hvis N(¢) = —1. Det modsat orienterede ideal a® har altsa en orienteret frem-
bringer, hvis og kun hvis der findes en enhed ¢ € R med N(g) = —1, altsa hvis og kun hvis
den ikke-Pell’ske ligning har lgsninger.
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(3.8) Lemma. To orienterede idealer a og b i R = Z[&] er similare, hvis og kun hvis der
findes tal « og B forskellige fraQ i R saledes, at

Ba = ab. (3.8.1)

Bevis. Vi bemarker farst, at hvis a £ (0) er et ideal og A er et komplekst tal sdledes, at
Ara C R, sd ligger » ngdvendigvis i legemet Q[£]. Idealet indeholder nemlig et tal  # 0,
og af den antagne inklusion falger specielt, at 8 := A« ligger i R. Altsé ligger A = B/a i
(brgk)legemet Q[£].

Antag nu farst, at a og b er similere, altsd at b = Aa med et komplekst tal A # 0. Ifglge
bemerkningen kan vi skrive A = S/«a, hvor «, 8 er tal forskellige fra 0 i R. Ligningen
b = Lagiver nu, ved multiplikation med «, ligningen (3.8.1). Omvendt er det klart, at (3.8.1)
medfarer, at a og b er similare. 0

(3.9) Definition. Akvivalensklasser af orienterede idealer i R = Z[&] modulo similaritet
kaldes orienterede idealklasser. Antallet af orienterede idealklasser (vi viser om lidt, at det
er endeligt) kaldes det orienterede klassetal, og det betegnes 4™ (D). Akvivalensklasser af
idealer modulo ikke-orienteret similaritet kaldes blot idealklasser. Antallet er klassetallet,
betegnet 4 (D).

I det imaginere tilfelde er orientering ikke interessant. Hvert ideal i R er nemlig et
imagineert gitter, og det har derfor kanonisk en positiv 0og en negativ orientering. Da & er valgt
i den gvre halvplan er basen (&, 1) negativt orienteret; denne orientering vil for os vere den
kanoniske orientering af et imaginert gitter. Gitteret pa hgjresiden af (3.4.1) er gjensynlig
kanonisk orienteret, netop nar s > 0. To imaginare gitre er som bekendt ikke-orienteret
similaere, hvis og kun hvis de med den kanoniske orientering er similere. Heraf ses, at i en
given orienteret idealklasse er enten alle idealerne positivt orienterede eller alle idealerene er
negativt orienterede. Hver idealklasse bestemmer séledes to orienterede idealklasser. 1 det
imaginaere tilfeelde har vi altsa trivielt ligningen,

ht (D) =2 h(D).

En af de orienterede idealklasser bestar af de orienterede idealer, der er simileere med R.
Hvis AR C R, sd er specielt A1 € R, altsd A € R. Denne klasse bestar altsé af de orienterede
hovedidealer. Tilsvarende udger hovedidealerne forskellige fra (0) én klasse. Ligningen
h(D) = 1 udsiger alts3, at alle idealer i R er hovedidealer, altsa at R er et hovedidealomrade.

For at bevise endeligheden af klassetallene betragtes delmangden Q (D) af Q[£] bestdende
af alle tal af formen,
E—t

’
s

hvor t og s # 0 er hele tal, og s er divisor i normen af teelleren, dvs

2 +bt+c=0 (mods). (3.9.1)
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Tallene i Q(D) vil vi kalde rgdder hgrende til diskriminanten D.

Det fremgar af Lemma (3.3), og (3.4), at der til hver rod = = (¢ — t)/s harer et orienteret
ideal i R, nemlig idealet (¢ — ¢, s)Z; omvendt, hvis (t, w) er en basis som i (3.4.1) for et
orienteretideal a, sder r/w = (£ —t)/s enrod. Afentydighedsovervejelserne omkringd, s, t
falger, at vi endda kan definere en ,kanonisk rod“ z, hgrende til hvert orienteret ideal. Det
folger af et velkendt (trivielt) resultat om gitre, at to orienterede idealer er simileere, hvis og
hvis de tilhgrende rgdder er similere. Tilsvarende er to idealer ikke-orienteret similaere, hvis
og kun hvis de tilsvarende rgdder er svagt simileere. Orienterede idealklasser svarer derfor
bijektivt til &kvivalenklasser af redder modulo similaritet, og idealklasser svarer bijektivt til
klasser af rgdder modulo svag similaritet.

Antag, at t = (¢ —r)/s. Det falger umiddelbart, at t + x, for et helt tal x, igen er en rod.

Videre er /
l: s :s(é—t): E+b+t . (39.2)
t &—t NE-1) —NE-1)/s
Da t erenrod, er nevneren, — N(&§ —1)/s, ethelttal, og teelleren & + b+t = —(§' — 1) =
—(& — 1) har gjensynlig normen N (& —t), som er delelig med navneren —N (§ — 1) /s. Det
reciprokke tal 1/7 er altsd igen en rod. Trivielt er ogsd —t en rod. Heraf falger specielt, at
enhver keedebrgksrest 7, af T (bade i det reelle og i det imaginare tilfaelde) igen er en rod.
Af Elementardivisorsatningen faglger endda, at hvis S er en vilkarlig matrix i GL2(Z), sa er
S(t) en rod.
I det imaginere tilfeelde kan vi ngjes med at betragte redder 7 i den gvre halvplan. Da er
7 simileer med enhver af sine rester 7, (ved den irreguleere kedebrgksudvikling), og blandt
resterne findes én reduceret. | det reelle tilfelde er T svagt simileer med enhver af sine rester
7, (ved den regulere kaedebragksudvikling), og simileer med enhver af de ,lige* rester t2,.
Yderligere er rgdderne t naturligvis kvadratiske tal, og resten t,, et reduceret kvadratiske tal,
nar n > 0. Endeligheden af klassetallene, bade i det reelle og det imaginzre tilfelde, er
derfor en konsekvens af fglgende:

Resultat. Der er kun endelig mange reducerede rédder i Q(D).
| det folgende efterviser vi resultatet, og viser samtidig hvorledes klassetallene (for nume-
risk sma veerdier af D) kan beregnes.

(3.10) Det reelle tilfeelde. I det reelle tilfelde kaldes et kvadratisk tal r som bekendt reduceret,
hvis0 < 7 < 1ogt’ < —1. Antag, at tallet har forment = (¢ —t)/s, hvors # 0 0g ¢
er hele tal. Hvis 7 er reduceret, s& falgeraf 0 < togl < —t/,atl < v — v/ = V/D/s, at
navneren s er positiv; herefter kan betingelserne pa r pa multipliceres med s og omformes
til falgende:

—b/2<t<& E—t<s<t—¢& (3.10.1)

(Bemerk, at uligheden —b/2 < t er en konsekvens af de gvrige: af&§ —¢r < s <t — &’ falger
specielt, at 2t > & + & = —b). Omvendt, af (3.10.2) falger, at0 < & — ¢ < s; altsd er s
positiv, og ulighederne i (3.10.2) kan omformes til betingelserne pd 7. Tallet T = (§ — 1) /s
er altsa reduceret, hvis og kun hvis (3.10.1) er opfyldt.
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Bemaerk, at ulighederne i (3.10.2), med grenserne udtrykkt ved /D, har formen,

b b D D b D b
—§<t<—§+\/2—_, £———t<s<£—|———|—t. (3.10.2)

Af betingelserne fremgar, at der kun er endelig mange reducerede tal af formen r =
(¢ —t)/s: Den farst betingelse i (3.10.1) giver endelig mange muligheder for ¢, og for hver
af dem giver den anden betingelse endelig mange muligheder for s. For at et sddant bestemt
tal T = (£ — s) /¢ skal veere en rod, kraeves ogsa kongruensbetingelsen i (3.9.1), altsa at s er
en divisor i 2 + bt + c.

| praksis bestemmes de reducerede rgdder altsa ved at sgge de hele tal ¢, som opfylder den
forste betingelse i (3.10.1), og for enhvert s&dant ¢ at sgge de positive divisorer s i £2 + bt +c,
som opfylder den anden betingelse.

Blandt de reducerede rgdder er similaritet og svag similaritet simpelt: De reducerede red-
der, som er simileere med en given reduceret rod t er netop de lige rester 7,,,. Delmangder
af Q(D) bestaende af en reduceret rod og alle dens lige rester svarer altsa bijektivt til orien-
terede idealklasser. Tilsvarende svarer idealklasser bijektivt til delmeaengder bestaende af en
reduceretrod og alle dens rester. Som bekendt er maengden af lige rester af en given reduceret
rod 7 er lig med mangden af alle rester af z, hvis og kun hvis periodelaengden for ¢ er ulige.

(3.11) Det imagineere tilfeelde. | det imaginere tilfelde kan vi blot betragte rgdder i den
gvre halvplan. Et rod t kaldes som bekendt reduceret, hvis den ligger i det velkendte funda-
mentalomrade F, dvs hvis

—3<Mer <3,  Itl=1L

desuden kreeves, hvis || = 1, at Ret < 0. Fort = (¢ —t)/sers > 1, da t ligger i den
gvre halvplan. Videreer |& — 7|2 = N(& — 1) = 1% + bt + ¢, s& ulighederne er ensbetydende

med fglgende:
s . b o s
—5 < >S5
2 2 2
desuden kreeves, hvis lighed gaelder i den sidste ulighed, at r + %b > 0. Af omskrivningen
12 + bt +c = (t + 3b)? — D/4 folger, at s> < s2/4 — D/4. Altsi er

s2 <12 4 bt + ¢ (3.11.1)

1<s< —|§| , (3.11.2)
og nu medfgrer de farste uligheder i (3.11.1) at
b |D|
| </—=. 3.11.3
3B (3.11.3)

Det er klart, at (3.11.2) og (3.11.3) kun er opfyldt for endelig mange heltalspar (s, 7).
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I praksis bestemmes de reducerede rgdder ved at sgge de tal #, som opfylder (3.11.3), og
for hver af dem sgge de positive divisorer s i 12 + b + ¢, som opfylder (3.11.1).

Blandt de reducerede rgdder er similaritet blot lighed. Det orienterede klassetal 2+ (D) er
lig med 2h(D), og h(D) er antallet af reducerede rgdder (i den gvre halvplan).

Bemark, at betingelserne i (3.11.1) ,,naesten” er invariante under substitutionen ¢ > 7,
hvor 7 := —b — t. Lasninger vil sdledes ofte forekomme parvis: med (s, t) 0ogsa (s, 7). Hvis
lighed geelder i en af de to ,blade uligheder i (3.11.1), sa er (s, f) dog ikke en lgsning, og
hvis  + 36 = 0 (her m& D veere lige), sder 7 = .

(3.12) Eksempel. Polynomiet x2 — 13 har diskriminant D = 52, og & = +/13. Betragt en
reduceret rod T = (+/13 — 1) /s. Ifalge den farste ulighed i (3.10.1) er 0 < ¢ < /13, alts&
1 <t < 3, og for hver af disse tre veerdier af ¢ er

x/l_3—t<s<\/l_3+t.

Desuden er s divisor i r2 — 13. For t = 1 f& mulighederne s = 3, 4, som begge er divisorer
i12 — 13 = —12. Forr = 2 f&s s = 2, 3,4, 5; heraf er kun s = 3 divisori 22 — 13 = —9.
Forr =3fdss =1,...,6; heraferkuns = 1, 2, 4 divisorer i 32 — 13 = —4. Der er saledes
6 reducerede rgdder, svarende til parrene (3, 1), (4,1), (3,2), (1,3), (2,3) og (4, 3). Det
farste par svarer til roden T = (v/13 — 1)/3. Her finder vi,

V13 -1

T=1= ;
3

1 3 V13+1 /13 -3
0 4/13-1 4 4
1 4 V1343 /13 -3
71 4/13-3 1 1
1 1 V1343 V13 -1
2 4/13-3 4 4
1__ 4 _VB41_ VI8-2
3 J13-1 3 3
1 3 V1342 v/13 -1
T4 /132 3 3

Det ses, at 15 = 10, S& keedebrgksudviklingen er periodisk med periode 5. De fem rester
T = 10, T1, T2, T3, T4 €r (n@dvendigvis) fem af de seks reducerede rgdder. Den sidste svarer
til parret (s, 7) = (2, 3) og er alts& roden 5 := (+/13 — 3)/2. Her ma vi ngdvendigvis have

n=mno=mn1=---,1overensstemmelse med udregningen,
V13-3
n=no= 2 ;
1__ 2 _Y18+3 ., Vi3-3

n  +/13—3 2 2
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Der er altsa to klasser af svagt simileere reducerede rgdder. Da periodeleengden i begge
klasser er ulige, er de to klasser ogsa de to klasser af similzre reducerede redder. Vi har altsa
h*(52) = h(52) = 2. Det fremgar specielt, at Z[+/13] ikke er et hovedidealomrade.

(3.13) Eksempel. Polynomiet x? + 6 har diskriminant D = —24, og & = /—6. Betragt
en reduceret rod r = (~/—6 — t)/s. Af uligheden (3.11.3) falger, at |r] < /2. Altsd at
t = —1,0, 1. Videre skal s veere divisor i 12 + 6 0g s* < 12 + 6. For t = 0 f&s mulighederne
s =1, 2, og for t+ = 41 fas kun muligheden s = 1. Det sidste er udelukket ifalge den farste
ulighed i (3.11.1). De reducerede radder er altsd ~/—6 og +/—6/2. Falgelig er h(—24) = 2.

(3.14) Eksempel. De lige negative diskriminanter D = —4c hgrer til polynomierne X2 + ¢
(hvor b = 0). Specielt ses, for D = —4 og D = —8, at uligheden (3.11.3) medfarer ¢+ = 0;
videre medfarer den anden ulighed i (3.11.1), at s> < c (0g ¢ = 1,2). Altsder s = 1.
For D = —4 og D = —8 er der er altsa kun én reduceret rod. Fglgelig er 7(—4) = 1 og
h(—8) = 1. Talringene Z[i] og Z[i /2] er alts hovedidealomrader.

De ulige negative diskriminanter D = 1 — 4c¢ forc = 1,2, ... er diskriminanterne for
polynomierne X2 + X + c. Betragt specielt falgende diskriminanter,

-3, -7, -11, -19, -43, -—-67, -163,

svarende til
c=1,2,3,5,11,17,41.

For hver af disse verdier af c er det let at efterprave, at alle tallene 12 + ¢ + ¢, for et 7 der
opfylder uligheden (3.11.3), er primtal. For eksempel er hgjresiden i (3.11.3) for ¢ = 41
lig med /163712 < 4; uligheden er alts uligheden | + | < £, som giver mulighederne
t =—4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3. Veerdien t2 4t + 41 &ndres ikke, nér ¢ erstattes med —1 — 7.
Det er altsa nok at betragte r = 0, 1, 2, 3, hvor vaerdierneer 0+0+41 = 41, 1+ 1441 = 43,
442+ 41 = 47,09 9+ 3+ 41 = 53, som alle er primtal. [Tilfeldet ¢ = 1 kraever en
serbehandling!]

For hver af disse verdier af 7 sages en divisor s i 2 + ¢ + ¢, med s2 < 12 + ¢ + ¢ ifolge
(3.11.1). Dar? + ¢ + c er et primtal, m& vi have s = 1. Herefter viser den farste ulighed i
(3.11.1), at+ = 0. Der er saledes kun én reduceret rod, nemlig &£. Heraf falger, for de angivne
veerdier af D, at h(D) = 1. De tilsvarende kvadratiske talringe er altsa hovedidealomrader.
Man kan vise, at der ikke er andre imaginere kvadratiske talringe end de navnte, som er
hovedidealomrader.
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4. Keedebrgksmetoden.
(4.1) Setup. Vi betragter igen den diofantiske ligning,
F(x,y) = ax? + bxy + cy2 =k, (4.1.1)

og beskriver her en metode, som i et begranset antal skridt leder til en bestemmelse af én
lgsning i hver &kvivalensklasse. | gvrigt bibeholder vi notationen fra (1.1). Tallet &€ = an
er rod i polynomiet X2 + bX + ac, og bestemmer alts& en kvadratisk talring R = Z[£].
Undergruppen I* af Q[n] blev introduceret i (2.1); den bestar af tallene af formen,

A=x—yn, medx,yeZ.
Vi s, at lgsninger (x, y) til den diofantiske ligning svarer bijektivt til tal A = x — yn' i I'*,
som opfylder N(A) = k/a. AEkvivalenklasser af lgsninger (x, y) svarer til &kvivalensklasser

aftal A i I*.
Talringen R er et orienteret gitter,

R=(@1,-&7Z=(&,1)Z.
I det falgende betegner vi med I det orienterede gitter,
I:= (Cl, _S)Z = (S’ CZ)Z

@jensynliger I € R. Normenaf & erac, somer deleligmed a. Af (3.3) (eller direkte) falger,
at 7 er et orienteret ideal i R.

(4.2) Lemma. Lad X vere et komplekst tal forskelligt fra 0. Da geelder:
rel* < Al CR. (4.2.1)
Forettal . = x — yn' # 01 I* er Al et orienteret ideal i R af (orienteret) index,
(R:AI)=F(x,y) =aN(). (4.2.2)

Hyvis koefficienterne a, b og c¢ er primiske, da gelder for to tal A £0 ogh # 01lI* at de
orienterede idealer LI og LI er ens, hvis og kun hvis tallene A og A er &kvivalente.

Bevis. ldealet 7 har basen (&, a). Vi har derfor A C R, hvisog kunhvisAé € Rog Aa € R.
Hvis A1 C R, sa ligger A = (Aa)/a specielt i legemet Q[n]; altsa findes en fremstilling,

r=x—yn, hvorx,yeQ. (4.2.3)

Tallet A ligger i I*, hvis og kun hvis der findes en fremstilling (4.2.3) med x, y € Z. | beviset
for (4.2.1) kan vi derfor antage, at X er et tal af formen (4.2.3).
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Daan’ =& og &€&’ =ac,er xé = (x — yn')é = x€ — yc, altsd

AE =x&E —cy. (4.2.4)
Daan' =& =—b—&,eria = (x — yn')a = xa + yb + y&, altsd
ra = y€ 4+ ax + by. (4.2.5)

Tallene x og y er koefficienterne til £ pa hgjresiderne. Det fremgar derfor umiddelbart, at
Al C R, hvis og kun hvis tallene x og y er hele, dvs hvis og kun hvis 1 € I'*.

Antag, at > € I*. Daer Al C R, og Al eretideal, fordi I er et ideal. Yderligere er basen
(A&, Aa) for 11, ifelge (4.2.4) og (4.2.5), givet ud fra basen (&, 1) for R ved matrixligningen,

EY_(x —coy £
()= ) () 029

Matricen har determinant ax? + bxy + cy? = F(x, y) = aN()). Alts& gaelder (4.2.2).
Betragt nuto tal 1 og A forskellige fra0i I*. Huvis tallene er &kvivalente, alts3 & = ¢, hvor
¢ erenenhed medN(e) = 1, sé er gjensynlig A/ = A1 som orienterede gitre. Antag omvendt,
atil = A, og at koefficienterne a, b, ¢ er primiske. Kvotienten ¢ := X/A ligger i legemet
QIn] = QI[&]. Deter nok at vise, at ¢ € Z[&], thi det falger af (4.2.2), at N(1) = N(eA), 0g
heraf fas N(A) = N(e) N(1), og altsa N(¢) = 1.
Da ¢ € Q[£], findes en fremstilling,

& =u — v§,

med rationale tal u, v € Q. Det skal vises, at u, v € Z. Ifglge antagelsen er eAl = AI, 0g
heraf fglger 1 = 1. Tallene & og a ligger altsd i 1. Vi har

e€ = uk — vE? = (u + bv)é + cva, ca = —av€ + ua.

Da €& og ea ligger i 1, viser ligningerne, at koefficienterne, u + bv, cv, —av 0g u, er hele
tal. Heraf ses farst, at u er et helt tal, og dernast, at tallene av, bv og cv er hele. Da a, b, ¢
er primiske, fglger det, at v er et helt tal.

Hermed er Lemmaet bevist. 0

(4.3) Strategi. Lemma (4.2) er basis for fglgende lgsningsstrategi: Vi kan antage, at & # 0,
idet ligningen for k = 0 kun har lgsningen (x, y) = (0,0). Yderligere kan det antages, at
koefficienternea, b, c er primiske, jfr (2.3). Aflemmaetfalger, atder er en bijektiv forbindelse
mellem lgsninger til ligningen og komplekse tal A for hvilke A7 er et ideal i R, af orienteret
index lig med k. Yderligere galder, at A og A svarer til @kvivalente lgsninger, hvis og kun
hvis Al = Al. Et orienteret ideal a i R har formen A1, hvis og kun hvis a er similaert med 1.
Herefter er strategien falgende:

(1) Bestem samtlige orienterede idealer a i R af orienteret index k.

(2) Afgar for hvert af disse orienterede idealer a, om a er similart med 1.

(3) Bestem, nar a er similzrt med I, et tal A saledes, ata = Al.

Det folger af Lemmaet, at hvert A bestemt i (3) har formen A = x — y»’, hvor (x, y) er
en heltalslgsning til (4.1.1), og at der herved bestemmes en lgsning i hver &kvivalensklasse.
Specielt, hvis der ikke findes orienterede idealer af index k& i R, eller hvis ingen orienterede
idealer af index k er simileere med 7, har ligningen ingen lgsninger.
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(4.4) Farste skridt. Det fglger af Lemma (3.3), at for et givet k£ # 0 er der kun endelig mange
orienterede idealer af index k. Mere praecist, for at bestemme dem betragtes de endelig mange
faktoriseringer,

k = d°s, (4.4.1)

hvor d > 1, og for hver veerdi af s de endelig mange verdier af t med 0 < ¢ < |s| 0g
12 +bt +ac=0 (mod s). (4.4.2)
De orienterede idealer af index k er sa netop gitrene,
a=dE—1,5)7. (4.4.3)

Lemma. Antag forh =x — yn' iI* atAl = a=d(& —s,t)Z. Daerd den stgrste fzlles
divisor for x og y.

Bevis. Det fremgar af (beviset for) Lemma (3.2), at tallet &, for et givet ideal a, er frembrin-
geren for billedgruppen for homomorfien a — 7Z bestemt ved vé + u +— v. Af (4.2.4) og
(4.2.5) falger, at for a = AI er billedgruppen frembragt af x og y. Billedgruppen er altsa
frembragt af den starste feelles divisor for x og y. Hermed er Lemmaet bevist. 0

Af lemmaet falger, at hvis idealet (4.4.3) er similaert med 7, sa vil den tilhgrende &kviva-
lensklasse bestd af lgsninger (x, y), hvor d er den starste falles divisor for x, y. Specielt ses,
at idealer af formen (4.4.3) med d = 1, dvs primitive idealer, svarer til eventuelle primitive
lgsninger, dvs lgsninger hvor x og y er primiske. Eventuelle primitive lgsninger bestemmes
altsd ved at lgse kongruensen (4.4.2) for s =k,

> +bt +ac=0 (mod k). (4.4.4)

Antag, at a er divisor i b, alts at tallet n = —b/a — n’ ligger i I*. Det falger sa, at for
hverttal A = x — yn’ i I* ligger ogsd A’ = x — yn = (x + yb/a) + yn' i I*. @jensynlig er
N(L) = N(1/). For hver lgsning (x, y) til ligningen er altsd ogsa (x + yb/a, —y) en lgsning,
kaldet den konjugerede lgsning.

@jensynliger —&’ =& +b =& + (b/a)a. Det folger, at I = (&', a)Z. Altsa er

NI = (=NE, Na)Z.

En orienteret basis for A'I fas altsa fra en orienteret basis for A/ ved farst at konjugere
og dernaest skifte orientering. Hvis idealet d(¢é — ¢, s)Z svarer til en lgsning (x, y), altsa
d( —t,5)7Z = Al med A, = x — yn’, sa fremkommer den konjugerede lgsning altsa fra
idealet \'I = d(t — &',5)Z = d(& — t,s5)Z, hvor t := —b — t. @jensynlig er 7 den til ¢
~konjugerede* lgsning til kongruensen (4.4.2).
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(4.5) Andet skridt. Similaritet af orienterede idealer kan afgeres ud fra redderne. Til idealet
I hgrer roden

11 =§/a=n,

ogtil idealet ai(4.4.3) hgrerrodent = v, = (€ —1)/s. Af(3.9) fremgar, at a og 7 er similere,
hvis og kun hvis rgdderne T og n er simileere. Det sidste kan afgeres ud fra kaeedebrgksresterne:
I det reelle tilfeelde er T og n similaere, hvis og kun hvis der blandt resterne findes en ligning
T, = nm, Nvor h 0g m har samme paritet. | det imaginare tilfeelde er betingelsen, at t og n
har den samme reducerede rest, eller &kvivalent, at der findes en ligning t;, = n,,.

(4.6) Tredie skridt. Antag, at der er bestemt en matrix U € SL,(Z) saledes, at n = U (7).
Da er a simileer med 7, og den sggte proportionalitetsfaktor A bestemmes af ligningen,

§ §—1
(5 =au(557). .

Bemark, at X er ,,overbestemt” ved ligningen, idet A fx kan bestemmes ved lighed mellem
farste- eller anden-koordinaterne. Alternativt, med . = x — yn’, kan vi direkte bestemme
x, y ved at sammenligne koefficienterne til £. Pa venstresiden far vi, jfr (4.2.6), sgjlen ()y‘)
og pa hgjresiden far vi gjensynlig farste sgjle i matricen dU. Ligningen (4.6.1) bestemmer

altsd lgsningen,
X 1
(+) =av(2). w52

Kadebrgksudviklingerne (den regulere i det reelle tilfeelde og den irreguleere i det imaginere
tilfaelde) giver ogsa en sddan matrix U. Der findes nemlig relationer,

T\ Th ny . Nm
D) ()-s(r) e
hvor T, og S, er keedebrgksmatricerne hgrende til T og . Ligningen t;, = n,, (hvor & og m
har samme paritet i det reelle tilfelde) giver derfor relationen (4.6.1) med U := S,,Tj; 1, og

y 0 ) e

Matricen Ty, har determinant £1. Det er derfor umiddelbart at bestemme den farste sgjle i
73,1 udfra den anden raekke i 7j,.

(4.7) Bemeerkning. Det skal understreges, at bestemmelsen af lgsningen (x, y) i Tredie
Skridt, (4.6.2), alene bygger pa en ligning n = U(z), hvor U € SL2(Z). | (4.6.4) er en sadan
matrix U = S,, T ! bestemt ved kadebrgksmatricerne for n og , men der kan naturligvis
veere andre muligheder.

I det reelle tilfeelde kan man af og til skaffe sige en matrix med numerisk mindre ko-
efficienter end dem der indgér i S,,T; 1. Metoden er folgende: Betragt et index m, med
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no < m < n1, hvor ng + 1 er periodestarten og n1 — ng er periodelengden for . Vi har altsa
Nng = Nny. FOr keedebrgksmatricerne S, for n har vi forn < m, at S, = S, S n, hvor

0 1 0 1
Sm,n—(l )Cm+1>'”(l )Cn)'

@jensynlig er (”i") ~ Sm.n (”l” ) Da nn, = 0y, farvi, forn :=ny,

(Z) ~ Sno (nz()) = Sno (77111> ~ SnoSn:}zl (77111> = Sm (Z) ) (4-7-1)

hvor S, = S, 5,1, altsd

m,ny’

- _ —xp, 1 - 1
S, ;:Snosm}llzgno( )lcnl 0)( XTH 0>'

@jensynlig er det S, = (—1)"0tm—m = (—1)! det S,,, hvor [ er periodelengden af 7.
Antag, at der er fundet en rest 7, med n,, = t,. Af (4.7.1) far vi, ganske som i (4.6),

ligningenn = U(t) med U = §,, T L. Herafses: Hvis! er lige, og i 0g m har samme paritet,

sa har matricen U determinant +1; i formlen (4.6.4) kan vi altsa erstatte S,, med Sy Hvis

er ulige, og 4 og m er af modsat paritet, sa har matricen U ligeledes determinent 41, sa ogsa

i dette tilfelde kan vi bruge (4.6.4) med S,, for S,,. (Hvis [ er lige, og 2 og m er af modsat

paritet, kan vi hverken bruge S, 7j; 1 eller S, 7 1 begge matricerne har determinanten —1.)
For matricerne S,, har vi

o ﬁm—l ﬁm P —Xm+1 1
S, = - - =S .
" (qm_1 Gm ) s ( 1 0)
Heraf far vi en , baglaens” rekursionsformel for koefficienterne,

Di—1 = —Xi4+1Di + Di+1, Gi—1 = —Xi+1qi + qi+1; (4.7.2)

udgangsverdierne er S,; = Suo, AVS (Pui—1, Pny) = (Png—1, Png) 09 (Gni—1,Gny) =
(Gno—1, qno)-

(4.8) Bemaerkning. Som bekendt siges ringen R at vere et hovedidealomrade, hvis ethvert
(uorienteret) ideal a i R er af formen a = AR med et tal » i R. Betingelsen er gjensynlig
&kvivalent med folgende: Ethvert ideal a # (0) er med en af sine to orienteringer similaert
med R. Antag, at ringen R = Z[&] er et hovedidealomrade. Lad d (¢ — ¢, s) veere et ideal af
index k, hvor alts& k = ds, og ¢ tilfredstiller kongruensen,

2 +bt+ac=0 (mods).

Mindst et af de to orienterede idealer a = d(¢ — ¢, s)Z 0g a®® = d (¢ — t, —s)7Z vil sa vaere
similert med 7. Enten vil altsa det farste ideal svare til en lgsning til F(x, y) = k eller det
andet ideal (som har index —k) vil svare til en lgsning til F(x, y) = —k. | det imaginare
tilfeelde er det klart, hvilken af de to muligheder, der foreligger. 1 det reelle tilfeelde foreligger
de begge, hvis den ikke-Pell’ske ligning x2 4+ bxy + acy? = —1 har Igsninger.
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(4.9) Eksempel. Lgs ligningen 4x? 4+ 2xy — 3y? = 23. Herer D = 52, og

13-1
Pfi,gm@%

Der er kun én faktorisering: 23 = 12.23. Altsder s = k = 23. Kongruensen 12 +2¢r — 12 =

(t +1)%2 — 13 =0 (mod 23) har de to lgsninger s + 1 = +6, altsd r = 509+t = —7 = 16.

Der er derfor 2 orienterede idealer af index 23 i Z[£], med baserne (¢ —5, 23) og (¢ — 16, 23).
Andet skridt: Tallet n har keedebrgksudviklingen bestemt ved

V13—-1 V13 -1
4 4

4 13+1 13-2

1/n0 = =\/_+ =l+\/_ ;
J13 -1 3 3

3 13+ 2 13-1

1/m = =\/_+ =l+\/_ ;
V13 -2 3 3

3 13+1 13-3
1/n2 = =\/—+ =l+\/_
J13—1 4 4

4 13+3 13 -3

1/ = _ Y3 V18-S,
J13 -3 1 1

1 13+3 13-1

1/n4 = =\/—+ =l+\/— .
J13 -3 4 4

Det fremgar, at 75 = n = 1o, sa periodelaeengden er 5. For n far vi tabellen,

n: n|-=110]1 2|3 |4|5]6
Xn o(1/1}1|6|1]|1
pn| 110|211 |2 |13]15]|28
go| 0| 1 | 1] 2| 3]20|23|43

Det farste ideal har roden r = (¢ — 5)/23 = (/13 — 6)/23. Her fas:

V13 -6 V13 + 17
T = =14 —7
23 23
23 V13 - 17 V13 -5
1/70 = = =1+ ;
V13417 —12 —12
—12 V13 +5 /13 -3
1/t1 = = i =8+ .
v13-5 1 1

Det ses, at o = n4. Det farste ideal er derfor simileert med 1.
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Tredie skridt: Til bestemmelse af matricen 7> hgrende til ¢ har vi tabellen,

t: n|=-1]0]| 1|2
Xn -1 1| 8
gu| 0O | 1| 1] 9

Nederste reekke i 7> er altsd (1 9), og matricen S, fremgar af tabellen for . Formel (4.6.4)

giver altsa lgsningen,

(;

)

(

2 13
3 20

)

9
-1

)

-(3).

Det andet ideal har roden r = (¢ — 16)/23 = (/13 — 17)/23. Her fés:

V13 -17 V13+6
23 23
23 13-6 13-4
1/70 = = V13 =2+ Vi3 ;
V13 +6 -1 -1
-1 13+ 4 13-2
1/t = = VI3 + =2+ VI3 )
V13-4 3 3
Det ses, at 7o = n1 = ng. Ogsa det andet ideal er derfor simileert med 7. For dette © far vi
tabellen,
t: n|-1]{0 1] 2
Xn -1 2| 2
gn| 0 | 1| 2 | 5

Nederste reekke i T; er altsa (2 5), og matricen Sg fremgar af tabellen for ». Vi far lgsningen,

()=(z &)(%)-(=)

Ligningen har altsa to akvivalensklasser af lgsninger, repraesenteret af (5, 7) og (19, 29).

15 28
23 43

19
29

(4.10) Eksempel. Lps ligningen 4x? + 2xy — 3y? = 17. Formen er som i det foregéende
eksempel, hvor resterne 7, af n er bestemt. Tabellen i (4.9) kan suppleres med falgende tabel
til bestemmelse af matricerne S,,, jfr (4.7):

n: n|-=-1|0 2 13|45
Xn 0 11|61
pn|—23/15|-8| 7 |-1| 1 |0
gn | 20 |—13 —-6[1 /|01

Nederste raekke er udfyldt baglens via rekursionsformlen (4.7.2). Udgangsverdierne er

matricen Sp i sgjlerne 4 og 5.
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Der er kun én faktorisering: 17 = 12.17. Altsders = k = 17. Kongruensen r2+4+2r—12 =
(t+1)2 —13=0 (mod 17) har de to lgsninger t = 7 og r = 8. Der er derfor 2 orienterede
idealer af index 17 i Z[&], med baserne (¢ — 7,17) og (¢ — 8, 17).

Det forste ideal giver roden 7 = (¢ — 7)/17 = (+/13 — 8)/17. Her fas:

/13 -8 V1349
T = =-1+ ;
17 17
17 V13 -9 V13 —
1/70 = = =1+ 3 5;
v13+9 —4 —4
—4 V1345 v13-1
1/71 = = + =2+ 3 .
V13 -5 3 3

Det ses, at 2 = n». Det farste ideal er derfor simileert med 1.
Matricen S, fremgar af tabellen for n i (4.9). For at bestemme nederste reekke i 7 udfyldes
tabellen svarende til roden z,

t: n|=-1]0]| 1|2
Xn -1
gu| 0O | 1 | 1] 3

[EY
N

Lasningsformlen (4.6.4) giver herefter, at

(1)-(2)(5)-():

Det andet ideal har roden t = (¢ — 8)/17 = (+/13 — 9)/17. Her fs:

V13 -9 /13 +8

T = =-1+ ;
17 17
17 13 — 13 —

1/t = :«/3 8:l+«/3 5;
V13 +8 -3 -3
-3 V13 V13 —

1)1, = _ +5:2+ 3 3.
V13 -5 4 4

Det ses, at 7o = n3. Da periodeleengden er ulige, er ogsa det andet ideal altsa similaert med
I. Matricen T er den samme som for den foregdende rod. I lgsningsformlen anvender vi S3,
der fremgar af tabellen ovenfor for ». Vi far:

()-(5 ) (5)-(5)

Der er altsa to ekvivalensklasser af lgsninger, reprasenteret af (2, 1) og (22, —19).
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(4.11) Eksempel. Lgs ligningen 4x2 + 2xy + 3y? = 23. Herer D = —44, og
v/=11-1
T]:T, %-:’\/_11_1.

Der er kun én faktorisering: 23 = 12.23. Altsder s = k = 23. Kongruensen 12 +2¢ + 12 =
(t +1)2+ 11 =0 (mod 23) har de to lgsninger r + 1 = 49, altsd = 8 og r = 13. Der er
derfor 2 orienterede idealer af index 23, med baserne (¢ — 8, 23) og (¢ — 13, 23).

Tallet n ligger gjensynlig i strimmelen —% <Nen < % Altsd er n = ng. Videre ligger

-1 =4 /1141

n J—11-1 3
i fundamentalomradet F, s& n1 er den reducerede rod.

Det farste ideal har roden t = (§ — 8)/23 = (+/—11 — 9)/23. Vi finder:

/119 _0+«/—_11—9,
=73 = 23
-1 -23 V=11+9 V=11+1
70 ~=11-9 4 4

-1 -4 _ﬁ—1_0+¢—_u—1
1 /—114+1 3 - 3 '

Den reducerede rest er altsa z2, som er forskellig frany. Det farste ideal er derfor ikke similaert

med I, og det svarer ikke til en lgsning.
For det andet ideal er t = (§ — 13)/23 = (+/—11 — 14)/23. @jensynliger t = —1 + 10,
~1 -2 _J-1i-9 _ , V-lI-d
=24 —F—

=—-2+4n.

w  J-11+9 4
Heraf fremgar, at = er similaer med 1. Regningerne viser, at
-1 -1 2t +1
1 70 T+1 T+1
Af Formel (4.6.2) far vi den tilhgrende lgsning,

()=-GDE)-G)

Ligningen har altsa én &kvivalensklasse af lgsninger, repraesenteret af (2, 1). Samtlige lgs-
ninger er altsa (2, 1) og (=2, —1).

(4.12) Opgave. Det fremgar af overvejelserne i (4.4), at hvis F(x, y) = k har en primitiv
lgsning (x, y), sé findes der en lgsning ¢ til kongruensen,

2 +bt+ac=0 (mod k).

Vis, at hvis ux + vy = 1,sdert := ucy — v(ax + by) en sadan lgsning, idet vi eksplicit har
12 + bt + ac = F(v, —u)k. [Vink: multiplicer (4.2.6) med (u v), og tag normen.]
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5. Similaritet af kvadratiske former.

(5.1) Setup. Et homogent andengradspolynomium,
F(x,y) = ax? + bxy + cy2, (5.1.1)
kaldes som bekendt ogsa en kvadratisk form. Vi har

ren=co0 (5 ) (3)

og F(x, y) siges at veere den kvadratiske form hgrende til den symmetriske matrix ovenfor.
Denne matrix betegnes i det falgende ligeledes med F. Bemerk, at selvom formen F har hele
koefficienter, vil matricen F kun have hele koefficienter, hvis tallet b er lige. Determinanten
af matricen F er gjensynlig ac — b?/4, altsd lig med —D/4, hvor D er diskriminanten af
formen F. Hvis D > 0, er determinanten negativ, og formen er indefinit. Hvis D < 0, er
formen definit; den er positiv definit, hvis a er positiv, og negativ definit, hvis a er negativ.

I det falgende betragtes en fast (hel) veerdi D af diskriminanten. Det forudsattes, at D er
kongruent med O eller 1 modulo 4, og at D ikke er et kvadrat. For denne veerdi af D betragtes
heltalsformer F med diskriminant D. Tallene a, b, c i (5.1.1) er altsa hele tal, men de er ikke
faste, og specielt antager vi ikke, at « > 0. Svarende til D velges en gang for alle en form
Fo = x% + boxy + coy? med diskriminant D, og vi satter

—bo + /D
o = —
som s&edvanlig veelges kvadratroden positiv, hvis D > 0, og i den gvre halvplan ellers. (For
ikke at forveksle & med en kaedebrgksrest, kunne vi sgrge for, at & er en kaedebrgksrest. |
det reelle tilfelde kreeves hertil, at 0 < & < 1. Dette kan opn&s med by = 2[+/D/2] nér
D er lige, og by = 2[(v'D — 1)/2] + 1 n&r D er ulige. | det imaginzre tilfeelde kreeves, at
—3 < Meko < 3, og dette kan opnds med bo = 0 nér D er lige, og bo = 1 ndr D er ulige.)

Tallet &y definerer den kvadratiske talring Z[&o] herende til diskriminanten D, jfr (3.2).

Den tilhgrende maengde af redder Q(D), jfr (3.9), bestar af alle tal af formen,

& —t

S 9
hvor r og s # 0 er hele tal, og s er divisor i normen af taelleren, dvs 12 + bor + ¢o = 0
(mod s). Det er klart, at maengden Q (D) kun afhanger af D; specielt afhaenger den ikke af

valget af formen Fj.
Til formen F i (5.1.1) knyttes tallet n bestemt ved

—b+~D.
N 2a
tallet n er den ene rod i polynomiet aX? + bX + c. Tallet & := an er rod i polynomiet
X? 4+ bX + ac; specielt er N(&§) = ac. Bemark, at & — & = (bg — b)/2 er et helt tal, sa
Z[€] = Z[&o]. | breken n = &/a er naevneren altsa divisor i normen af telleren. Tallet n
tilhgrer derfor maeengden Q(D) af radder. Tallet » vil blive kaldt roden hgrende til formen F.

n (5.1.2)

41
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(5.2) Lemma. Ved forskriften F +— n defineres en bijektiv forbindelse mellem former F
med diskriminant D og tal n i mengden Q (D) af radder hgrende til diskriminanten D.

Bevis. Ud fraenrod © = (£ — t)/s bestemmes formen F saledes: Lad & = & — ¢ vaere
teelleren, og seet

a:=s, b:=—(E+E)=2t+by, c:= NES).

@jensynlig er a og b hele tal, og tallet ¢ er helt, da = er en rod. Videre er
b? —dac = (£ +§)° — 45 = (6 - &) = (o —£)° = D.

Heraf falger, at forskriften, der til ¢ knytter formen med koefficienterne a, b og ¢ defineret
ovenfor, er en afbildning ,,den modsatte vej”. De to afbildninger er gjensynlig ,,hinandens
inverse®. Hermed er lemmaet bevist. 0

(5.3) Definition. Lad T veere en 2 x 2-matrix. Til hver symmetrisk 2 x 2-matrix F hgrer da
en transformeret matrix,
FT .=T1"FT,

som igen er symmetrisk, med det F7 = (det T')? det F. Specielt &ndres determinanten ikke,
hvis T har determinant &=1. Det fremgar umiddelbart af definitionen, at hvis U er endnu en
matrix, sa er

FTV = (FTHY, (5.3.1)

Bemark, at enhedsmatricen, 1, og dens modsatte, —1, begge transformerer en symmetrisk
matrix F over i sig selv.
Formen hgrende til den transformerede matrix er bestemt ved

Fl(x,y)=(x WI'FT (’;) .

Det ses, at den transformerede form F7 (x, y) fremgér af formen F(x, y) ved at substituere

(;) > T(;) Af sammenhangen mellem determinant og diskriminant fremgar, at den

transformerede form F7 har samme diskriminant som F, hvis transformationsmatricen T
har determinant £-1.

Hvis F = (¢ b{z ogT = AB (her er D ikke den betragtede diskriminant), har vi
b/2 ¢ CcD

pr_ (A C\(a b2\(A B
“\s D)\bp2 ¢ )\c D)

Diagonalelementet pa plads (1, 1) bliver

a b/2 A\
(A C)(b/2 C)(C>_F(A,C).
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Tilsvarende er F(B, D) det andet diagonalelement. Heraf fglger, at hvis F(x, y) er en
heltalsform (hvilket var standardantagelsen fra (5.1)) og 7 har hele koefficienter, sa har den
transformerede form F7 (x, y) igen hele koefficienter.

To former F og F kaldes similare, hvis der findes en ligning,

F=FT, (5.3.2)

med en matrix T € SL2(Z), og de kaldes GLy-&kvivalente, hvis der findes en ligning (5.3.2)
med T € GL2(Z). De to former vil blive kaldt svagt similere eller blot a&kvivalente, hvis

F=etT)F', med T e GLy(Z).

(5.4) Udregning. Transformation af former F (med given diskriminant) med matricer i
GL2(Z) modsvares af operationer med de tilhgrende rgdder »:

(1) Matricen T = ((1) f) transformerer F til formen F := F7 bestemt ved

F(x, y) = a(x + By)?> + b(x + By)y + cy? = ax® + (b + 2Ba)xy + (...)y.
Den tilhgrende rod 7 er derfor

—b—2Ba+~D _
2a B

(2) Matricen S = ((1) _01) transformerer F til formen F := FS bestemt ved

F(x, y) = F(—y, x) = cx? — bxy + ay®.
Den tilhgrende rod er derfor
. b+vD b?> — D 2a -1
"“ T2 T20-vD) b-vD 1

(3) Matricen U = (_01 (1)) transformerer F til formen F := FU bestemt ved

F(x, y) = F(—=x,y) = ax® — bxy + ¢y°.

Den tilhgrende rod er derfor

. b+vD

T= "4 -
(4) Lad os endelig bemeerke, at fortegnsskift,

A

Fi=—F=—ax?— bxy — Cy2,
ikke @ndrer diskriminanten. For den tilhgrende rod far vi

b+D

—2a T

n=
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(5.5) Seetning. Lad T vere en matrix i GL2(Z). Til transformationen F +— F T~ plandt
former F, hvor der transformeres med den inverse matrix T Y, svarer blandt rodderne n
transformationen,
{ T(n), hvis detT =1,
n >

T(n),  hvisdetT = —1.

Bevis. Udregningerne i (5.4) viser, at pastanden gelder, nar T er en af matricerne,

Tp = (é lf) So := (2 _01> Uo:=(_0l 2) (5.5.1)

Videre bemarker vi, at hvis pastanden gealder for matricer S, T', sa gelder den ogsa for
produktet ST. Antag fx, at S € SL2(Z). Ifelge (5.3.1) er

pGTY™ _ prtsTt (FT*1)3*1
og hertil svarer sd, nar determinanten det 7' er henholdsvis +1 og —1, roden,

S(T(m)=ST) og ST{) =STk).

Det falger af Elementardivisorsatningen, at enhver matrix S i SL2(Z) kan skrives som et
endeligt produkt af matricer af formen Tz eller So. Altsd galder pastanden for matricer S i
SL2(Z). Videre kan enhver matrix T i GL2(Z) med determinant —1 skrives T = SUgp med
en matrix S € SLo(Z). Altsa gaelder pastanden for 7. Hermed er lemmaet bevist. 0

(5.6) Korollar. Lad F og F vere to former med diskriminant D, og lad n og n vere de
tilsvarende rgdder. Da gaelder: F er similzer med F, hvis og kun hvis 1 er simileer med n;
F er GLy-akvivalent med F, hvis og kun hvis 1) er similzr med n eller med —n'; endelig er
F svagt similzer med F, hvis og kun er 7] er svagt similzer med n. Specielt fremhaves:
F er GL2 -akvivalent med F, hvis og kun hvis F er similzer med F eller med formen
F~ = ax? — bxy + ¢y?; - Fer svagt s1m1laer med F, hvis og kun hvis F er similer med
F eller med —F~ = —ax? + bxy — cy?.

Bevis. Den farste pastand faelger umiddelbart af Saetning (5.5) for matricer i SL2(Z). Ma-
tricerne i GL2(Z) med determinant —1 er netop matricerne 7 = STy, hvor Ty er matricen
i (55.1) 0g S € SLa(Z), og FT ' = (FTofl)Sfl — (F7)S™. Formen F er alts& GL,-
akvivalent med F, hvis og kun hvis den er simileer med F eller med F—, altsd hvis og kun
hvis 5 er simileer med 7 eller med —n'.

For at bevise den tredie pastand bemarkes, at hvis T e GL2(Z) har determinant —1, sa har
formen (det 7)FT = —FT  ifglge Saetning (5.5) og Udregning (5.4)(4), roden T (")’ = T (n).
Heraf ses, at F er svagt simileer med F, hvis og kun hvis 7 er svagt simileer med ». Igen, ved
at bruge fremstillingen T = STy, ses, at dette indtraffer hvis og kun hvis F er similer med
F ellermed —F .

Hermed er Korollaret bevist. 0
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(5.7) Definition. En form F siges at veere reduceret, hvis den tilhgrende rod » er et reduceret
kvadratisk tal. | det reelle tilfelde betyder dette, at0 < n < 1 0gn’ < —1. | det imaginere
tilfeelde betyder det, at —3 < %en < 3 0g [n| > 1, og at fe n < 0 hvis [n] = 1.

(5.8) Korollar. Med given diskriminant D er der kun endelig mange reducerede former (og de
kan effektivt bestemmes). Enhver form er similzer med en reduceret form. Specielt galder:
Antallet af akvivalensklasser af similere former er endeligt, og lig med det orienterede
klassetal h™ (D). Antallet af @kvivalensklasser af svagt similere former er endeligt og lig
med klassetallet h(D). Antallet h' (D) af akvivalensklasser af GL,-akvivalente former er
endeligt.

Bevis. Pastandene falger af resultatet i (3.9). 0

(5.9) Eksempel. Det er let at se, jfr (3.10), at for D = 8 er der kun én reduceret rod,
nemlig t = (v/2 — 1)/1. Den tilhgrende reducerede form er x2 + 2xy — y2. Enhver
form med diskriminant 8, fx x2 — 2y? er alts& simileer med x2 4+ 2xy — y2. Specielt er
h(8) =h"(8) =h(8) =1

(5.10) Eksempel. For D = 52 har vi bestemt de 6 reducerede rgdder i Eksempel (3.11).
Der er 5 reducerede rgdder 7o, ..., 74 horende til resterne af t = 19 = (v/13 — 1)/3. De
tilhgrende former er falgende:

3x% + 2xy — 4y2, 4x? + 6xy — y2, X2+ 6xy — 4y2,
4x? + 2xy — 3y2, 3x2 + dxy — 3y2.
Den sidste reducerede rod er n = (1/13 — 3)/2, svarende til formen,
2x? + 6xy — 2y°.

Det falger, at 21 (52) = 2. Former, der er simileere med den sidste form ma have lige
koefficienter. Formen x2 —13y2 mé& derfor vaere simileer med de fem farste. P& naer similaritet
er der altsé to former af diskriminant 52, nemlig

x?—13y% og 2x%+6xy—2y°.

Det er klart, at de to former ikke er GLy-akvivalente og ikke svagt similere. Vi har altsa
h'(52) = h(52) = 2.

(5.11) Eksempel. For D = —24 har vi bestemt de reducerede rgdder i den gvre halvplan,
nemlig de to redder ~/—6 og /—6/2, svarende til de to former x? + 6y? og 2x? + 3y2. Der
er tilsvarende to reducerede rgdder i den nedre halvplan, og felgelig er h ™ (—24) = 4. P&
nar similaritet er der altsa to positive former med diskriminant —24, nemlig

x?+6y% og 2x%+3y2.

@jensynlig er h(—24) = 2, 09 h'(—24) = 4.
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(5.12) Definition. | det falgende siges den kvadratiske form F at fremstille tallet k£ £ 0, hvis
den diofantiske ligning F (x, y) = k har lgsninger, hvor x og y er primiske hele tal. Hvis k kan
fremstilles af formen F, kan k naturligvis fremstilles af enhver form, der er GL »-a&kvivalent
med F.

Antag, at tallet 7 er en lgsning til kongruensen,

2 +bot +co=0 (mod k). (5.12.1)

Venstresiden i kongruensen er normen N(&g — ¢). Tallet t; = (& — t)/k er altsa en rod, og
hertil svarer en form G = G,. Af (beviset for) (5.2) fremgar, at

G;=kx2+---.

Vi har altsd G;(1, 0) = k, sa k fremstilles af formen G;. Med ¢ er ogsa ethvert tal af formen
u =t + Bk en lgsning til kongruensen. @jensynlig er r, = T, — B, sa formen G, er similar
med G,. Desuden er tallet 7 := —b — ¢ en lgsning (den konjugerede lgsning), og t; = —1/.
Formen Gj; er derfor GL,-&kvivalent med G;.

At kongruensen (5.12.1) har lgsninger, er altsa en tilstreekkelig betingelse for at & kan
fremstilles af en form med diskriminant D. At den ogsa er ngdvendig fremgar af det falgende
resultat.

(5.13) Seetning. En form F med diskriminant D fremstiller k # 0, hvis og kun hvis F er
similzer med en af formerne G;, hvort er en Igsning til kongruensen (5.12.1). Hvisk = +p,
hvor p er et primtal, kan k hgjst fremstilles af en klasse af GL-akvivalente former.

Bevis. Det folger af overvejelserne i (4.3), at ligningen F(x,y) = k har en lgsning med
primiske hele tal x, y, hvis og kun hvis det orienterede ideal I = (&, a)Z er simileert med et
primitivt orienteret ideal a af (orienteret) index k i Z[&]. Vi har Z[&] = Z[& o], 0g de primitive
orienterede idealer af index k i Z[&g] er netop idealerne a, = (& — t, k)Z, hvor t opfylder
kongruensen (5.12.1). Formen F fremstiller altsd k, hvis og kun gitret (£, a)Z er simileert
med et af gitrene (£p — t, k)Z, altsa hvis og kun hvis kvotienten n = & /a er similaer med en
kvotient t; = (& — t)/k. Det sidste indtreeffer, hvis og kun hvis formen F er simileer med
en af formerne G;.

Antag, at k = £ p, hvor p er et primtal, og at & fremstilles af en form F med diskriminant
D. Kongruensen (5.12.1) har da en lgsning ¢, og da p er et primtal, har kongruensen modulo
k hgijst to lgsninger, nemlig med ¢ ogsa den konjugerede lgsning 7 = —b —t. Altsd er F
simileer med G, eller med G;. Da G; og G; er GL,-&kvivalente, falger entydigheden. 0

(5.14) Bemearkning. Som navnt i (3.5) er kongruensen (5.12.1) essentielt &ekvivalent med
felgende:
v =D (mod 4k). (5.14.1)

Hvis k er ulige, er den sidste kongruens lgsbar, hvis og kun hvis fglgende kongruens er Igsbar:

V=D (mod k). (5.14.2)
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(Dette falger fx af Den kinesiske Restklassesaetning, idet diskriminanten D modulo 4 er et
kvadrat.)

Hvis k = +p, hvor p er et ulige primtal, kan lgsbarhed af kongruensen (5.14.2) afgares
ved hjalp af Reciprocitetssatningen. Hvis p gar op i D har kongruensen (5.14.2) altid én
lgsning, v = 0. Hvis p ikke garop i D, har kongruensen lgsninger, hvis og kun hvis (%) =1,
altsd hvis og kun hvis (£) = 1. Specielt bemerkes, at den sidste betingelse kun afhaenger af
p’s restklasse modulo den givne diskriminant D.

Hvis k = 2, har kongruensen (5.14.1) formen v?2 = D (mod 8). Kongruensen har altsa
Igsninger, hvis og kun hvis D modulo 8 er kongruent med 1, O eller 4.

(5.15) Bemerkning. Lad Fi,..., F, veere repraesentanter for de endelig mange GL-
akvivalensklasser af former med diskriminant D. Antallet # er altsa tallet 1 = /(D).
Af Seetning (5.13) falger, at k kan fremstilles af en af formerne F;, hvis og kun hvis kon-
gruensen (5.14.1) har lgsninger, og at formen F; er entydigt bestemt, hvis £k er et primtal.
For numerisk sma veerdier af diskriminanten kan det ofte afgares hvilken af formerne F;, der
fremstiller k.

(5.16) Seetning. Lad p vare et primtal. Da kan p tremstilles pd formen,
p=x"+6y°, (5.16.1)
hvis og kun hvis p modulo 24 er kongruent med 1 eller 7, og p kan fremstilles pa formen,
p = 2x%2+3y2, (5.16.2)

hvis og kun hvis p = 2 eller p = 3 eller p modulo 24 er kongruent med 5 eller 11. Primtal
udover de navnte kan ikke fremstilles af en form med diskriminant —24.

Bevis. De to anfgrte former har diskriminant —24, og h’'(—24) = 4 ifglge Eksempel (5.11).
De to former er netop repraesentanterne for de 2 klasser af positive former. Af overvejelserne
i (5.14) felger derfor, at p kan fremstilles ved en af de to former, hvis og kun hvis enten p
er divisor i —24, dvs p = 2 eller p = 3, eller hvis (‘724) = 1. Da —24 = 8- (—3) galder
ifalge Reciprocitetssaetningen (og definitionen af Kronecker-symbolet), at

(5)=(Z) =)&)

Verdien af produktet er 1, nar begge faktorer er 1, dvs ndr p = £1 (mod 8) og p = 1
(mod 3), og nar begge faktorer er —1, dvs nar p = +3 (mod 8) og p = 2 (mod 3).

Det er klart, at p = 2 og p = 3 fremstilles af (5.16.2) og ikke af (5.16.1). Nar p > 3,
vil p’s restklasse modulo 3 afggare, hvilken af formerne (5.16.1) og (5.16.2), der eventuelt
kan fremstille p. Hvis nemlig en af formerne fremstiller p, sa kan x ikke vere delelig med
3. Modulo 3 falger derfor af (5.16.1), at p = x2 = 1, og af (5.16.2), at p = 2x? = 2.
Kombineret med de ovenfor fundne kongruensbetingelser fglger pastanden i Setningen let.

0
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(5.17) Seetning. Lad p vare et primtal. Da kan p tremstilles pd formen,
p = x> -2y, (5.17.1)

hvis og kun hvis p = 2 eller p modulo 8 er kongruent med 1 eller 7.

Bevis. Ifglge Eksempel (5.13) er formen i (5.17.1), pa nar similaritet, den eneste form af
diskriminant D = 8. Pastanden vises nu analogt med beviset for Setning (5.16). De angivne
ulige primtal er netop de primtal p, for hvilke (§) = 1. 0



6. Appendix: Reciprocitetssaetningen.

(6.1) Definition. Lad p veere et primtal. Et helt tal a kaldes en kvadratisk rest modulo p,
hvis a er primisk med p og kongruensen x? = a (mod p) har en lgsning. Ofte kaldes a en
kvadratisk ikke-rest, hvis a er primisk med p og kongruensen ikke har lgsninger. Det er klart,
at spgrgsmalet om hvorvidt a er en kvadratisk rest modulo p kun afhanger af a’s restklasse
modulo p: Tallet a er kvadratisk rest, netop nar a’s restklasse a@ i Z/p tilhgrer delmangden
af kvadrater pa de primiske restklasser. Tilfeldet p = 2 er uinteressant. For et ulige primtal
p defineres Legendre-symbolet,

1, hvisa er kvadratisk rest modulo p,
(ﬁ) ‘= ¢ —1, hvisa er kvadratisk ikke-rest modulo p,
0, hvispgaropia.

(6.2) Den generelle Reciprocitetssaetning. Legendre-symbolet har en udvidelse til et symbol
(%), defineret nar navneren b er enten en diskriminant eller ulige og positiv, med fglgende
egenskaber: (1) Vardien (%) athanger kun af restklassen af a modulo b. Vzardien er O,
hvis a ikke er primisk med b. Som funktion af tal a, der er primiske med b, er symbolet en
homomorfi (Z/b)* — {£1}.

(2) For en diskriminant D og et ulige positivt tal u gelder reciprocitetsformlen,

(5)-(2) 62

(6.3) Definition. For et helttal » # 0 kaldes en funktion x : Z — C en (restklasse-)karakter
modulo b, hvis (1) veerdien x (a) kun afhanger af a’s restklasse modulo b, (2) verdien er 0
netop hvis a ikke er primisk med b, og (3) x er multiplikativ: x (a1a2) = x(a1) x (a2). Den
sidste betingelse er ensbetydende med at x, som funktion af de primiske restklasser, er en
homomorfi (Z/b)* — C*. Hvis verdierne kun er 0, 1, og —1, dvs hvis x(a)? = 1 nér a
er primisk med b, kaldes x en kvadratisk karakter. Egenskaben (6.2)(1) udtrykker alts3, at
symbolet (%) som funktion af a er en kvadratisk karakter modulo 5.

De tilladte naevnere b i (6.2) er enten positive og ulige, eller diskriminanter, dvs tal forskel-
lige fra O (eventuelt negative), som modulo 4 er kongruente med O eller 1. Symbolet kaldes
Jacobi-symbolet, nar navneren b er ulige og positiv, og Kronecker-symbolet, nar naevneren
er en diskriminant.

(6.4) Bemaerkning. Inden vi beviser Reciprocitetssaetningen, vil vi udlede en raekke kon-
sekvenser, og vi vil vise, at et symbol med egenskaberne (1) og (2) i seetningen er entydigt
fastlagt ved veerdien (=;). Med den sidste véerdi lig med +1 bestemmes det trivielle symbol,
med verdien —1 bestemmes altsa udvidelsen af Legendre symbolet.

For en ulige diskriminant D er
a a
(5) _ (_|D|), (6.4.1)

49
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Ligningen er naturligvis triviel, hvis D er positiv, sd vi antager D < 0. Tallet D er kongruent
med 1 modulo 4, sa ved at treekke et passende multiplum af D fra a kan vi antage, at a er
positiv og a = 1 (mod 4). Herefterer (=) = (=2) = (&) = (&) = 1, og vi far den
sggte lighed,

(5)= () =) =)= (%)
For at vise entydigheden er det nok betragte veerdierne (%) nar a er primisk med b. For

b = —4 er symbolet (-%;), for ulige a, en homomorfi (Z/4)* — +1. Specielter (<) = 1,

og symbolet (-%;) er derfor fastlagt ved veerdien (=) pa den anden primiske restklasse.
For b = 8 har vi

Da vi videre har (§) = (8) = (3) = Log () = 1, er symbolet (%) bestemt.
2

Betragt dernaest veerdierne (Z) Hvis b er lige, er vaerdien 0. Hvis b er ulige og positiv, har

vi (2) = (2) = (&) som blev bestemt ovenfor. Hvis b er ulige og negativ, er b ngdvendigvis

en diskriminant, og derfor er (2) = (%) ifolge (6.4.1). Symbolet (2) er sdledes bestemt i
alle tilfeelde.
Nu er det nemt at se, at fglgende algoritme farer til bestemmelse af (%) Algoritmen

udnytter kun de allerede fastlagte veerdier af (%) Algoritmen initialiseres med a := a 0g
b := b, hvor b enten er en diskriminant, eller ulige og positiv; registret s indeholder, nar
algoritmen stopper, vardien af (%).
(0) Hvis a og b begge er lige, sa s&t s ;= 0 og STOP; ellers sxttes s := 1.
(1) Hvis b = 1, sa STOP.
(2) Bestem den principale rest r af a ved division med b, altsda = gb +r med 0 < r < |b].
Hvisr = 0, sa s@t s := 0 og STOP. Ellers sattes a := r.
(3) Faktoriser den stgrste potens af 2: skriva = 2"u, hvor u er ulige (og positiv). Seta := u.
Hvis v er ulige, s& s®t s := s * (§).
(4) Hvis b =3 (mod 4), sd set b := —b.
(5) Ombyt og gentag: Seta :=b, b :=a, og GOTO (1).

Bemark, at algoritmen, bortset fra seerbehandlingen af primtallet 2, essentielt er Euklid’s
algoritme til bestemmelse af den sterste feelles divisor for a og b.

(6.5) Bemarkning. Symbolet i Reciprocitetssaetningen er ikke-trivielt, idet vi for eksempel
for Legendre-symbolet har (%) = —1. Det generelle symbol svarer altsd til at veerdien (-=;)
er —1. Herefter er (_14) den ikke-trivielle homomorfi (Z/4)* — {£1}. For ulige, positive

tal u har vi (=1) = (52) = (&), altsé

-1 1 hvisu =1 (mod 4),
(_):(u ):{_1 hz:zzsmmzd@.

-~ (6.5.1)

u
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Videre er (2) = (8) = (%), og af udregningerne i (6.4) falger, at

2 u 1, hvis u = +1 (mod 8),
—_— = —_ = 6.5.2
(u) (8) { -1, hvis u = +3 (mod 8). ( )
Endelig fremhaver vi, at for primiske, positive, ulige tal u, v er
y (E) naru ellerver =1 (mod 4),
_ v
(—) = g o (6.5.3)
u —(—), naru ogver =3 (mod 4).
v

| det farste tilfeelde kan vi nemlig antage, at u = 1 (mod 4), og sa falger resultatet direkte
af (6.2.1). | det andet tilfeelde er u = 3 (mod 4). Falgeliger —u =1 (mod 4), sd —u er en
ulige diskriminant. Af (6.4.1) ses, at (%) = (=), og sa er

v v —u =1\ /u u
=) =()=G)E) =)
idet det sidste lighedstegn fglger af (6.5.1), dav = 3 (mod 4).
(6.6) Eksempel. Af (6.5.2) fés (&) = 1, (%) = 1, og (%) = —1; algoritmen giver altsi

(3) = ()= () = () =+ (=)
6 2\ /3 —7 2
=(3)=(3)GE) =1(7)=G) =1
Inddrages (6.5.1) f&s mere direkte: (%) = (&) = (%) = -1.

(6.7) Bemeerkning. Detskal understreges, at de tre formler i (6.5) er udledt som konsekvenser
af egenskaberne ved det generelle symbol (%). De tre formler, for ulige primtal u = p og
v = ¢, udger Gauss’s Reciprocitetsformler. De vedrgrer alene Legendre-symbolet. Som
vi skal se, er de essentielle i beviset for Den generelle Reciprocitetssaetning. | det fglgende
ser vi nermere pa Legendre-symbolet, vi beviser Gauss’s Reciprocitetsformler, og vi viser
hvorledes det generelle symbol ( ) kan defineres, sa at den generelle Reciprocitetsseatning
er opfyldt.

Vi bemeerker farst, for et ulige primtal p, at de kvadratiske restklasser udger en under-
gruppe af index 2 i gruppen (Z/p)* af primiske restklasser; specielt er det netop halvdelen af
de primiske restklasser, der er kvadratiske. De kvadratiske restklasser udger nemlig billed-
mangden Q ved afbildningen (Z/p)* — (Z/p)* bestemt ved x — x2. Denne afbildning er
gjensynlig en homomorfi, og dens kerne bestar af de restklasser x modulo p, som opfylder
x? = 1. Da p eretulige primtal, er denne ligning opfyldt for preecis to restklasser, nemlig 1 og
—1. Kernen er derfor en undergruppe af orden 2. Det faglger, at billedet O er en undergruppe,
hvis orden er halvdelen af ordenen af (Z/p)*. Men det betyder netop, at Q har index 2.
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(6.8) Lemma. For et ulige primtal p er Legendre-symbolet (%) en ikke-triviel kvadratisk
karakter modulo p. Yderligere galder Euler’s Kriterium:

o = (& (mod p). (6.8.1)
()

Bevis. Som navnt i (6.7) udgar de kvadratiske rester en undergruppe Q af index 2 i gruppen
(Z/p)*. Kvotientgruppen af (Z/p)* modulo Q har altsa orden 2, og kan derfor identificeres
med gruppen {#£1}. Under denne identifikation er Legendre-symbolet, som funktion pa
(Z/ p)*, den kanoniske homomorfi pa kvotienten. Altsa er Legendre-symbolet en homomorfi,
og den er surjektiv, og altsa ikke triviel.

For at eftervise Euler’s Kriterium noterer vi fglgende ligning i I, [ X]:

xrto1= (x'T —1)(x"T +1).

Ifalge Fermat’s lille seetning geelder for hvert x # 01 I, at xP~1 = 1. Hvert x # 0 er alts
rodi X?P~1 — 1, og dermed ogsd rod i et af de to polynomier p& hgjresiden. Fora € Q er
a = x?,0galtsd a?~1/2 = xP~1 = 1. Hvertaf de (p — 1)/2 elementer a € Q er derfor rod
i den forste faktor. Da graden er (p — 1)/2, kan den farste faktor ikke have yderligere rgdder.
De resterende elementer i (Z/p)*, dvs de kvadratiske ikke-rester, ma derfor veere rgdder i
den anden faktor. Heraf falger (6.8.1). 0

(6.9) Bemaerkning. For et ulige primtal p er Legendre-symbolet (%) altsd en ikke-triviel
karakter modulo p. Den betegnes 0gsa yx,. Deter i gvrigt den eneste ikke-trivielle kvadratiske
karakter modulo p. Foren kvadratisk Karakter x : (Z/p)* — {£1}erjo x (x?) = x(x)? = 1.
Kernen for x vil derfor indeholde alle kvadrater. Da kvadraterne udggr en undergruppe af
index 2, vil kernen for x altsa enten besta af kvadraterne (og sd er x = ) eller den vil vere
hele (Z/p)* (og sd er x = x1 den trivielle karakter modulo p).

For n = 2 er der kun én kvadratisk karakter modulo », idet der kun er én primisk restklasse
modulo 2. For n = 4 har vi to primiske restklasser, nemlig 1 og —1, sa der er én ikke-triviel
karakter. Det er gjensynlig karakteren defineret ved hgjresiden af (6.5.1); vi betegner den
x—a. Forn = 8 er der fire primiske restklasser, 1 og +3. Gruppen (Z/8)* er Klein’s
Vier-gruppe, idet alle (ulige) kvadrater modulo 8 er kongruente med 1. Udover den trivielle
karakter y1 er der er altsd 3 ikke-trivielle karakterer modulo 8. Den ene er gjensynlig x _4.
En anden er karakteren defineret ved hgjresiden af (6.5.2); den betegner vi xg. Den tredie er
herefter produktet x_4 xs, Som vi betegner x_g. De fire karakterer er bestemt ved tabellen,

a | 1|3 |57
|l 1111
x_al 1 | —1] 1 |—1
xs | 1 |—1|-1] 1
xsl 1|1 |—-1]—-1
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(6.10) Gauss’s Lemma. Lad p vere et ulige primtal, og antag, at p ikke gar opia. Da er

a

(;) — (-1)", (6.10.1)

hvor n er antallet af negative blandt de numerisk mindste rester modulo p af tallene xa for
1<x<(p-1/2

Bevis. Tallene xa for1 < x < (p — 1)/2 er ikke delelige med p, s& deres numerisk mindste
resterertal rmed1 < |r] < (p—1)/2. Betragttotal xy ogxo med 1 < x1,x2 < (p—1)/2,
og lad r1 og 7 veere de numerisk mindste rester af x1a 0g x2a. Antag, at |r1| = |r2|. Modulo
persa0=ry+r = (x1 £ x2)a;da|x1 £x2| < p— 1, falger det farst, at x1 + x» = 0, og
dernast, at x1 = x».

De numeriske veerdier af de numerisk mindste rester af tallene xa for1 < x < (p —1)/2
er altsa forskellige. Derer (p — 1)/2 tal og (p — 1) /2 muligheder for de numeriske veerdier.
De numeriske vaerdier ma derfor vaere tallene 1, 2, . .., (p — 1)/2. Produktet af de numerisk
mindste rester er derfor 1 - 2--- (p — 1)/2 multipliceret med (—1)", hvor n er antallet af
negative faktorer. Modulo p har vi derfor kongruensen,

la-2a-- - Zla=(-1".2... 22

og heraf falger «(?~1/2 = (—1)". Ligning (6.10.1) felger nu af Euler’s Kriterium (6.8.1). 0

(6.11) Bevis for Gauss’s Reciprocitetsformler. En geometrisk fortolkning af tallet n fas pa
falgende made: @jensynlig er n antallet af tal x, med 1 < x < (p — 1)/2, for hvilke der
findes et tal y med —(p — 1)/2 < xa — yp < —1. Et sddant y er entydigt bestemt. Da p
er ulige, er ulighederne for y enshetydende med at —p/2 < xa — yp < 0. Tallet n er altsa
antallet af heltalspar (x, y) (gitterpunkter), som opfylder ulighederne,

2 a

a 1
0<x<3, o <y < ,x+3

Ulighederne bestemmer et parallellogram i planen:

a+1
2

N[~

og tallet n er altsd antallet af gitterpunkter i det indre af parallellogrammet.
Reciprocitetsformlen (6.5.3), for ulige primtal p # ¢, er &kvivalent med ligningen,

(%) (S) _ ()77, (6.11.1)
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Ifalge Gauss’s Lemmaer venstresiden (—1)"+™, hvor n er antallet af gitterpunkter i parallello-
grammet ovenfor, med a := ¢, og m er antallet af gitterpunkter i et tilsvarende parallellogram.
Spejles dette sidste parallelogram i linien x = y ses, at n + m er antallet af gitterpunkter i det
indre af den markerede figur herunder (da p og g er primiske, er der ingen gitterpunkter pa
linien fra (0, 0) til (p/2, q/2)).

q+1
2

N[

1 p+l
2

Det (3bne) rektangel bestar af den markerede figur, to trekanter, og et kvadrat med sidelengde
%. | kvadratet findes ingen gitterpunkter. De to trekanter er kongruente, og indeholder derfor
samme antal gitterpunkter. Modulo 2 er antallet, n + m, af gitterpunkter i den markerede
figur altsa lig med antallet af gitterpunkter i det abne rektangel, dvs lig med ”T_l "T_l. Heraf
felger gjensynlig Formel (6.11.1).

Reciprocitetsformlen (6.5.2), for et ulige primtal p, er ligningen,

(2) = s, (6.11.2)

hvor xg er karakteren defineret ved hgjresiden af (6.5.2). Ifglge Gauss’s Lemma er (%) =
(=1)", hvor n er antallet af gitterpunkter i det indre af parallellogrammet (med a := 2):

| parallelogrammet er der gjensynlig kun gitterpunkter pa linien, hvor y = 1, og antallet er
n = [£]1—[4]. Bjensynlig er

4h — 2h = 2h, hvis p = 8h + 1,
|:p] |:p]_ (4h — 1) — (2h — 1) = 2h, hvis p = 8h — 1,
2 41 | Gh+1)—2h=2h+1, hvis p = 8h + 3,

(4h—2) —(2h —1)=2h —1, hvis p = 8h — 3.

Heraf ses, at (—1)" = xg(p), hvormed (6.11.2) er bevist.
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Betragt endelig formel (6.5.1),

(7) = x_a(p). (6.11.3)

Da p er ulige, er x_4(p) = (—=1)®?~Y/2_ Formlen falger derfor umiddelbart af Euler’s
Kriterium (6.8.1). Dette kriterium indgik ogsa i beviset for Gauss’s Lemma. Lad os alligevel
bemarke, at Gauss’s Lemma medfarer (6.11.3). Vi har (‘71) = (=1)", hvor n antallet af
gitterpunkter i det indre af parallellogrammet (med a := —1):

Her er der kun gitterpunkter pa linien hvor y = 0, og antallet er n = [g] =(p-1/2
Hermed er Gauss’s reciprocitetsformler bevist. 0

(6.12) Definition. Legendre-symbolet udvides nu til det generelle symbol (%) nevnti Sztning

(6.2) pa falgende made: Et tal D kaldes en primdiskriminant, hvis enten D = p er et primtal

kongruent med 1 modulo 4, eller D = —p, hvor p er et primtal kongruent med 3 modulo

4, eller D er et af tallene —4, 8, —8. For et ulige tal u setter vi u* = (=1)®D/2y. De

ulige primdiskriminanter er altsa tallene af formen p*, hvor p er et ulige primtal, og de lige

primdiskriminanter er tallene 2*, hvor 2* (helt uprecist) betegner et af tallene —4, 8, —8.
For en primdiskriminant p* defineres Kronecker-symbolet ved ligningerne,

(%) = xp(a), (_14) = x-4(a), (%) = xs(a), (—18) = x-s8(a),

hvor p eretulige primtal i den ferste ligning. Enhver diskriminant D kan entydigt faktoriseres:
D = (kvadrat) - p3 --- p;, (6.12.1)

hvor faktorerne p* er forskellige primdiskriminanter og hgjst én er lige. Kronecker-symbolet
(%) hvor D er en diskriminant, defineres herefter som 0, hvis a ikke er primisk med D, og
ellers som produktet af symbolerne (%) Jacobi-symbolet (£), hvor u er positiv og ulige,
defineres tilsvarende: veerdien er 0, hvis a ikke er primisk med u, og ellers som produktet af
symbolerne (%) for en , primoplgsning”,

u = (kvadrat) - g1 - - - ;. (6.12.2)

Det er klart, at de to definitioner af (%) stemmer overens, nar b bade er en diskriminant og
positiv og ulige.



56 86

(6.13) Bevis for Den generelle Reciprocitetssaetning. Det skal vises, at det udvidede symbol
har egenskaberne (1) og (2) i (6.2). Egenskaben (1) er triviel, idet (%) ud fra primoplgsningen
af b, er defineret som et produkt af karakterer. Betragt Reciprocitetsformlen (6.2.1). Skriv D
som produkt pa formen i (6.12.1), og skriv u som produkt af formen i (6.12.2). Begge sider
af formlen er 0, hvis D og u ikke er primiske, sa vi kan antage, at D og « er primiske. Under
brug af de multiplikative egenskaber ses, at det er nok at vise formlen nar u = ¢ er et ulige
primtal og D = p* er en primdiskriminant. Det skal altsa vises, nar ¢ ikke gar op i p*, at

(£)=(%)
p* q
Denne ligning falger let af Gauss’s Reciprocitetsformler. 0

(6.14) Tilfgjelse. Jacobi-symbolet (%), for ulige positive u, er ogsa multiplikativtiu, og der
galder formlerne:

-1 n/2

(=) = xatw) = (-1
u
2 ~1 8

(5) = e = (-1 1)@

() =+():

us U1

hvor fortegnet i den sidste formel er —1, hvisuy = up = 3 (mod 4), og ellers +1.

Kronecker-symbolet (%), for diskriminanter D, er ogsa multiplikativti D, og der galder
formlerne:

—l nar D > 0,

— { (6.14.1)
D —1 narD <O.

(D) = xg(D) = ( )(D 1)/8, nar D er ulige, (6.14.2)
D1 Do
(D_z) _ i(D_l), (6.14.3)

hvor fortegnet i den sidste formel er —1, hvis D1 og D2 begge er negative, og ellers +1.

Bevis. Det fglger umiddelbart af definitionen, at Jacobi-symbolet er multiplikativt i u, og
formlerne for Jacobi-symbolet blev vist i (6.5).
For at vise, at Kronecker-symbolet er multiplikativt,

(Dlapz) - (Dil)(,%) (6.14.4)

bemaerkes, at oplgsningen (6.12.1) for D1 D; fas udfra de tilsvarende oplasninger af D1 og
D». Det skal vises, at hver primdiskriminant p*, som forekommer i D1 og/eller D, bidrager
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med samme faktor pa begge sider af (6.14.4). Det er trivielt for en ulige primdiskriminant.
For en lige primdiskriminant reduceres til tilfeeldet, hvor D1 og D> er lige og forskellige
primdiskriminanter. Mulighederen for D1 D, er sa essentielt falgende:

(—4)-8=(2%-(-8), (=4 -(-8)=(»)-8, 8.--8=42.(-4);

den pastdede ligning (6.14.4) reduceres til definitionen: x_g = x_4xs.

Betragt ligning (6.14.1). Begge sider er multiplikative i D, s det er nok at vise ligningen,
nar D er en primdiskriminant. Nar D = p = 1 (mod 4), er begge sider 1. Nar D = —p = 3
(mod 4), er begge sider lig med —1. Endelig, for en lige primdiskriminant fglger pastanden
afat xg(—1) =109 x—4(-1) = x-8(-1) = -1.

| (6.14.2) er D en ulige diskriminant. Under brug af (6.4.1) far vi,

2\ 8\ 8N (IDl\ B '
(2)=(3)= () = (%) = 000 = o
i den sidste ligning er det brugt, at xg(a) = xs(—a) for alle a.
Endelig, i ligning (6.14.3) er begge sider 0, hvis D1 og D, ikke er primiske. Antag alts3,

at D1 og Dy er primiske. Specielt er sa et af tallene Dy og D> ulige. Af symmetrigrunde kan
vi antage, at Dy er ulige. Under brug af (6.4.1) far vi,

(52)= o) = (5,)
D; |D>| D1/
Hvis D> er positiv, er dette den sggte formel. Hvis D> < 0, er hgjresiden lig med (‘D—’iz) =

(32)(52). og nu falger den sagte formel af (6.14.1). .

(6.15) Opgave. Vis, at fglgende algoritme bestemer symbolet s = (%) uden at faktorisere
potenser af 2. Initialisermeda :=a, b :=b.

(0) Seets := 1. Hvisb =3 (mod 4), sd setb := —b.

(1) Hvisb = 1, sa STOP.

(2) Bestem den principale rest r af a ved division med b, altsaa = gb +r med 0 < r < |b].
Hvis r = 0, sa s@t s := 0 og STOP. Ellers sattes a := r.

(3) Hvisa = 3 (mod 4), sd set a ;= —a. Hvisa = 2 (mod 4): Hvis b > 0, sa sat
a:=a—boghvisb <0,sds®ets:=—-soga:=—-a—Db.

(4) Ombyt og gentag: Seta :=b, b :=a, og GOTO (1).

(6.16) Definition. | det falgende giver vi et alternativt bevis for Gauss’s Reciprocitetsformler.
Lad x veere en kvadratisk karakter modulo n. Lad der videre veere givet et legeme L, og i

L* et element ¢, hvis orden netop er n. Under disse forudsatninger defineres den tilhgrende
Gauss-sum G := G, Som summen,

G:=) x(@z,

hvor index a — her og i det falgende — gennemlgber et repraesentantsystem for restklasserne
primiske med n. Gauss-summen G er naturligvis element i det givne legeme L.
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(6.17) Seetning. For kvadratet pi Gauss-summen G , ; galder ligningen,
2
Ge = Ay,

hvor

Ay = XD x)W D), og W) =) O,
b a

begge summer er over de primiske restklasser modulon. Leddene W (b) tilhgrer primlegemet
i L, og derfor kan de, og altsd ogsd summen A, , opfattes som hele tal bestemt modulo
karakteristikken af L. Tallet W (b) er bestemt ved ligningen,

wey = 2%

¢(d)

hvord = n/(b — 1, n) er ordenen af t>=1 (og p(d) er Mébius’ funktion).

Bevis. Da funktionen yx er multiplikativ, fglger det, at

= x(ab)z**,
a,b

hvor de to summationsindices a og b gennemlgber de primiske restklasser modulo n. Erstattes
i dobbeltsummen summationsindices a, b med —a, ab ses, at

Zx( —a®b);"" Y = (- l)Zx(b)Zfa(b V= x(- l)Zx(b)W(b)

hvor W (b) := ", ¢*®~1 . Hermed er formlen for G2 bevist.

Lad nu b veere fast og primisk med n. Lad d, som i s@tningen, betegne ordenen af z>~1
Nar a gennemlgber restklasserne primiske med #, vil ¢ gennemlgbe de ¢(n) elementer af
ordenn i L*, og z¢—D vil gennemlgbe de ¢(d) elementer £ af orden d, idet hvert s&dant &
rammes ¢(n)/¢(d) gange. Falgelig er

W)= 25 < (2¢).

3

hvor & gennemlgber de ¢ (d) elementer af orden d i L*. Det er klart, at disse ¢(d) elementer
& netop er radderne i L for cirkeldelingspolynomiet @ 4; summen > & er altsd lig med —1
gange koefficienten til naesthgjestegradsleddet i @4, og dermed, som det let ses, lig med w(d).
Heraf faglger den i setningen angivne formel for W (b). 0
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(6.18) Udregning. Lad n = ¢ veere et ulige primtal. 1 (6.17) antages ¢ altsa at have orden
g, s& ¢?~1 har ogsd orden ¢ med mindre » — 1 = 0. | undtagelsestilfeeldet » = 1 har
¢ = 1 orden 1, og vi finder W(1) = ¢(q) = ¢ — 1. Cirkeldelingspolynomiet b, er
¢, = (X7 —1)/(X — 1), s& koefficienten til nasthgjestegradsleddet er 1. For b # 1 er alts3
W (b) = —1. Derfor er

Ay =x(D(xD@ =D =Y x®)) = x(~1(xDg = 3 x®)).
b#1 b
Her er naturligvis x (1) = 1. Hvis x er triviel, dvs er konstant 1 pa alle primiske restklasser,
sd er den sidste sum lig med antallet af primiske restklasser, altsa lig med ¢ — 1, og falgelig
er A = 1. Antag, at x er ikke-triviel, dvs ogsa antager vaerdien —1. Da antages verdierne 1
og —1 lige mange gange pé de primiske restklasser, og summen 3", x (b) er derfor lig med
0. Altsa geelder:
Hyvis x er en ikke-triviel karakter modulo et ulige primtal q, sa er

Ay = x(=1gq. (6.18.1)
Som naevnt i (6.9) findes der modulo ¢ preecis to kvadratiske karakterer, nemlig den trivielle
karakter og karakteren bestemt ved Legendre symbolet, x,(a) := (%) Karakteren yx, er
altsa den eneste, som opfylder forudsetningerne for (6.18.1).
(6.19) Udregning. Antag, at n = 4 og at ¢ har orden 4. De primiske restklasser b er 1 og
3= -1 djensynliger W(1) = %+ ¢% =209 W(3) = ¢? + ¢2 = —2. For tallet A, har
vi derfor
Ay = x(=D(xM2 - x32) = 2x(-1)(1 - x(-D).
Hvis x er triviel, farvi A, = 0. Og videre:
Hvis y er en kvadratisk karakter modulo 4, med x (—1) = —1, sa er

Ay =4x(-1) = -4 (6.19.1)
Som naevnt i (6.9) er x_4 den eneste karakter, som opfylder forudsatningen for (6.19.1).
(6.20) Udregning. Antag, at n = 8 og at ¢ har orden 8. De primiske restklasser b er da 1,
3,509 7, og de tilsvarende veerdier af d, dvs ordenerne af ¢°, ¢2, ¢% og ¢®, er henholdsvis
1, 4, 2 og 4. Cirkeldelingspolynomierne @, for d = 1, 2,4 er gjensynlig ®; = X — 1,

®y> = X + 1, 0g 4 = X2 + 1, s8 koefficienterne til nesthgjestegradsleddet er henholdsvis
—1, 1 0g 0. Felgelig bidrager kun b = 1 og b = 5 til formlen for A , . Det ses, at

Ay = 1D (X4 - x®4) = 4x (-1 (1= x©®).

Tallet A, afhanger séledes kun af veerdierne x (—1) og x (5). Hvis x(5) = 1,sder A, = 0.
Og:
Hvis x er en kvadratisk karakter modulo 8, med x (5) = —1, sa er
A, =8x(-1). (6.20.1)

Karaktererne modulo 8 blev bestemt i (6.9). Det er netop karaktererne xg 0g x—s, sSom
opfylder forudseetningen for (6.20.1).



60 86

(6.21) Note. For en given kvadratisk karakter x modulo » kan vi naturligvis som L velge
legemet C af komplekse tal og som ¢ en primitiv n’te enhedsrod. (Som vi skal se i det
felgende, er andre valg af L dog mere interessante for vores anvendelse af Setning (6.17).)
Antag, at L = C. Gauss-summen G = G, er da et komplekst tal. Dets kvadrat A = G2
er ifglge setningen et helt tal, uafhaengigt af den valgte enhedsrod ¢. Hvis A > 0, er altsa
G = ++/A et reelt tal og hvis A < O er G = +i/]A| rent imaginert. Fortegnet afhaenger
af valget af enhedsrod ¢. Velg specielt enhedsroden ¢, := exp(2ri/n).
Forn = 4 er ¢4 = i. Gauss-summen G svarende til karakteren x_4 er sa

G=i—i’=2i,

i overensstemmelse med at G = —4 ifglge (6.19.1).
Forn = 8er¢g = (1+i)/~/2. For karakteren xg finder vi for den tilhgrende Gauss-sum,

G=(a3—0 — 5+ =2V2,

og for x—s,
G={(3+10 — G5 — &g =i2v2,

begge resultater i overensstemmelse med udregningen af G2 i (6.20.1).

Antag endelig, at n = ¢ er et ulige primtal og at x (a) = (%) er Legendre symbolet. Af
(6.18.1) folger, at G> = ¢ hvis ¢ er kongruent med 1 modulo 4, og at G2 = —¢, hvis ¢ er
kongruent med 3. Man kan vise, for ¢ = ¢,, at der faktisk geelder ligningen,

G—{ﬁ narg =1 (mod 4),
~ | iyg ndrg =3 (mod 4),
men det er et dybtliggende resultat.

(6.22) Lemma. Lad x vare en kvadratisk karakter modulo n, og lad p vere et ulige primtal.
Antag, atn og tallet A :== A, defineret i S@tning (6.17), er primiske med p. Da er

(%) = x(p).

Bevis. Det er velkendt, at nar » er primisk med p findes et legeme (endda et endeligt legeme),
som har karakteristik p og indeholder et element ¢ af orden n. Vi kan derfor i L betragte
Gauss-summen G = G, .. Af Setning (6.17) falger, at G? = A. Heraf f3s, at

GP = (GZ)(P—l)/ZG — AP-D/2G = (é) G,
p

hvor det sidste lighedstegn falger af Euler’s Kriterium (6.8.1). Pa den anden side geelder, da
L har karakteristik p, at afbildningen L — L, bestemt ved x +— x?, bevarer addition og
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multiplikation. Da G er en heltalslinearkombination af potenser ¢ ¢ med koefficienter &1 far
vi, at

G? =Y x(@¢™ = x(p) Y _ x(@p)t” = x(p) Y_ x(@¢* = x(p)G.
Sammenligning af de to udtryk for G ? viser, at i legemet L geelder ligningen,
A
(£)6 = x(ma.
p

Ifglge forudsetningen er G2 = A forskellig fra 0 i L, og falgelig er G # 0. Ved division
med G ses derfor, at i L er (%) = x(p). Folgelig glder den pastdede ligning modulo
karakteristikken p. Da ligningens to sider begge er £1, faglger det, at ligningen geelder. 0

(6.23) Bevis for Gauss’s Reciprocitetsformler. Formlerne er de tre formler i (6.11). De
folger af Lemmaet. Betragt nemlig forst for n = 4 karakteren y = x_4, og det tilhgrende tal
A = A,. Ifelge Udregning (6.19) er A = —4. Specielt er A primisk med p. Af (6.22) fas
derfor, at (‘74) = x_4(p). Da Legendre-symbolet er multiplikativt, far vi (‘71) = (%) =

p
x—4(p), som gnsket. Det skal dog straks understreges, at vi allerede har set, at dette resultat

felger af Euler’s Kriterium (6.8.1), og at dette kriterium indgik i beviset for Lemma (6.22).
Betragt dernaest for n = 8 karakteren x = xg og det tilhgrende tal A = A,. Ifglge

Udregning (6.20) er A = 8, og altsé (%) = xg(p). Da Legendre-symbolet er multiplikativt,

far vi, som gnsket,
(%) = (%) = xs(p).

Betragt endelig, for et ulige primtal ¢ # p, Karakteren x(a) = x4(a) = (%) og det
tilhgrende tal A = A,. Ifglge Udregning (6.18) er A = x(—1)g = (—1)=Y/2g, idet vi
allerede har vist, at x (—=1) = (‘71) = (—1)@D/2 |detg # p,er A £ 0 (mod p). Vi fér

(270) - (8) == (2)

Da (‘71) = (—1)(»=Y/2 fglger den snskede ligning (6.11.1). 0

(6.24) Bemaerkning. Som en anvendelse af reciprocitetssaetningen viser vi fglgende om
Mersenne-tallene M, = 29 — 1.

Seetning. Lad g vare et ulige primtal. Da er 2q + 1 divisor i M, hvis og kun hvis 2q + 1
er et primtal og ¢ = 3 (mod 4).

Bevis. S&t p :=2qg + 1. Daer p ulige, p > 3,00 p — 1 = 2q.
~Kun hvis*: Antag, at p | My, altsd p | 27 — 1. Idet vi regner modulo p, er altsd 27 = 1.
Folgelig er (—2)7 = —1, og dermed er (—2)2¢ = 1. Den sidste kongruens viser, at modulo
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p har —2 en orden, som er divisor i 2¢, og den farste viser, at orden ikke kan vaere g. Da ¢
er et primtal, og vi trivielt har (—2)? = 1, falger det, at restklassen af —2 i gruppen (Z/p)*
har orden 2. Denne gruppe indeholder altsd (mindst) 2¢g = p — 1 elementer. Restklassen af
0 er derfor den eneste restklasse i Z/p, som ikke er invertibel. Altsd ma p veere et primtal.
Yderligere falger det af kongruensen (—2)¢ = —1, at —2 ikke kan vare et kvadrat modulo
p. Verdien af Legendre symbolet (‘72) er altsd —1. Modulo 8 er p derfor kongruent med 5
eller 7. Da p = 2¢ + 1, med q ulige, fglger det, at ¢ = 3 (mod 4).

,Nvis“: Antag, at p er et primtal og at ¢ = 3 (mod 4). Daer p = 7 (mod 8). Falgelig
er 2 et kvadrat modulo p, alts& 2 = x2 (mod p). Heraf ses, at 2¢ = x24 = 1 (mod p).
Folgelig gar p op i 27 — 1. i

Afsetningenfalger, at Mersenne-tallene M11, M3, Mgs, . .. erdelelige med, henholdsvis,
23,47, 167, ... . Det farste sammensatte Mersenne-tal, som ikke star i denne liste er i gvrigt
Mog.



Farey-brgker og kaedebrgker

1. Farey-brgker.

(1.1) Definition. Lad N vere et naturligt tal. Ved Farey-brgkerne af orden N forstas de
rationale tal af formen a/s, hvor a og s er hele tal og 1 < s < N. Mangden af Farey-
broker af orden N betegnes Fy. Nar vi taler om en brek a/s i Fy vil det nasten altid veere
underforstaet, at brgken er udforkortelig, altsd at a og s er primiske, og at s > 1. Brekerne
I Fn kan naturligt ordnes i en falge: Hver Farey-brgk af orden N har en forgenger og en
efterfalger, idet afstanden mellem to forskellige brgkera/s og b/t i Fy er

a b

s t

|ta—sb| > > 1
st - N2

Det er Kklart, at Farey-brgkerne af orden N kan identificeres med de linier gennem (0, 0) i
planen, som gar gennem et gitterpunkt (x, y) (dvs et punkt med heltalskoordinater) i strim-
melen bestemtved 1 < y < N. Bemerk, at linien gennem punktet (a, s) i strimmelen skarer
linien y = 1i punktet (a/s, 1).

(1.2) Eksempel. For N =7 fas F7 =
011112123143 2534586 1
"1°7°6°574°7°3°577°2°7'5°3°7°4°5"6° 71"
(1.3)Lemma. Lada/s vareenbrokiFy. Eftertolgerenb/t i Fn kan da bestemmes saledes:

Der findes par (x, y) af hele tal, som tiltredsstiller betingelserne
(1) sx—ay=1 o2 () 1<y<N,

og blandt disse par er det, som har y stgrst mulig, netop parret (b, t).

Bevis. Brgken a/s er antaget uforkortelig, sa a og s er primiske. Den diofantiske ligning (1)
har altsa lgsninger. @jensynlig er (x, y) en lgsning, hvis og kun hvis (x + a, y + s) er en
lgsning. Ligningen har derfor en entydigt bestemt lgsning (x, y) saledes at y ligger i et givet
interval af lengde s. Specielt, da s < N, findes der lgsninger, der opfylder (2). Blandt disse
lgsninger (x, y) veelger vi den, som har y stgrst mulig.

Broken x/y ligger i Fn, 0g a/s < x/y. Antag, indirekte, at x/y ikke er efterfglgeren
b/t. Daer

v |8

~ | &
< | =
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Afstanden mellem fgrste og anden brgk er mindst 1/(s¢) og afstanden mellem de to yderste
broker er 1/(sy) ifelge (1). Altsd er 1/(sy) > 1/(st), og dermed er ¢+ > y. Falgelig er
1<t—y < N,ogspecielter (b — x)/(t — y) en Farey-brgk i Fy. Det pastas, at

b— b
?< 2. *)
s t—y t

Den sidste ulighed felger nemlig af uligheden b/t < x/y, og den farste er, ifglge (1),
&kvivalent med fglgende:
1 <sb—at. (**)

Hgjresiden er positiv, da a/s < b/t, og hgjresiden er altsd mindst 1. Da N > t > vy,
sikrer maksimaliteten af y, at hgjresiden ikke kan veere 1. Altsa geelder (**), og dermed (*).
@jensynlig er (*) i modstrid med, at b/t var efterfglgeren til a/s. 0

(1.4) Seetning. (1) Hvis to brgkera/s < b/t er pd hinanden fglgende i F, sd er

. b a 1
sb —at =1 (ogspecielter — — — = —).
S t st

(2) Hvis de tre brgkera/s < c/u < b/t er pa hinanden fglgende i Fy, sd er

a—+b

c
u s+t

(3) Lad to brgkera/s < b/t vere pd hinanden fglgendei Fy. Daers+t > N. Videre galder,
at brokerne er pa hinanden fglgende i Fy;, nar N < M < s + t, og blandt Farey-brgkerne i
Fsy+ er de tre broker,

s s+t

b

a a+b b
t

pa hinanden fglgende.

Bevis. (1) falger af beskrivelsen i det foregdende Lemma. (2) felger af (1), thi af sc —ua =1
og ub — tc = 1 fas ved subtraktion, at u(a + b) = c(s +1). 1 (3) er ulighedens +¢ > N en
konsekvens af, at brgken (a + b) /(s + t) altid ligger mellem brgkerne a/s og b/t. Den sidste
pastand i (3) falger af opskriften i Lemma (1.3) til bestemmelse af efterfalgerentil a/s i F
For M = N farer opskriften til (x, y) = (b, t). Den naste mulighed for et par (x, y) med
y > ter(x,y) = (a-+b,s+1t), og denne mulighed indtraeffer forste gang nar M = s + t.
Efterfolgerentila/s i Fyeraltsdb/t, ndar N < M < s+t,09 (a+b)/(s+t)narM = s +t.
Tilsvarende er (a + b)/(s + t) forgengeren til b/t 1 Fy. 0

(1.5) Definition. Lad € R veere et irrationalt tal. En brgk a/s (uforkortelig, med s > 1),
vil her blive kaldt en Farey-approximation til ¢, hvis der blandt alle brgker, hvis navner hgjst
er s, ikke findes nogen, der ligger mellem t og a/s.

Med nzavner 1 er der er gjensynlig to Farey-approximationer til =, nemliga1/1 < 7, hvor
ay er den hele del af 7, 09 T < (a1 + 1)/1. Med navner s > 1 kan der hgjst vaere én Farey
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approximation til T. Antag nemlig, at a/s < b/s er Farey-approximationer. Da ma a/s og
b/s specielt veare naboer i Fy, og afstanden mellem dem er derfor 1/s2. P& den anden side
era/s < (a+1)/s < b/s, og det falger, at b = a + 1; afstanden er derfor 1/s. Falgelig
er s = 1. Heraf ses, at Farey-approximationerne til = naturligt kan opskrives i en falge,
idet vi seetter a1 /s1 = a1/1, hvor ay er den hele del af ¢, dernaest az/s2 := (a1 + 1)/1, 0g
herefter ordner approximationerne efter voksende navnere. Fglgen af breker a, /s, kaldes
Farey-fglgen bestemt ved .

(1.6) Lemma. Hyvis

5l

1
y 2”

y

sd er x /y en Farey-approximation til T.

Bevis. Det kan antages, at y > 1, og at brgken x/y er uforkortelig. Hvis breken a/s ligger
mellem T og x/y, sa er

1 X X a lsx — yal 1
e N
y y y N sy sy
og falgeliger s > y. | F, ligger der altsad ingen bragker mellem x/y og 7. 0

(1.7) Seetning. Fglgenay/s, af Farey-approximationer til t kan bestemmes induktivt saledes:
Antag, atn > 3, og betragt brokerne a; /s; fori =1,...,n — 1. Lada’ /s’ vare den starste,
som er mindre end t, oglada” /s” vere den mindste, som er stgrre endt. Daera, = a’ +a”
ogsy, = s +s”, og specielt er

a, a +a"

Sn s/ +s"

Bevis. Vi lader b, /1, veere fglgen af brgker defineret ved den induktive forskrift, med begyn-
delsesbetingelserne b1/t1 = a1/109b2/t2 = (a1+1)/1, hvor ay erden hele del af z. Det skal
vises, at brgken b, /t, er uforkortelig og at b,,/t, = a,/s,. Pastanden er triviel forn =1 og
n = 2. For at vise den for n > 2 kan vi antage, at den er vist forallei < n. Seet N := s,_1.
Da navnerne s; er voksende, ligger alle brgkerne a;/s; fori = 1,...,n — 11 Fy. Lad
a'/s' < a"/s" veere de to pa hinanden falgende bragker i Fy séaledes, at t ligger mellema’ /s’
oga’/s”. Begge brakerne ma veere Farey-approximationer, med naevner hgjst N = s,,_1, 0g
dermed af formen a; /s; fori < n; en af de to breker ma naturligvis veere a,_1/s,_1. Blandt
brgkerne a; /s; med i < n er a’/s’ derfor den stgrste mindre end t og a”’/s” er den mindste
stgrre end 7. Induktivt fglger det derfor, at brgkerne a’/s” og a” /s” netop er de to braker,
der indgar i den induktive definition af b,,/1,. Altsd er b, /t, = (a’ +a")/(s' +s”). Brogken
ligger mellem a’/s’ og a” /s”. Den ma vare uforkortelig, thi hvis den kunne forkortes, ville
den fa en naevner, som hgjst var den starste af s’ og s”, og altsd hgjst N, i modstrid med at
a’/s' og a”/s" er pa hinanden felgende i Fy.

Vi mangler at vise, at b,/t, = a,/s,. Breken a,/s, er en Farey-approximation med
neaevner starre end N. Den ligger derfor mellema’ /s’ oga” /s”. Saets .= s’ +s" = t,. Ifelge
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Satning (1.4)ers > N =s,_109a’/s’ < by/s < a”/s" er pa hinanden falgende i braker
i Fs. Specielt er ogsa b, /s en Farey-approximation, og da s > s,_1, er s > s,. Folgelig
ligger breken a, /s, i Fs, og nu falger det, at den ma veere lig med b, /s.

Hermed er Satningen bevist. 0

(1.8) Eksempel. Betragt en kvadratisk form,
F(x,y) = ax? + bxy + cy2,

hvor a, b, c er hele tal, og hvor diskriminanten D = b2 — 4ac er positiv og ikke et kvadrattal.

Lad n veere roden,
_ —b++D
N 2a '

i andengradspolynomietaX? +bX + ¢, og lad i’ veere den anden rod. DaeraX?+bX +c¢ =
a(X — n)(X —n’), sa vi far faktoriseringen,

n

F(x,y) =a(x —ny)(x —n'y). (1.8.1)

Idet vi antager, ata > 0, ern > 1, 09 n — 5’ = ~/D/a. Antag, at /D > a. Da er den hele
del af n starre end »’. Altsa gelder for enhver Farey-approximation x/y til , at x/y > n’,
altsd at x > n’y. 1(1.8.1) er faktoren x — n’y altsa positiv, sa det er fortegnet for F(x, y) der
afger, om x/y er starre eller mindre end 7.

Herefter kan Farey-fglgen for n bestemmes i et skema, som vi blot forklarer med et
eksempel: Til n = /13 svarer F(x, y) = x2 — 13y2, og skemaet

p 3 4] 7 [11] 18 | 29
q 1 (1] 2 3 5 8
p>—13¢° || -4 [3] 3|4 | -1]-3

| forste sgjle er g1 = 1indsat, og p1 er bestemt som det starste hele tal for hvilket F(p1, 1) er
negativ; p1 er med andre ord den hele del af n. | naeste sgjle er g2 = 1 0g p2 = p1+ 1indsat,
og F(p2, g2) er beregnet. For at bestemme (p,, g,) betragtes fortegnet for F(pn—1, gn—1);
derefter veelges det starste i < n— 1 for hvilket F(p;, g;) har modsat fortegn. Herefter sattes

(Pns qn) = (pi + pn—1,qi + gn—1)- Endelig beregnes veerdien F(py, gn).
Ved den sidste beregning kan det i gvrigt veere nyttigt at observere, at

/1 !N "/

F(p'+p".4' +9")=F('.q)+ F(p",q") +2ap'p" + b(p'q" + p"q') +2¢q'q".
| forbindelse med den diofantiske ligning,
F(x,y) =k. (1.8.2)
betragtes ofte omradet bestemt ved ulighederne:

y > 0, 2ax + by > 0. 1)
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Vi antager ikke her, ata > 0. Valgetaf , med det positive fortegn p& +/D, sikrer, atan’ < an.

Det er veerd at bemeerke, at for et par (x, y) af hele (eller blot reelle) tal, som opfylder
(1.8.2), galder, at (x, y) ligger i omradet, hvis og kun hvis en af fglgende &kvivalente
betingelser er opfyldt

la(x —yn)| < a(x —yn'), (2)
y>0o0g|x —ynl < |x —yn'|, (3)
a(x —yn') > Jlakl. (4)

(Betingelsen (3) udsiger, at brgken x /y ligger taettere pa n end pa n’.)

Uligheden (2), af formen |@| < o/, er enshetydende med de to uligheder « < o’ og
—a < o. Den farste udsiger, at —yan < —yan’, og den geelder derfor, hvis og kun hvis
y > 0. Den anden udsiger, at 2ax — ya(n + ') > 0, dvs 2ax + by > 0. Altsé er (1) og
(2) ®kvivalente. Specielt fglger det af (2), at y > 0, og det er derfor Kklart, at (2) medfaerer
(3). Omvendt, hvis (3) galder, sa ligger braken x/y ligger tettere ved » end ved n’. Ved
multiplikation med « falger, at brgken ax/y ligger tettere ved an end ved an’. Her er
an > an’, s specielt falger det, at ax/y > an’, altsd at a(x — y»n’) er positiv.

Endelig fremgar det af (1.8.1), at produktet af tallene a(x — yn) og a(x — yn’) er lig med
ka, og altsd numerisk lig med kvadratet pa /|ak|. Den anden faktor er derfor stgrre end
Jak], hvis og kun hvis den er starre end den numeriske veerdi af den farste faktor. Altsa er
(4) og (2) ®kvivalente.
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2. Kaedebrgker.

(2.1) Definition. Lad n > 0 veere et helt tal, og lad der vere givet to falger: xo, x1, ..., x,
0gt1,...,t,. Ved den tilhgrende keedebrgk af lengde n forstas for n = 0 blot xg, og for
n =1, 2 og 3 udtrykkene,

n 11 n
xX0+— , xo+ s, X0t/
X1 1) 12

X1+ — X1+
X2 13
X2+ —
X3
og, for n i almindelighed, udtrykket,
n
x0 + . (2.1.1)
)
X1+
X2+ . ln
sy
Xn

Brokens tallere er folgen 7;, dens navnere er folgen x; (for i > 1). Under ét kaldes de to
folger for keedebragkens koefficienter. Den agte keedebrgk af leengde n fas i tilfeldet, hvor
xo = 0(ogn > 1). Den har formen

I

(2.1.2)
12
X1+
X2 + . ln
Ly
Xn

Navneren i den &gte kedebrgk (2.1.2) er en keedebrgk af leengde n — 1.

(2.2) Udregning. Ved at forlenge og addere kan man gjensynlig omforme keaedebraken
(2.1.2) til en bregk p,/q,, hvor p, 0og g, er polynomier i x;’erne og ¢;’erne. For at bestemme
Pn/qn betragtes farst den tilsvarende omformning af den eegte keedebrgk (2.1.2) til en brgk
pn/q,. Neevnereni(2.1.2) er summen af x1 0g en eegte keedebrok af orden n — 1. Hvis p” /q”
betegner omformningen af denne sidste kadebrgk, har vi altsa

1/

p_;l 11 1q

q;z - X1 +p///q// - xlq//+p// ’

mere praecist har vi matrixligningen,

p’//l _ 0 tl p//
a,) \1 x1)\q" )"
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som udtrykker teeller og naevner i den &gte keedebrgk af orden n ved teller og naevner i den
&gte keedebrgk af orden n — 1 svarende til fglgerne x2, ..., x, 09 12, ..., ,. Ved gentagen
anvendelse af ligningen far vi,

P\ _ (0 n 0 n» 0 fty1 In
qg,)] \1 x1 1 x) \1 x,1 Xn
0 ¢ 0 ¢ 0 - 0 ¢, 0
(1 2) (1 2)- 0 a2 0)() e

Den reciprokke af den almindelige kaedebrgk (2.1.1) er en &gte kaedebrgk af orden n + 1.
Hvis denne sidste omformes til 5/g, har vi altsa p,, /g, = q/p, eller

(5:)=(0 0)(5)

Anvendes udtrykket (2.2.1) til bestemmelse af p, g, far vi den endelige formel:

pn _ (0 1)\(0 1 0 n 0 n 0 )\ (O
(%>_(10>0.m>(1x1 1 ) \1 x)\1)" (222)
(2.3) Definition. Formlen ovenfor er udgangspunktet, nar keedebrgken (2.1.1) skal tilleegges
en veerdi. Ud fra de givne falger xo, x1,...,x, 09 11, ..., t, defineres p, 0g g, ved formlen.
Det er sedvane at tilleegge keedebrgken en verdi, nar blot (p,, g,) # (0,0). Hvis g, # 0

defineres vaerdien som p,,/g,, 0g hvis ¢, = 0 (og altsd p,, # 0) defineres vardien som co.
| det felgende betegnes med S, produktet af de kvadratiske matricer pa hgjresiden af

(2.2.2),
, 0 1 0 1 0 ¢ 0 ¢ 0 1,

Ifalge (2.2.2) er sgjlen (Z:) lig med den anden sgjle i matricen S,,.
Bemark, at definitionen af S,, ogsa har mening forn = —1 og n = 0: Vi har

(0 1 (1 Xxo
54_(10> %_(01>'
I de folgende formler er det bekvemt at definere (p_2,g—2) := (0, 1), (p—-1,9-1) := (1,0)
og = 1.
(2.4) Seetning. Med betegnelserne i (2.3) galder forn > 0, at

dn-1 4n

Pn Pn—-2 Pn-1 In p-2 p-1 0 l)
(Qn> (Qn—Z C]n—l) (xn> (q—z C]—l) (l 0 ( )
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Bevis. Antag, atn > 0. Ifglge Ligning (2.2.3) er (Z:) den anden sgjle i matricen S,,. Af
definitionen i (2.3) falger videre, at

Sp = Su_1 (0 In ) . (2.4.3)

1 x,

(Bemerk, at det er definitionen 7o := 1, der sikrer, at denne ligning ogsa gelder for n = 0.)
Den farste sgjle i S,, er derfor sgjlen

w(6) = (8 1) () =5 (2) = (52)

her bruges, for n = 0, den serlige definition af (p_1, g—1). Hermed er den farste ligning i
(2.4.1) bevist. Desuden gelder denne ligning ogsa for n = —1, ifglge den sarlige definition
af (p—2, g—2). Determinanten af S,, kan nu bestemmes, dels ved det fundne udtryk, dels ved
definitionen af S,, som produkt af n 4+ 2 matricer.

Den anden ligning i (2.4.2) er blot definitionen af S_1; den forste falger af (2.4.3) ved at
sammenligne anden sgjle i de to matricer.

Hermed er formlerne bevist. 0

(2.5) Definition. Til uendelige falger xo, x1, x2, ... 0g 1, t2, ... hareren uendelig kaeedebrak

n
xo + . (2.5.1)

12
X1+

13
Xt ——
X3+ .
I analogi med hvad der kendes fx fra uendelige reekker opfattes den uendelige keedebrgk
(2.5.1) som en falge, nemlig falgen po/qo. p1/q1, p2/q2, - . ., der ogsé kaldes falgen af kon-
vergenter. (Af og til omtales ogsa parrene (p,, g,) som konvergenter.) Safremt falgen
Pn/qn €r konvergent, siges den uendelige kaedebrgk at veere konvergent, og felgens grense-
veerdi kaldes da brgkens (graense-)vardi. Ofte bruges (2.5.1) ogsa som betegnelse for denne
veerdi.

(2.6) Konvention. Kadebrgker spiller en rolle i matematikken udover talteorien. Af serlig
interesse er tilfeeldet, hvor koefficienterne, dvs x;’erne og #; ’erne er funktioner, fx analytiske
funktioner. Vi vil udelukkende betragte keedebrgker, hvor koefficienterne er tal, og her vil vi
endda kun betragte kaedebrgker, hvor alle tellerne ¢; er lig med 1; de kaldes ogsa regulaere
keedebrgker. Det er altsd keedebrgker (endelige eller uendelige) af formen,

1
x0 + . (2.6.1)

X1+

1

X2+ —
x3+.'
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Bemaerk, at definitionen i (2.3.1) her giver

CEHEDE D D) )

og at formlerne i (2.4) har formen,

gn-1 qn

pn\_(Pn-2 pPn-1)(1 p—2 p-1)y_(0 1 (2.6.3)

qn n-2 qn-1) \xn )’ g-2 q-1 10/ o
I resten af dette kapitel betragtes kun keedebreker, hvor tallene x; er positive fori > 1; hvis
koefficienterne x; er hele, antages alts3, at xo € Z og x; € N fori > 1. Matrixligningerne
i (2.6.3) er rekursionsformler til bestemmelse af (p,, gn). Af g» = gn—2 + xngn—1, Mmed

begyndelsesbetingelserne g_1 = 0 0g g0 = 1, falger, idet x; > Oforallei > 1, atg; > 0 for
alle i > 0. Konvergenterne p;/q;, fori > 0, er altsa reelle tal (og ikke co).

(2.7) Seetning. Antag, at kaedebroken (2.6.1) har hele koefficienter, altsd at xo € Z ogx; € N
fori > 1. Da galder: For hverti er tallene p;, q; hele, primiske tal, og

l=go<qg1<q2<---.

Hyvis kadebrgken er endelig, af lzngde k, sd er dens verdi, T, et rationalt tal, lig med den sidste
konvergent py /qx. Hvis kadebrgken er uendelig, si er den konvergent, og dens graensevardi,
7, eret irrationalt tal. For konvergenterne (bortset fra den sidste i det endelige tiltzlde) gelder
ulighederne:

po/qo < p2/q2 < --- <T <--- < p3/q3 < p1/q1,
1> |po—qotl>|p1—qit| > --.

Bevis. Af rekursionsformlen (2.6.3) fremgar, at p,, 0g g, er hele tal, og af den sidste ligning
i (2.6.2) falger umiddelbart, at de er primiske. Af rekursionsformlen,

qn = Xnqn—-1+ qn-2,

hvor startverdierne er g—1 = 0 0g go = 1, falger umiddelbart, at1 = g0 < g1 < g2 < ---.
Specielt er tallene g, positive for i > 0. Hver konvergent p,, /g, er altsa et rationalt tal (dvs
ikke 00).

For alle n > 1 folger det af (2.6.2), at

Pn—1 _ & . (="
dn-1 qn dn—-19n )

(2.7.1)
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Af rekursionsformlen fas (7)) = S,_1 1). Da farste sgjle i matricen S,,_1 er sgjlen
qn Xn

(1’”*2 ) gelder matrixligningen,

dn—-2
(pn_z pn>_s (1 1)
= In-1 .
dn—-2 {4n 0 Xn

Lighed mellem determinanterne medfarer, forn > 2, at

po—z _ pn_ (D"
qn-2 qn dn—-29n )

Af ligning (2.7.2) falger straks, at de ,,lige konvergenter” po/qo, p2/q2, . . . udger en strengt
voksende falge, og at de ,,ulige konvergenter* p1/q1, p3/qs3, ... udger en strengt aftagende
folge. Af (2.7.1) ses, at enhver ulige konvergent er starre end den efterfalgende lige kon-
vergent. Ulighederne vedrgrende de numeriske verdier | p,, — g, t| vises i den efterfalgende
opskrift.

Antag nu, at keedebrgken er uendelig, sdledes at vi har en uendelig felge af konvergenter
pn/qn. Folgen g, gar mod uendelig. Det kan derfor sluttes af (2.7.1), at de to falger, af
lige og ulige konvergenter, har en felles graenseveerdi. Endvidere sluttes, at greenseveerdien
7 ligger mellem de to bragker pa venstresiden af (2.7.1). Heraf folger videre, at der geelder
uligheden,

(2.7.2)

Pn ‘ 1
— =T <—.
qn Qn
Af denne ulighed, for alle n, falger let, at T ma veere irrational. 0

(2.8) Resterne. Under forudszetningen i (2.7) defineres den n’te rest, t,, af keedebrgken som
(greense-)veerdienaf den eegte kaeedebrgk med koefficienter x,, 11, x,+2, . . .. Hvis keedebrgken
er af endelig leengde &, er resten kun defineret, nar n < k. | dette tilfeelde forudsetter vi
yderligere, at x; > 1, og vi seetter 7, := 0. (Tilfeeldet k = 0, hvor kaedebrgken blot er et helt
tal xo, kraever en helt triviel seerbehandling.) Vi har

1 1
T:x0+ ’ Tl’l:

X1+ 1 Xpn+1+ 1
X2+ — Xnp2 + ——————
. 1 Xn+3 +. .

Xn + Tn

idet den anden ligning blot er definitionen af resten, og den farste falger af velkendte regler
for regning med greenseverdier. Af ulighederne po/gqo < © < p1/q1 for den almindelige
kaedebrgk falger, for resten 7,,, at 0 < 7, < 1/x,4+1. Specielter 0 < t, < 1. Hvis brgken
har endelig leengde &, har vi tz—1 = 1/x; < 1 (idet vi har antaget x; > 1), og tx = 0. Vi har
altsa altid

0<t <1,
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og uligheden er skarp, med mindre keedebrgken har endelig leengde k og n = k.

Betragtden farste (endelige) keedebrgk af lengde . Dens farste konvergenter er gjensynlig
(pi,qi) fori =0,...,n —1. Lad (7, A,) veere den n’te konvergent. Kvotienten r,, /A, er
da kaedebrgkens verdi, altsa lig med z. Af (2.6.3) fremgar, at

Da (xnirn) = ((l)xln)(rl”), er hgjresiden lig med Sn(rl”), 0g (:Z) = An (;) dat =

7/ An. Altsd geelder ligningen,
T Tn

Det er nok at huske, at ligningens to sgjler er proportionale: (;) ~ Sy ( Tf ) idet proportio-
nalitetsfaktoren X, bestemmes ved lighed mellem andenkoordinaterne:

An = qn-1Tn + qn- (2.8.2)

Af den sidste ligning i (2.6.2) felger, at p,—1An — Thgn—1 = (—=1)". Igen, da t = m, /Ay,
falger det, at
An(Pn—1—gn-17) = (=1)". (2.8.3)

Forn = 0erxo = qo = 1, 0g i det endelige tilfelde, for n = k, er Ax = gx. For alle andre
veerdierafn er g, < qn + thqgn—-1 < qn + gn-1 < Xn+1qgn + gn—1 = qn+1. Specielt er

l=go=rSsq<M<q<i<--. (2.8.4)

Af (2.8.3) falger, at
|pn — qnTl = 1/An+1. (2.8.4)

De sidste uligheder i Seetning (2.7) falger derforaf (2.8.4). Dai,+1 > gn+1 = Xn+19n+qn—1,

far vi vurderingerne,
1 1
|pn — gntl < < . (2.8.5)
dn+1 Xn+19n
(2.9) Opskrift. Lad t veere et reelt tal. Definer rekursivten fglge 7o, 71, ... aftal i intervallet

[0, 1] og en falge xo, x1, x2, ... af hele tal, hvor x; > 0 fori > 1, séledes: Skriv

T = X0 + 10, hvor xg € Z0g 0 < 19 < 1.

Stop, hvis o = 0. I modsat fald er 0 < 9 < 1, og derfor kan man skrive

1
— =x1+11, hvorx; e Nog0 < 11 < 1.
70
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Stop, hvis r1 = 0. Induktivt, hvis 7,,_1 # 0, skrives
1
Tn—1

Processen stopper i det k’te skridt, hvis t, = 0. Er dette tilfeeldet bliver de to falger o, 71, . ..
0g xo, X1, ... endelige; yderligere er x; > 1, idet xx = 1/7¢—1, 00 tx—1 < 1.

Processen definerer en kaedebrgk af formen i (2.7), og af konstruktionen fremgar, for hvert
n, at  er veerdien af den endelige keedebrgk angivet i (2.8). Hvis processen stopper, i det k’te
skridt med 7; = 0, er det klart at keedebrgken er endelig og lig med z; i dette tilfelde ma r
gjensynlig vaere et rationalt tal. Hvis processen ikke stopper, bliver keedebraken uendelig. Af
udregningerne i (2.8) falger let, at keedebrgkens greenseveerdi netop er . Af Setning (2.7)
folger, at 7 i dette tilfeelde ma veere irrational.

Heraf ses: Processen stopper, hvis og kun hvis tallet t er rationalt.

Det er klart, at tallene t,, defineret i opskriften netop er resterne af kaeedebrgken. Tallet x,,
kaldes den n’te keedebrgkskoefficient og tallet 7, kaldes den r’te rest af tallet . Keedebrgkens
konvergenter p,/q, kaldes ogsa konvergenter for .

(2.10) Eksempel. Anvendt pd © = +/13 giver opskriften:

T =+13= =3++13 -3,
1 V1 /13 -1
l/‘[o: = 3+3 =1+ 3 R
V13 -3 4 4
4 1 1 —
Ve _ Y13+ =1+“/13 2’
V13 -1 3 3
3 /1342 V13 -1
1/t = = =1 ,
V13 =2 3 3
3 V1341 V13 -3
1/13 = = =1 ,
V13 -1 4 4
4 v/13+3
1/t4 = = =6++v13-3.
/"= Goa 1
Hgjresiden i linie i, fori = 0,1, ..., er x; + t;. Det fremgar specielt, at 5 = 7o. Altsa er

16 = T1, T7 = T2, OSV. Folgen 1o, 71, 72 er altsa periodisk med periode 5. Heraf ses, at 0gsa
folgen x1, x2, . .. er periodisk med periode 5. Vi far sdledes tabellen:

n|—-2-140|1}2 34|56 |7 |8|9]10
Xn 3|f1}j1}1(1,6 11116
pn| 01|34 |7 11|18 |119|137|256|393|649
| 1102 1|2 ]3 |5 33|38]|71/109180

Raekken for x,, fremgar af udregningerne. Rakkerne for konvergenterne p,, g, er fremkom-
met ved at indsatte de faste veerdier, forn = —2 ogn = —1, og sa udfylde resten af pladserne
ved rekursionsformlen (2.6.3).
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(2.11) Lemma. Lad T, vare en matrix af formen i (2.6), foretn > 0,

(1 y\(0 1\(0 1 0 1
EDEDEDCL) e

hvoryg € Z ogy; € N fori > 0. Lad t vare et reelt tal, og antag, at der findes en relation,

(i) ~T, (i) , (2.11.2)

hvor0 < € < 1 (eller eventuelte = 0 ogentenn = 0 ellern > 1 og y, > 2). Da er, med
notationen i Opskrift (2.9), yi = x; fori =0,...,n oge = 1,.

Bevis. Pastanden vises ved induktion efter n. Forn = 0falger det af relationen, at T = yo+e.
Da0 < e < 1,eryy = xp0ge = 19. Antag, at n > 1 og at pastanden galder for n — 1.

Relationen kan skrives,
T 1 €
(1)~ ()~ ma (%)

hvor €’ := 1/(y, + €). Djensynliger 0 < ¢’ < 1. Induktivt er altsd y; = x; fori < n, og
¢/ = 1,_1. Ligningen 1/t,_1 = y, + € visernu, at y, = x,, 0g at e = t,. 0

(2.12) Saetning. Hvert irrationalt tal er gransevardi for netop én uendelig kedebrgk med
hele koefficienter. Hvert rationalt tal er vardi af netop to endelige kaedebroker med hele
koefficienter, nemlig en af lengde k af formen

X0 + , (2.12.1)
+
X1 1

X2+ —
... l
+_

Xk

hvor x > 2, og den omformning (2.12.1), af lzengde k + 1, der fas ved at erstatte x; med

L 1
(xk =D+ 1
Bevis. Lad t veere det givne tal. Eksistensen er vist i Opskrift (2.9). Bemeerk, at hvis t er
rational, saledes at processen stopper, fx i det k’te skridt, sa ma x; vere sterre end 1, idet
xp = 1/t,—1 00 17%—1 < 1 (tilfeeldet kK = 0, som svarer til at ¢ er et helt tal, kreever en
serovervejelese, som overlades til laeseren).

Antag nu, at t er veerdien af en keedebrgk med hele koefficienter yq, y1, y2,.... Hvis
kaedebrgken har endelig leengde &, kan det antages at x; > 2, idet man ellers anvender
omformningen navnt i Seetningen. Det skal vises, at tallene y; netop er tallene x; bestemt
i Opskrift (2.9). Denne pastand falger af Lemma (2.11), idet relationen (2.11.2), hvor € lig
med den n’te rest af keedebroken, fremgar af (2.8.1). i
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(2.13) Lemma. Lad t vare et irrationalt tal. Enhver konvergent p,/q, for T er da en
Farey-approximation til t. Mere praecist galder, at konvergenterne netop er de brgker p/q i
Farey-tglgen for hvilke p/q og den efterfglgende brak i folgen ligger pa hver sin side af t.

Bevis. Den farste konvergent er, med den valgte nummerering, breken po/qo = xo/1, hvor
xo er det starste hele tal, der er mindre end z. Det er ogsa den farste bragk i Farey-fglgen for .
Den naeste Farey-approximation er (xo+1) /1, der ligger pa den anden side af . Konvergenten
po/qo er altsd en Farey-approximation med den egenskab, at den efterfglgende approximation
ligger pa den anden side af z. Vi viser, ved induktion efter n, at konvergenten p, /g, er en
Farey-approximation med denne egenskab, og at de foregaende Farey-approximationer med
denne egenskab netop er konvergenterne p; /q; for i < n. | beviset for, at pastanden geelder
forn + 1 (med n > 0), antager vi, at den gelder for n og for n — 1; det er ikke sveert at
modificere det efterfglgende saledes, at argumentet ogsa virker forn = 0, med p_1 = 1 0g
qg—1 = 0. Vi vil yderligere antage, at n er lige, idet argumentationen forlgber tilsvarende,
hvis n er ulige.

Af overvejelserne i (2.7) felger, at ¢ ligger mellem p,,_1/g,—1 09 pn/qgn. ldet vi har
antaget, at n er lige, geelder altsa ulighederne,

Pn Pn-1
— <1<

dn dn—-1 )

Af induktionsantagelsen felger, at brgkerne p,/q, 09 pn.—1/q9.—1 ligger i Farey-falgen,
at efterfglgeren til p,_1/g,—1 ligger til venstre for t, og at p,/q, herefter er den farste
brgk i falgen, for hvilken efterfglgeren ligger til hgjre for . Blandt de foregaende Farey-
approximationer findes altsa ingen mellem p,,/g, 09 pn—1/q.—1. Heraf falger, jfr (1.7), at
den naeste Farey-approximation er fglgende brgk for x = 1:

XPn + Pn—1

. 2.13.1)
Xqn + gn-1

Da den til p,/q, efterfglgende approximation er stgrre end t, er brgken (2.13.1) forx = 1
stgrre end T. Den fglgende approximation er derfor brgken (2.13.1) for x = 2. Er ogsa
denne approximation stgrre end = bliver den naeste approximation brgken (2.13.1) for x = 3.
Det ses, at den farste af de fglgende Farey-approximationer, der har den anfarte egenskab, er
brgken (2.13.1), hvor x er stgrst mulig sa at breken er starre end . Bemeerk, at brgken (2.13.1)
for x — oo konvergerer mod p,,/g,, der er mindre end 7 ; der findes altsa en sterst mulig veerdi
af x. Denne veerdi er altsa det stgrste naturlige tal x, sa at brgken (2.13.1) er stgrre end 7. Da
brgkens naevner er positiv, er den sterreend 7, hvisog kun hvisxp,, + p,—1 > t(xgn+qn-1),
dvs hvis og kun hvis

X(gnT — pn) < —qn-1T + pn—1. (2.13.2)

Da p,/qn < t,€rq,t — p, > 0. Uligheden (2.13.2) er derfor ensbetydende med falgende:

x < ZdnAt Tt Pe1 (2.13.3)

dnT — DPn
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og x er saledes det starste hele tal, der opfylder denne ulighed.
P& den anden side bestemmes konvergenterne ud fra resterne z,,. Af (2.9.2) felger, at

sgjlerne (;) 0g0g Sy ( v ) er proportionale. Dan er lige, er det S, = 1. Heraf f&s relationen,

1 " 1) —fdn-1 Pn-1 1/
Heraf fremgar, at hgjresiden i (2.13.3) er lig med 1/7,,. Med andre ord (jfr. Opskrift (2.9)),
tallet x er koefficienten x,+1 1 keedebrgken for z. Med denne verdi af x felger det af

rekursionsformlen (2.6.3), at brgken (2.13.1) netop er konvergenten p,,+1/qn+1.
Hermed er induktionsbeviset fuldfert. 0

(2.14) Bemarkning. Af beviset for Lemma (2.13) fremgar, at koefficienterne xg, x1, x2, . ..
i keedebraken for ¢ svarer til falgende opfarsel af Farey-falgen for z: Den farste brok i fglgen
er xo/1, som er mindre end t. Herefter kommer x1 brgker, som er stgrre end 7, efterfulgt af
x bragker, som er mindre end , efterfulgt af x3 brgker, som er stagrre end 7, osv.

(2.15) Szetning. Lad t vere et irrationalt tal, og lad a/s vare en brgk (uforkortelig, med
s > 1). Lad d’ /s’ vere den af de to naboer til a/s blandt Farey-brokerne i Fy, der ligger til
samme side fora/s som t. Daera/s en konvergent for t, hvis og kun hvis fglgende ulighed
er optyldt:

a 1
Z_ S— 2.15.1
} } = s(s +s") ( )
ellers =1 oga er den hele del af t.

Bevis. Konvergenten po/qo er po/1, hvor pg er den hele del af . Vi kan antage, at a/s ikke
er denne konvergent.

Afstanden mellem naboerne a/s og a’/s’ er 1/ss’, der gjensynlig er stgrre end hgjresiden
af (2.15.1). Hvis (2.15.1) galder, sé falger det derfor af valget af a/s, at = ligger mellem a /s
og a’/s’. Hvis a/s er en konvergent, sa er a /s en Farey-approximation ifglge det foregaende
lemma, og igen sikrer valget af a’/s’, at © ligger mellem a/s og a’/s’. | resten af beviset for
ekvivalensen af de to betingelser kan det derfor forudseettes, at T ligger mellema/s oga’/s’.
Specielt er a/s og a’/s’ da Farey-approximationer til T, og den Farey-approximation, der
folger efter a/s, er breken (a +a’) /(s +s’). Afantagelsen falger, at i Farey-falgen kommer
breken a’/s’ far braken a/s.

Hgjresiden af uligheden (2.15.1) er netop afstanden mellem approximationen a /s og den
falgende approximation (a + a’)/(s + s”). Uligheden er derfor opfyldt, netop hvis t ligger
mellem disse to approximationer. Akvivalensen faglger derfor af karakteriseringen i Lemma
(2.13). I

(2.16) Korollar. Hvis fplgende ulighed er opfyldt:

a_ r‘ <= (2.16.1)
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sd er brgken a/s en konvergent for t.

Bevis. Med betegnelserne i s&tningen er nemlig s < s. Uligheden (2.16.1) medfarer derfor
uligheden (2.15.1). 0

(2.17). Med notationen fra Eksempel (1.8) betragtes den kvadratiske form F(x, y) og tallet
n = (=b++/D)/(2a) (vi forudsetter ikke, at a > 0, og alts ikke at " < n). Betragt videre
den diofantiske ligning,

F(x,y) = ax? + bxy —I—cy2 =k,

og hertil heltalslgsninger (x, y), som opfylder ulighederne i (2.9)(1):
y>0, 2ax+by >0,

eller, &kvivalent, at brgken x /y ligger teettere ved n end ved n’.
Af faktoriseringen F(x, y) = a(x — yn)(x — yn’) fas ligningen,

1
y2

X X
S| [2 =] = jal-
y y

og alts&, med  := |x/y — 1|,

1
‘x n‘ _ K/al S (2.17.1)

y h oy

Af antagelserne falger specielt, at afstanden |x/y — n’| er starre end halvdelen af afstanden
In—1n'| = /D/|al, altsdath > 3+/D/|al. . Faktoren |k/a|/h i(2.17.1) er altsd mindre end
2|k|/~/D. Af (1.6) og (2.16) falger derfor:

Hyis |k| < % D, sa er x/y en Farey-approximation til , og hvis |k| < % D,sdaerx/y
en konvergent for 1.

Nar y er stor, kan vi fa en bedre vurdering af 2 = |x/y — n’|: Antag ferst, at brgken x/y
ligger mellem n’ og 5. Daer~/D/|a| = |n — 1’| = |x/y — n| + |x/y — 1’|, og alts&

V'D/la| = |k/al/h-1/y* + h.

Lasning af denne ligning (af grad 2 i 4 og med i > +/D/(2|a|)) giver

h = /D/@lal) +/ D/(4a?) — k/al/¥?.

Antages i stedet, at braken x /y ikke ligger mellem ’ og n, galder trivielt, at = > +/D/|al.
Denne antagelse er gjensynlig ekvivalent med uligheden a(x/y — n) > 0. Heraf ses:
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Seetning. Antag, at |k| < % D, og lad (x, y) vare en Igsning i omradet. Hvis

VD + /D — 4)ak|/y2 > 4lk|, (2.17.2)

ellera(x/y —n) > 0, sder |x/y —n| < 1/(2y?), og folgelig er x/y en konvergent for .
Specielt er x /y en konvergent, hvis y > 0.

Bevis. Hvis a(x/y —n) > 0, falger som nazvnt, at i > ~/D/|a|, og dermed er |k/a|/h <
k|/~/D < % Hvisa(x/y—n) < 0,09(2.17.2) er opfyldt, sa falger af udtrykket for i ovenfor,
at hla| > 2|k|. | begge tilfeelde er altsa |k /a|/h < % Uligheden |x/y — 5| < 1/(2y?) falger
derfor af (2.17.1).

Da k]| < %@ er det klart, at (2.17.2) er opfyldt, nar y > 0. 0

(2.18) Opgaver. (1) Bestem alle Farey-approximationer til tallet 7 med navner hgjst 200.
Er 3% en konvergent? Vis, at de tre farste konvergenter, po/qo, p1/q1, p2/q2 er 3/1, 22/7,
355/113.

(2) Vis pastanden sidst i beviset for (2.7): T er irrational, nar uligheden |p, /g, —T| < l/qﬁ
er opfyldt for uendelig mange uforkortelige braker p,, /qn.

(3) Vis, at den agte kaedebrgk med x; = xp = --- = 1 fremstiller tallet T = (v/5 — 1)/2.
[Vink: T = 19 = 1 + 1/70.] Hvilket tal fremstilles, nar x; = xp = --- =n?

(4) Lad 7 veere et irrationalt tal. Som naevnt i (2.16) vil uligheden |a/s — | < 1/(252)
medfare, at a/s er lig med en konvergent p,,/g,. Vis omvendt, at uligheden altid gelder for
mindst en af to pd hinanden fglgende konvergenter p, /g, 09 pni1/qn+1. [Vink: udnyt, at
7 ligger mellem p, /g, 09 pn+1/9n+1.] Vis, at uligheden gelder for konvergenten p,, /g,
hvis Xn41 = 2.



3. Kaedebrgker for kvadratiske tal.

(3.1) Notation. I det falgende betragtes et fast andengradspolynomium,
F(X,Y)=aX?+bXY + cY?,

hvor koefficienterne a, b, c er hele tal, og hvor diskriminanten D := b2 — 4ac er positiv og
ikke et kvadrat. Med n og & betegnes tallene,

. —b++vD

T 2a

_ —b+D

£ >

Tallet 5 er den ene rod i polynomiet aX? + bX + ¢ (hvis a > 0, er n den starste rod);
den anden rod er det konjugerede tal n’. Tallet & := an er den starste rod i det normerede
polynomium X2 + bX + ac. Tallene n og & er kvadratiske (irrationale) tal, dvs radder
i andengradspolynomier med hele koefficienter, og & er endda et helt kvadratisk tal, idet
polynomiet med roden & er normeret. @jensynliger F(x, y) = a(x — yn)(x—yn’). Narx og
y er rationale tal, vil de to sidste faktorer veere konjugerede kvadratiske tal, og deres produkt
vil derfor vaere normen af x — yn. For rationale (og specielt for hele) tal x og y geelder altsa
ligningen,

aNx —yn) = F(x, y). (3.1.1)
| det fglgende betragtes keedebrgksudviklingen af tallet n. Kadebrgkskoefficienterne x,,,
konvergenterne p,, g, matricerne S, osv refererer altsa til tallet », ndr intet andet er navnt.

I undersggelsen vil vi mgde (kvadratiske) tal af formen,
E—t

T = , (3.1.2)
s

hvor r og s # 0 er hele tal, og hvor navneren s er divisor i normen N (¢ — ¢t) af teelleren.
Det er let at se, at mangden af sadanne tal kun afhanger af D, og vi betegner den Q(D).
Elementerne i Q (D) vil vi kalde radderne (hgrende til den faste diskriminant D).

Vi bemarker farst, at hvis = er en rod i denne forstand og x € 7Z, sd er ogsa T — x en
rod, endda med samme navner s. Vi har nemlig t — x = (¢ —t — sx)/s, og for normen af
teelleren finder vi modulo s, at

NE—1t—sx) =0+ sx)°+blt+sx)+ac=t>+bt +ac=NE —1) = 0.
Videre bemarker vi, at hvis t er en rod, sa er ogsd 1/t en rod, med fremstillingen

1 —
- = § tl, hvor ss1 = —N(§ —t). (3.1.3)
T S1

Da & + & = —b, har vi nemlig
1 s -t  —¢E' -1  E+t+b

t E—t NE-0/s -NE—0)s -NE—0/s’
81
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som er en fremstilling af den gnskede form, idet naevneren s1 := —N (& —t)/s er et helt tal
og telleren —(¢’ — r) har normen N(—(§’ —t)) = N(§ —t) = —ss1, Som er et multiplum
af na@vneren s1.
Endelig bemarker vi, at der kun er endelig mange rgdder =, som opfylder de falgende
uligheder:
O<t<l 1 <-1. (3.1.4)
Antag nemlig, at ulighederne gelder fort = (¢ —¢)/s. Af0 < T 0og1l < —1’ falger, at
1<t—1 =+D/s. Altsd er
1<s <~/D. (3.1.5)

Specielt er s positiv, og sa folgerdetaf 0 < 7 < 1,at0 < & — ¢ < s, altsd at
E—s<t<é&. (3.1.6)

Der er alts3 hgjst ~/D muligheder for s, og for hver af dem hgjst s < /D muligheder for ¢.
Antallet af mulige par (s, ¢) er altsd mindre end /D - /D = D, og altsa hgjst ligmed D — 1.
[Det er ikke sa sveert at finde en mindre overgraense.]

(3.2) Euler’s formel. Resterne no, n1, ... af tallet n er kvadratiske tal af formen,

L (3.2.1)

dap

hvore, oga, # 0 er hele tal og hvor navneren a, er divisor i normen N(§ — e,) af teelleren.
Forn = 0 erag = a. For alle n galder formlerne,

N(%- —ey) = —anpdn+1, (322)
N(n) = —an+1/an, N(gn + gn—11n) = (=1)"a/ay, (3.2.3)
F(Pa-1, qn-1) = ‘ = (—1)"ay. (3.2.4)

N(C]n + Qn—lnn)

Bevis. Den farste pastand udtrykker, at resterne n,, er radder. Denne pastand falger af over-
vejelserne i (3.1). Det er nemlig klart, at n = &/a er en rod, idet navneren a er divisor i
normen, N(¢) = ac, af telleren. Videreerno = n—xpogforn > 0ern,+1 =1/, — xp+1.
Altsa er alle resterne rgdder. Desuden falger ligningen i (3.2.2) af (3.1.3).

Den farste ligning i (3.2.3) fglger umiddelbart af (3.2.2) og (3.2.1), idet normen er multi-
plikativ.

For at eftervise den anden ligning i (3.2.3) udnyttes formlerne i (2.8):

A (Z) =S, (nf> , hvor A = qn + qn—1nn. (325)
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Af udtrykket n,, = (¢ — en)/an, = (an — e,)/a, falger, at

("f) :(a/oan _enl/an>(z>,

0g indseettelse i (3.2.5) giver derfor ligningen

ny_ ajan, —en/an n
(1) =" 1) (1)

Af denne ligning fremgar, at A er egenveerdi for produktet af de to matricer pa hgjresiden.
Falgelig er A rod i det karakteristiske polynomium for produktmatricen. Dette polynomium
er gjensynlig et normeret polynomium med rationale koefficienter, og den anden rod i dette
polynomium ma derfor veere det til A konjugerede tal A’. Normen af A, dvs AL/, er altsd
konstantleddet i det karakteristiske polynomium, og derfor lig med determinanten af pro-
duktmatricen. Da det S,, = (—1)", fas ligningen,

N = (=1D)"a/ay, (3.2.6)

som kombineret med udtrykket for A netop er den anden ligning i (3.2.3).
For at vise satningens sidste formel udnyttes, at A(p,—1 — gn—11) = (=1)", jfr (2.8.3).
Anvendes normafbildningen herpa fas ligningen,

N(pn—1—gn—1m) = 1/N(). (3.2.7)

Kombineres (3.1.1), (3.2.6) og (3.2.7), fas den sggte formel.
Hermed er sztningen bevist. 0

(3.3) Seetning. Lad t vere er irrationalt tal. Da er fplgende betingelser akvivalente:

(i) Tallet T er et kvadratisk tal, dvs rod i et andengradspolynomium med hele koeffici-
enter.
(if) Folgen af kadebrokskoeftficienter yo, y1, y2, ... for T er periodisk fra et vist trin,
dvs der findes talng > 0 ogl > 0 sdledes, at y;+; = y; forallei > ny.
(iii) Folgen af rester 1o, 11, . .. indeholder en gentagelse, dvs der findes tal nop > 0 og
| > 0 sdledes, at Tyg+1 = Tng-

Bevis. Resten ; er den agte keedebrgk med koefficienter y; 11, yi+2, . ... Det er derfor klart,
at (i) og (iii) er ensbetydende.

Antag, at (iii) geelder. Det skal vises, at t er et kvadratisk tal. For hvert n gelder en
ligning af forment = (A1, + B)/(Ct, + D), hvor A, B, C, D er koefficienterne i matricen
S, hegrende til t. Det er derfor nok at vise, at 7, er et kvadratisk tal for en passende veerdi
af n. Vi kan saledes i resten af beviset erstatte T med t,,,. Forudsatningen er da, at r = 7.
Med betegnelser hgrende til keedebreken for © geaelder ifglge (2.8.1) matrixligningen

A(i) =S (2’) hvor A = g;—17 + qi.
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Da t = 1, viser matrixligningen, at A er egenveerdi for matricen S;. Falgelig er A rod i det
karakteristiske polynomium for S;. Dette polynomium er et normeret polynomium med hele
koefficienter, sd A ma veere et (helt) kvadratisk tal. Af udtrykket ovenfor for A falger nu, at
0gsd T = r; ma vere et kvadratisk tal. Altsa geelder (i).

Antag omvendt, at (i) geelder. Det kan antages, at t = n er det kvadratiske tal fra (3.1).
Af formel (3.2.4) falger da, at

a 1
Gn + qn-1Mn  Gn + qn-11,, '

F(pn-1,qn-1) = (3.3.1)

Her er venstresiden et helt tal forskelligt fra 0. Den farste faktor pa hgjresiden gar mod 0 for
n — oo, idet g, — oo 0g n, > 0. Da ligningen gealder, slutter vi, at nevneren i den anden
faktor ma veere numerisk mindre end 1, nar n er tilstreekkelig stor. Da 0 < ¢g,—1 < gy, for
n > 2, folger det specielt, at der findes et index » > 2, sa at der for alle n > r gelder, at

n, < —1. (3.3.2)

Mere preacist gelder uligheden (3.3.2), nar den farste faktor i (3.3.1) numerisk er mindre end
109 g, > qn—1. Veelges specielt » > 2 sd stor, at g, > |a|, sa gelder (3.3.2) altsa, narn > r.

Antag nu, atn > r. Daern, < —1,0ogvihar0 < n, < 1. Med t := 5, gelder
altsd ulighederne (3.1.4). Af overvejelserne i (3.1) falger derfor, at der kun er endelig mange
muligheder for parret (a,, e,), endda hgjst D — 1 muligheder.

Blandt de D par (e, a,) forr < n < r + D — 1 ma der altsd vaere to, der er ens. Altsa
findes ng og n1 sdledes, at r < no < n1 < r + D 09 (ang, €ny) = (an,,en,). OQ S er
Nng = Nny, 0Q betingelsen (iii) er opfyldt.

Hermed er sztningen bevist. 0

(3.4) Definition. Det kvadratiske tal n kaldes reduceret, hvis
0O<n<1logn <—1. (3.4.1)

Resterne af et tal opfylder altid den farste betingelse. | beviset for Satningen, jfr (3.3.2), sa
vi, at resten n,, er reduceret, ndr n > 0. Mere precist sa vi, at n,, er reduceret, nar g, > |a|
medn > 2. Beviset for Seetningen byggede sa videre pa, at resterne n,, er af formen (¢ —¢) /s,
og at der kun er endelig mange reducerede tal af denne form. Mere pracist: antallet er hgjst
D —1.

Til det kvadratiske tal n findes ifalge setningen et tal ng > 0 og et naturligt tal /, sa at

Nno = Nno+1-

Velg no og I mindst mulige. Tallet / kaldes periodeleengden for ». Felgen n, forn > ng
er gjensynlig periodisk med periode /. Derfor er ogsa felgen a,, (og felgen e,) for n > ng
periodisk med periode /. Tallet n,, bestemmer koefficienten x,, 1, sa falgen x,, forn > no+1
er ogsa periodisk med periodeleengden /. Tallet no + 1, kaldet periodestarten, er altsa det
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trin, fra hvilket falgen x1, x2, ... (med xg udeladt) er periodisk. Af beviset for setning (3.3)
falger, at periodelzengden / er mindre end D.

Fori > noermn, = niy; = ---, 09 n, er reduceret for n > 0. Heraf falger, at n; er
reduceret for alle i > ng. Det er en konsekvens af Galois’s Seetning herunder, at tallet ng
altid er det forste index n for hvilket resten n,, er reduceret. Specielt ses, at hvis g, > |a|
med n > 2, s er ng < n.

For n > ng er fglgen a,, periodisk. Specielt antager felgen a,, kun endelig mange veerdier.
Af Euler’s formel fremgar derfor, at falgen F(p,, g») kun antager endelig mange verdier.
Specielt findes altsé et helt tal & séledes, at F(x, y) = k har uendelig mange lgsninger (blandt
konvergenterne (p,, g,)). Dette resultat er som bekendt et vigtigt skridt i Dirichlet’s bevis
for, at den egentlige Pell’ske ligning har uendelig mange lgsninger. Som vi skal se herunder,
giver keedebrgksudviklingen en mere direkte analyse af den Pell’ske ligning.

Bemerk i gvrigt, at uligheden (3.1.5), for t := n,, medferer,at1 < a, < /D forn > no.

(3.5) Galois’s setning (1828), farste del. Tallet n er reduceret, hvis og kun hvis der findes
et naturligt tal l, sa at n = n;, altsa hvis og kun hvis xo = 0 og folgen x1, x2, . .. er periodisk
med perioden [.

Bevis. ,hvis“: er trivielt, idet n,, er reduceret, ndr n > 0, jfr (3.4).

.kun hvis“: Vi viser farst, at hvis n er reduceret, sa er alle rester n, reducerede. Antag
altsd, at n er reduceret. Da er specielt n = no. Induktivt er det altsd nok at vise, at n1 er
reduceret. Trivielter 0 < n1 < 1. Den anden ulighed i (3.4.1) falger af vurderingen,

1

m=-x1+—<—-x1<-1L

Mo
Dernaest bemaerker vi, at hvis » er reduceret (og specielt lig med ng), 0g n1 = 41, sa er
no = n;. Antag nemlig, at n1 = n;41. Safelgerdetaf 1/n9 = x14+n1091/n; = x;401+n41,
at1/no — 1/m; = x1 — x;41. Efter konjugering fas ligningen,
1 1
— — —7 = X1 — X[+1.
Mo n
Da no og dermed ogsd n; (ifelge det allerede viste) er reducerede, ligger de to broker pa
venstresiden i intervallet]—1, O[. Differensen er derfor numerisk mindre end 1. Da hgjresiden
er et helt tal, fglger det, at differensen ma veere 0. Altsa er no = n;.
Nu viser vi setningen. Nar»n > 0, er n, = n,4;. Betragt det mindste », for hvilket n,, =
na+1. Hvis n > 0, fglger det af bemerkningen, anvendt med n := n,,—1, at n,—1 = Np—1+4, |
modstrid med valget af n. Altsd er n = 0, hvilket er pastanden i s&tningen. i

(3.6) Korollar. Hvis1 < a < %\/5, sd er resten no reduceret, og fglgerne x1, x2, ...,
€0, €1,€2,... 0ga = ap, ai, az, ... er periodiske med periode l, og a, > 1 for allen. Hvis
a =1, gaelder yderligere, at a; = 1, hvis og kun hvis i er et multiplum af [.

Bevis. Afa > 1folger,atn’ < n, ogafa < 3+/D folger,at n — n’ = V/D/a > 2. Altsd

er ogsé ng — ny > 2. Dano < 1, folger det, at nj < no — 2 < —1. Altsd er g reduceret.
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Pastanden om periodiciteten falger derfor af Galois’s s@tning. Da n,, er reduceret, fglger det
af (3.1.5) (som bemeerket tidligere), at a, > 1.

Antag, at a = 1 (og altsd n = &). Da er forudsatningerne om a opfyldt,da D =5 er den
mindste diskriminant. Antag, ata; = 1. Daerng = & — eg 09 n; = & — ¢;. Da begge rester
ligger i intervallet ]0, 1[, er differensen no — n; numerisk mindre end 1. P& den anden side er
differensen det hele tal e; — eg. Altsé er e; = ep, og falgelig er n; = no. Tallet i er derfor et
multiplum af periodelaengden for falgen n,,. 0

(3.7) Dendiofantiske ligning. Ofte betragtes med polynomiet F' (x, y) den diofantiske ligning
F(x,y) = k. Hgjresiden k er altsd et givet helt tal, og der sgges heltalslgsninger til ligningen.
Betragt farst specialtilfeeldet, hvor a = 1. Med hgjresiden k = £1 er det Pell’s ligning,

x2 + bxy 4 cy? = +1; (3.7.1)

med k = +1 er det den egentlige Pell’ske ligning, med k£ = —1 den ikke-Pell’ske ligning.
Lasninger (x, y) til Pell’s ligning svarer til enheder ¢ = x — y& i den kvadratiske talring
Z[£]. Med hver enhed ¢ er ogsd —e, ¢ 1 0og —e~1 en enhed. Oftest er det derfor nok at
betragte enheder ¢ = x — y&, som opfylder, at 1 < ¢’; som naevnt i (1.8) gaelder denne
betingelse pa ¢, hvis og kun hvis (x, y) tilhgrer omradet, hvor y > 0 og 2x + by > 0.

Pell’s ligning. Lgsningerne til Pell’s ligning i det betragtede omrade er netop parrene af
formqn (pil—1, qii—1), hvor [ er periodeleengden for &. Mere pracist er F(pij—1, qii—1) =
(—l)l’. For de tilhgrende enheder ¢; = p;jj—1 — qi1—1& gelder ulighederne,

l<el<éey<-o-.

(Specielt er 1 den sikaldte grundenhed, og &; = (e1)'). Den ikke-Pell’ske ligning har
Ipsninger, hvis og kun hvis periodelzengden [ er ulige.

Bevis. Lad (x, y) veere en lgsning i det betragtede omrade. Vi anvender overvejelserne i
(2.17). Uligheden |k| < 3+/D er opfyldt, da k = £1 0og D = 5 er den mindste positive
diskriminant. Uligheden i (2.17.2) har formen,

VD +,/D—4/y? > 4.

Det ses, at uligheden er opfyldt pad ner nar D = 5 og y = 1. Pa nar i undtagelsestilfaldet
falger det derfor, at x/y er en konvergent. | undtagelsestilfeeldeter D = 50g y = 1. Da
y=1erx2+bx+c==1090b%—4c =5 Medk = —leraltshx = —b/2 +
V5—4/2 = —b/2 £ 1/2; af de to lgsninger ligger kun (xo, yo) = (=b/2 + 1/2,1) i
omradet. Medk = lerx = —b/2 £ +/5+4/2 = —b/2 £ 3/2; af de to lgsninger ligger kun
(x1, 1) = (—=b/2+3/2,1) i omradet. Afde to broker xo/yg = x0 0g x1/y1 = x0 + 1erden
forste gjensynlig den hele del af £ = (—b + +/D)/2, og derfor lig med konvergenten po/qo.
Den anden brgk er starre end &, og den er derfor en konvergent ifglge ssetningen i (2.17).

| alle tilfelde gelder altsd, at x/y er en konvergent p,,/gm for &. Da F(x,y) = %1,
ma brgken x /y vare uforkortelig, og da y > 1 falger det, at (x, y) = (pm, gm). Veerdierne
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F(pm. qm) ergivet ved Euler’s formel (3.2.4). Det ses, at veerdien er &1, netop ndra,, +1 = 1.
Af Korollar (3.6) falger, at dette indtreeffer netop, ndr m + 1 er et multiplum af /.

Hermed er de forste pastande bevist.

De resterende pastande ses saledes: Konvergenten p,,/q, er mindre en &, netop nar m
er lige. Heraf ses, at tallet &; har fortegnet (—1)’. Da gig) = (—1)%, folger det, at g > 0.
Yderligere geelder ifglge (2.7), at 1 > |e1| > |e2| > -- -, og heraf fglger, da |¢;¢}| = 1, de
pastaede uligheder for ¢!.

Enhederne ¢ med ¢’ > 1 er, ifglge det viste, netop enhederne ¢;. Heraf falger let, at 1 er
grundenheden.

Den ikke-Pell’ske ligning har lgsninger, hvis og kun hvis (—1)# for en passende verdi af
i er lig med —1. Dette viser s&tningens sidste pastand. 0

Den almindelige diofantiske ligning,
ax? 4+ bxy +cy? =k, (3.7.2)

kan, for sma veerdier af k, analyseres direkte ved kaedebrgksudviklingen for »:

Seetning. Antag, at |k| < %\/5 Da har ligningen (3.7.2) Igsninger, hvis og kun hvis k har
formenk = (—1)"d?a,, hvord > 1. Ligningen har primitive lgsninger, dvs Igsninger med
primiske tal x, y, hvis og kun hvis k forekommer i tplgen (—1)"a,.

Bevis. Hvis k har den angivne form, fglger det af Euler’s formel, at (x, y) = (dp,n—1, dgn—1)
er en lgsning. Antag omvendt, at ligningen har lgsninger (x, y). Under brug af, at den
egentlige Pell’ske ligning har undelig mange lgsninger, er det let at se, at (3.2.7) sd har uendelig
mange lgsninger, endda uendelig mange lgsninger i omradet, hvor y > 0 og 2ax + by > 0.
Der findes specielt lgsninger i omradet, med y > 0. Foren sadan lgsning (x, y) galder ifalge
setningeni (2.17),at x /y er ligmed en konvergent p,,,/gm. Altsder (x, y) = (dp,, dgy), hvor
d er den starste faelles divisor for x, y. Af Euler’s formel fglger nu, at k = (—1)"1d%a,, 1.

Hvis ligningen har primitive lgsninger, falger det tilsvarende, at ligningen har primitive
lgsninger (x, y) i omradet, med y > 0. | dette tilfelde medferer ligningen x/y = pum/qm,
at (x,y) = (Pm, gm), 0g dermed at k = (—1)"*1a,, 1. 0

Bemerk, at falgen a,,, forn > ng, er periodisk med periode . Fglgen (—1)"a,, forn > no,
har derfor periode 2/, og den har periode /, hvis [ er lige. | anvendelserne af seetningen er det
derfor tilstreekkeligt at undersgge tallene (—1)%a; fori =0, ..., no+ 2 — 1 (og for lige [ blot
fori =0,...,n9+1 —1). Det fremgar i gvrigt af setningen, at enhver verdi af (—1)’a;,
hvor |a;| < 3+/D, m& have formen (—1)"d2a, for n > 0.

(3.8) Galois’s setning, anden del. Antag, at tallet n er reduceret, og lad 0, x1, x2 ... vare
fplgen af kaedebrgkskoefficienter, med periodelzengden . Da er tallet —1/n’ ligeledes redu-
ceret, og den hertil hgrende folge af kaedebrokskoeftficienter er fplgen

0"xl7'xl_17"'7x27x17xl7xl_17"' b

ligeledes med med periodelengden [.
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Bevis. | fglge den forste del, Seztning (3.5), er alle resterne n, reducerede. For at bevise
setningen udnyttes relationen (2.8.1):

D)) e

Med S := (O _1) gelder gjensynlig, at (‘1/’7) ~ S('}) Af (3.8.1) fas derfor, at

10
(_ll/”> ~ S5, (’Z) ~ 5571 (_ll/”> . (3.8.2)

Da n er reduceret, er xo = 0. Matricen S; er derfor et produkt af matricer af formen (g i)
For en sadan matrix finder man

G0 Vg (x =1y _(-x 1y_(0 1\
1 x ~\-1 0 1 0/ \1 «x '
Ved gentagen anvendelse heraf ses, at relationen (3.8.2) kan skrives,
~1/n\ (0 1\ [0 1\ (-1/y
1 1 x 1 x 1 )
Multipliceres med den inverse til produktmatricen, fas efter konjugering falgende relation,
0 1) (0 1 =1/n"\ _ (=1
1 x 1 x1 1 1 )

Dan’ < —1,er0 < —1/n" < 1. Af Lemma (2.11) felger derfor, at (—1/n"); = —1/7n/, og at
kadebrgkskoefficienterne for —1/n’ er fglgen angivet i s&tningen.

Hermed er sztningen bevist. 0
(3.9) Seetning. Antag, at1 < a < % D og at a er divisor i b. Da er tplgerne x1, x2, . . .,
a = aop,ai,az,... ogeo,ei, ... periodiske med periode l, hvor | periodelengden for 7.
Yderligere galder:

(1) Fori =1,...,1 —1erx;—; = x;. Desuden er x; = 2xo + (b/a).
(2) Fori =0,...,1 —1ern_1-; = =1/n..
(@) Fori =0,...,l—lern—j—1=( —e)/ait1,dvsaj—1-; = aj+10ge|—1-; = e.

(4) For hverti = 0,...,1 — 1 galder: a; = aj+1, hvis og kun hvis| = 2i + 1, og
ei = ej+1, hvisog kun hvisl = 2i + 2 elleri =1 — 1.
Hvisa =1, og altsi ¢ = n, sa er begge antagelser optyldt. I dette tiltzelde gelder yderligere,
ata, = 1, hvis og kun hvis n er et multiplum af l.

Bevis. Som navnt i (3.6) er no reduceret, sd periodiciteten fglger af farste del af Gal-
ois’s setning. Ifglge anden del er —1/n ligeledes reduceret med keadebrokskoefficienter
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Xl,...,X2,X1,...,00perioden /. Specielt er den ’te rest af —1/n( lig med —1/n;, s vi har

relationen,
—1/n5\ _ (0 1 0 1 —1/n;
( / o) (1 m)...(l x1>( / 0>, (3.9.1)

St B := —b/a — xo. Daer B ethelttal, og n = —b/a — n' = B — ;. Altsé er
ny _(B 1 1\ (B 1 —1/n;
1)7\1 o)\ -n 10 1)
B 1\(0 1\ _ (1 B+x
1 0 1 x;)] \O 1 )

Muliplikation af (3.9.1) med (f (1)) giver derfor relationen,

(1>N(0 1 l)(l xl_1>”'(l xl)( 1 O) (3.9.2)

Ifolge antagelsen er B et helt tal. P& hgjresidener 0 < —1/n; < 1. Afrelationen (3.9.2) kan
vi derfor aflaese koefficienterne xo, . .., x;_1 i keedebraken for , jfr (2.11). Vi far ligningerne
x0o=B+x;,x1 =x;-1,...,x1—1 = x1. Da B = —b/a + xg, er det netop ligningerne i (1).

Antag nu, at 0 < i < [. For at eftervise (2) betragtes tallene n;_1—; og —1/7;. Idet vi
anvender Galois’s s&tning (anden del) pa det andet tal, ser vi, at begge tal er reducerede med
periodelzengde /, og at de farste [ keedebrgkskoefficienter (den 0’te fraregnet) er de to falger:

Videre er

Xl—iy Xl—i+1s oo« X[=1, X, X155 ooy X[—1—i, Xis Xi—1y 0oy X1, X[, X]—1, o« Xj41.

Af ligningerne i (1) fremgdr, at de to folger er identiske. Derforer n;_1—; = —1/n!.
Pastanden i (3) er en konsekvens af (2), idet vi far ligningerne,

-1 —a; —ai(§ —e) &E—e
nl—l—i = —/ = 7 = = ,
n & —e N —ei) ai+1

hvor den sidste ligning geelder ifglge (3.2.2).

Betragt nu (4). Afligning (3) fremgar, ata; = a; 1, hvisog kunhvis n;_1_; = n;. Daler
periodeleengden, er n;’erne for j =0, ...,/ — 1 indbyrdes forskellige. Falgelig geelder den
sidste ligning, hvis og kun hvis/ — 1 —i = i, dvs hvis og kun hvis [ = 2i + 1. Tilsvarende
ses, at ¢; = e;j+1, hvis og kun hvis n;_1_; = n;+1, 0g at det indtreeffer, hvis og kun hvis
[ =2i+2elleri =1 — 1. Hermed er (4) bevist.

Seatningens sidste pastand fremgar af (3.6) 0
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(3.10) Note. Det falger af Satning (3.5), forl < a < %@ at keedebrgksudviklingen
af n bestemmes ud fra de farste koefficienter xg, x1, ..., x;. Hvis a desuden er divisor i b
(bemark, at denne betingelse er opfyldt, hvisa = 1eller b = 0), sa falger det af s&tningen, at
kendskab til den farste ,halvdel” af disse koefficienter er tilstraeekkeligt. Under disse antagelser
kan periodelengden / bestemmes udfra ¢;’erne og a;’erne. Ifglge setningen findes nemlig
enten et i, sd at a; = a; 41, ellereti, sd at e; = e; 1. Er i mindst mulig, og indtraeffer
det forste, sd er [ = 2i + 1 (og periodeleengden er altsa ulige), indtreffer det andet, sa er
[ = 2i + 2 (og periodelengden lige).

Hvis b = 0, harvi F(x, y) = ax?—dy?, hvord := —c, og vi kan antage, at « og dermed d
er positive. Diskriminantener D = 4ad, ogvihara < %@ netop ndra < d. | forbindelse
med den diofantiske ligning ax? — dy? = k, kan vi skifte fortegn og ombytte x og y. Det er
derfor sedvanligvis ingen indskraenkning at antage, at a < d.

(3.11) En anvendelse. Antag, at1l < a < % D, og at a er divisor i b. Da galder: Af de
tre ligninger F(x,y) =1, F(x,y) = —1 0gx? 4+ bxy + acy? = —1 er der hgjst én, der har
heltalslgsninger.

Bevis. Den sidste ligning er den ,ikke-Pell’ske”. Som navnt ovenfor har den lgsninger, hvis
0g kun hvis perioden for & er ulige.

Af Satning (3.6) fremgar, at fglgen a,, for n > 0 er periodisk med periode /, og a,, > 1.
Antag, at en af de to farste ligninger har en lgsning. Det fglger da af resutatet i (3.7), at £1
forekommer i folgen (—1)"a,. Altsa findeseti < [,sdata; = 1. Daa > 1,eri > 0.
For dette i er n; = & — ¢;. Ifalge (3.9)(3) er n;—; = & — e;_1. Specielt ses, at differensen
mellem resterne, n;—; — n;, er et helt tal. Da resterne er reducerede, falger det, at de er ens,
altsd n; = n;_;. Dabade i og/ — i er mindre end [, fglger det, ati =/ —i. Altsd er [ = 2i.
Specielt ses, at [ er lige, og at i var entydigt bestemt. Af udtrykket n; = & — e; fremgar, at n;
og & har samme keedebrgksudvikling, bortset fra det farste hele tal xq i udviklingen. Specielt
har ogsa & perioden /. Da [ er lige, har den ikke-Pell’ske ligning altsa ingen lgsninger. Igen,
da periodeleengden [ er lige, viser entydigheden af i, at hgjst en af de to farste ligninger har
lgsninger.

Hermed er korollaret vist. 0

(3.13) Eksempel. Polynomiet F = x2 — 13y? har diskriminanten D = 52. Herer& = n =
V13, 0g b = 0, s& antagelserne i (3.9) er opfyldt. Man finder

13-0 13 -
n:ﬁ:\/_T :3+@,
1 _ V343, Vis-1

1 = =
/Mo 33 1 1
4 V1341 /13 -2
V13 -1 3 3
3 V1342
1/no = = = ...

Ji3-2 3
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Hermed er x;, a;, 09 ¢; bestemt for i = 0, 1, 2. Vi behgver ikke fuldfgre omskrivningen af
1/n32, idet det allerede fremgar, at ap = a3. Periodelengden er derfor / = 5. Ved brug af
(3.9) kan vi udfylde farste og sidste rekke i skemaet herunder. De to mellemste raekker er
udfyldt ved brug af rekursionsformlen for konvergenterne.

n|—-2-140|1}2 3|4 |5|6|7|8|9]10
Xn 3|f1|j1}1(1,6 11116
pn| 01|34 |7 11|18 |119|137|256|393|649
| 1102 1|2]3 |5 33|38]|71/109180
an 114334143 |3 4|1

Af Euler’s formel falger, at p2 | — 13¢g% ; = (—1)"a,. Specielter 182 — 13 .52 = —1 og
6492 — 13- 1802 = 1. Af sa&tningen i (3.7) falger, at ligningen x2 — 13y? = +2 ikke har
heltalslgsninger.

(3.14) Eksempel. Polynomiet F = x2 — 19y? har diskriminant D = 4 - 19. Igenera = 1
og b = 0, sa antagelserne i (3.9) er opfyldt. Man finder

— +/19-0 V19 -4

1 V19 +4 V19 -2
V19 — 4 3 3

3 V19 + 2 /19 -3
V19 -2 S S

5 /1943 /19 -3
V19 -3 2 2

Heraf fremgar, at e = e3. Periodeleengden er derfor [ = 6. Vi kan nu udfylde farste og sidste
reekke i skemaet herunder. De to mellemste reekker er udfyldt ved brug af rekursionsformlen
for konvergenterne.

n|0|1]2]3]4]5]686
Xxo| 4213 |1]2]8
pn| 4 | 9 |13 ] 4861|170
gn| 1] 2 |3 111439
an| 13|52 |5 ]3] 1

Af Euler’s formel felger, at p2 ; — 19¢> ; = (—1)"a,. Specielter 1702 — 19 - 392 = 1.
Da periodelangden er lige, har den ikke-Pell’ske ligning x? — 19y? = —1 ingen lgsninger.
Betingelsen |k| < %@ er opfyldt for |k| < 4. Af s&tningen i (3.7) folger, at ingen af
ligningerne F(x, y) = k, hvor k = 2, 3, eller —4, har heltalslgsninger, og at der med k = 4
ikke er primitive lgsninger.
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(3.15) Eksempel. Polynomiet F = 3x2 — 17y2 har diskriminanten D = 22 . 3. 17. Herer
n = +/51/3 0g & = +/51. Antagelserne i (3.9) er opfyldt. Man finder

V51 V51 -6

=" —2+

3
3 V51 +6 /51 -4
V51 —6 S

5
5 VB1+4 V51—3

b

1+

Jsl—4 7 7
7 51+ 3 51 -3
V51 -3 6 6
Heraf fremgar, at e = e3. Periodelengden er derfor [ = 6. Som ovenfor udfyldes skemaet:

n| 0123|456
Xp| 2121121124
pnl 215|712 |19 |50
gn| 112 |3|5|8 21
a,| 3| 5|7 |6|7]|5]3

Specielt ses, at 3 - 502 — 17 - 212 = 3. Betingelsen |k| < 3+/D er opfyldt for k| < 7. Af
setningen i (3.7) falger, at ligningen F(x, y) = k, for k = £1, £2, —3, +4, 5, 6, eller —7
ikke har heltalslgsninger.

(3.16) Eksempel. Ligningen 2x2 — 3y? = —1 har en lgsning. Af (3.11) fremgér, at ingen af
ligningerne 2x2 — 3y%2 = 1 og x2 — 6y? = —1 har heltalslgsninger.



4. Similaritet af gitre.

(4.1) Definition. Ved et gitter forstas i det fglgende en undergruppe 2 < C af de komplekse
tals additive gruppe saledes, at 2 er fri af rang 2. Som bekendt siges 2 at veere fri af rang 2,
hvis  har en basis (t, @) med 2 elementer, dvs hvis der findes to tal T og w i 2 saledes, at
ethvert tal z i 2 entydigt er en heltalslinearkombination af t og w,

z=XxT+yw, medx,yeZ. (4.1.1)

Fremstillingen (4.1.1) er gjensynlig entydig, netop nar w og t er forskellige fra 0 og kvotienten
7/w ikKe er et rationalt tal.

For en basis (z, w) for Q2 er tallet 7/w enten reelt (og irrationalt) eller imaginert. | det
farste tilfeelde ligger alle tallene i  pa en linie (nemlig pa linien gennem 0 og w), og Vi taler
om et reelt gitter; det er let at se, at tallene i 2 ligger overalt teet pd denne linie. | det andet
tilfeelde udspaender T og w den komplekse plan (som vektorrum over R), og vi taler om et
imaginert gitter; her kan tallene i 2 ,,ses” som ,,gitterpunkter”i planen. Bemark modstriden
med virkeligheden: de imaginere gitre kan ,ses”, de reelle gittere kan ikke ses:

(4.2) Definition. Hvis (t, ) er en basis for et gitter 2, sa er de gvrige baser for Q2 af formen,

(D)=r(). r=(4B) w2

hvor skiftematricen 7' er en matrix i GL2(Z) (en heltalsmatrix med determinant £1). Det
falger, at baserne for 2 falder i 2 klasser: to baser for ©2 ligger i samme klasse, og siges at
vare ensorienterede, hvis skiftematricen har determinant +1; de ligger i hver sin klasse, og
siges at veere modsat orienterede, hvis matricen har determinant —1. [Bemeerk, at baserne i
(4.2.1) stér som sgjler; det er altsd 7", der indgér ved koordinatskift.]

Gitteret 2 kaldes orienteret, hvis der er valgt en af de to klasser af baser. Ved en basis for
et orienteret gitter  forstas altid en basis, som tilhgrer den udvalgte klasse.

Et givet gitter © kan orienteres ved at fremhaeve en basis (z, w) for ©; man skriver da ogsa

Q= (1,w)Z.

Lighedstegnet er her en lighed mellem orienterede gitre.
Bemark, at baserne (z, w) 0g (@, ) er modsat orienterede. Som orienterede gitre er altsa
(1, w)Z # (w, T)7Z. Derimod er (1, w)Z = (—w, T)Z.

93
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(4.3) Definition. Betragt et imaginert gitter 2. En basis (z, w) for © kaldes positiv, hvis
tallet w /7 har positiv imaginardel (dvs ligger i den gvre halvplan), altsa hvis omlgbsretningen
fra den farste basisvektor, t, til den anden, w, er den sedvanlige positive omlgbsretning.

Med den notation, vi har valgt, er det mest naturligt at se pa kvotienten t/w. Hvis (7, @)
er en anden basis for 2, bestemt ved skiftematricen i (4.2.1), far man let ligningen,

detT
|C(t/w) + D|?

Im(3/&) = Sm(z/w). (4.3.1)

Heraf fremgar, at determinanten af 7 er positiv, hvis og kun hvis imaginardelene af 7 /& og
7 /w har samme fortegn, dvs hvis og kun hvis de to baser enten begge er positive eller begge
er negative. Baserne (t, w) for 2, med 7 /w i den gvre halvplan, er altsd ensorienterede. De
bestemmer en orientering af 2, som vi vil kalde den kanoniske orientering.

(4.4) Definition. Antag, at 2 og 21 er gitre med 21 € Q. For givne baser (z, ) og (t1, w1)
for © og €21 kan kan tallene 71 0g w1 udtrykkes som heltalslinearkombinationer af T og w.

Der findes altsé en relation,
(”):U(T), (4.4.1)
w1 w

hvor U er en heltalsmatrix. Af Elementardivisorsetningen fglger, at der findes matricer
S, T € SL2(Z) saledes, at SUT er en diagonalmatrix,

SUT = (g 0). (4.4.2)

e
() (G)s3) e
w) w)’ w1 ) w1 )’ o

definerer nye baser for henholdvis © og Q1. Af de foregaende ligninger falger, at

(5)=s0r(5)= (5 2)(3)

Med hensyn til den nye basis (7, @) for Q er den nye basis (71, @1) for Q1 altsd bestemt ved

De to ligninger,

Heraf fremgar farst, da Q1 er et gitter, at d og e er forskellige fra 0. Videre falger det, at
kvotientgruppen €2/ 21 er isomorf med Z/|d|Z x Z/|e|Z. Specielt har Q1 altsd endeligt
index i gruppen €2, idet vi har |2 : Q1| = |de|. Bemark, at dette index er den numeriske
veerdi af determinanten af diagonalmatricen. Da matricerne S og 7T i (4.4.2) har determinant
1, har ogsa U determinanten |de|. Vi har altsa formlen,

1 Q1] = |det U.
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Antag nu, at de givne gitre ©2 og 21 er orienterede, og velg baserne (t, w) 0og (t1, w1) |
overensstemmelse hermed. Definer det orienterede index (€2 : 21) ved ligningen,

(R: Q1) :=detU. (4.4.4)

Nye baser for de orienterede gitre Q2 og Q1 fremgar af de gamle ved ligninger af formen
(4.4.3), hvor matricerne S og T har determinant +1. Med hensyn til de nye baser &ndres
matricen U i (4.4.1) til SUT. Heraf falger, at hgjresiden i (4.4.4) er uafhangig af valg af
basis for de orienterede gitre. Det orienterede index er altsa veldefineret.

Det er klart, at ved orienteringsskift i et af gitrene €2 eller €21 skifter det orienterede index
fortegn. Det orienterede index |2 : 21| er lig med 1, hvis 21 = Q (som orienterede gitre),
og lig med —1, hvis 1 er gitteret 2 med den modsatte orientering.

(4.5) Definition. Lad A veere et komplekst tal forskelligt fra 0. Ved multiplikationen z — Az
afbildes gitteret © gjensynlig pa et gitter AQ: hvis (7, w) er en basis for @, sd er (Az, Aw) en
basis for AQ2. Hvis (7, @) er en anden basis for 2, bestemt ved skiftematricen 7 i (4.2.1), sa
er T ogsa skiftematricen mellem (A7, A®) og (A7, Aw). Ensorienterede baser for 2 afbildes
altsd pa ensorienterede baser for AQ2. Er Q et orienteret gitter, sa er billedet A derfor igen
et orienteret gitter.

To gitre 2 og 2 kaldes similaere, hvis der findes et komplekst tal A s 0 séledes, at

A

Q =210, (4.5.1)

Er © og Q orienterede gitre, siges 2 og 2 at vare similare, hvis der findes et komplekst tal
A séledes, at ligningen (4.5.1) er opfyldt som en ligning melllem orienterede gitre. Nar det
skal understreges, at to gitre er similere som ikke-orienterede gitre, siger vi ogsa, at de er
ikke-orienteret similere.

Bemaerk, at vi for et givet orienteret gitter Q = (r, w)Z kan veelge 1 := 1/w: Gitteret
(t, )Z er altsa simileert med gitteret (t/w, 1)Z. Specielt er ethvert orienteret gitter simileert
med et gitter af formen (z, 1)Z.

Lad €2 og §2 vere orienterede gitre: Q = (r, w)Z 0g 2 = (%, ®)Z. Da galder ligningen
(4.5.1), hvis og kun hvis (A7, Aw) er en basis for €2, altsa hvis og kun hvis,

T AT A B
(@)ZT(M))’ medT:(C D)eSLg(Z). (4.5.2)

At ligningen (4.5.2) er opfyldt med et tal A # 0 i C er ensbetydende med, at de to sider er
proportionale, altsa ensbetydende med relationen,

(;>~T(;> (4.5.3)

De to orienterede gitre, med givne baser, er altsd simileere, hvis og kun hvis der findes en
relation (4.5.3) med en matrix T € SL,(Z). Tilsvarende er gitrene ikke-orienteret similaere,
hvis og kun hvis der findes en relation (4.5.3) med en matrix T € GL2(Z).
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Pa de to sider af (4.5.3) er sgjlernes anden-koordinat forskellig fra 0. Relationen er derfor
&kvivalent med fglgende lighed:

At + Bw

T/ = ———.
Ct+ Do

(4.6) Definition. Lad t veere et irrationalt (komplekst) tal. Foren matrix 7 € GL »2(Z) skriver

Vi
At + B A B
T(t)i=—"2 T= .
O ==FD (C D)

Brokens navner er ikke 0, da t ikke er et rationalt tal, s3 7 (t) er veldefineret. Ligningen
7 = T(7) kan alternativt udstrykkes ved relationen,

T T
()-r(2)
Heraf falger let, at vi for to matricer S, T € GL2(Z) har ligningen ST (t) = S(T'(1)).
To irrationale tal 7 og = kaldes svagt similare, hvis der findes en matrix T € GL2(Z)

séledes, at
t=T(1). (4.6.1)

De kaldes simileere, hvis ligningen (4.6.1) er opfyldt med en matrix i SL2(Z).

(4.7) Lemma. Lad Q@ = (%, $)Z og Q = (z,w)Z vare orienterede gitre. Da er Q og
Q similere, hvis og kun hvis tallene T /® og T/w er similere. Gitrene er ikke-orienteret
similzre, hvis og kun hvis tallene er svagt similzre.

Bevis. Pastanden falger af definitionerne og udregningerne i (4.5). 0

(4.8) Bemeaerkning. Spergsmalet om similaritet af to gitre, med givne baser, ,reduceres*
ifalge Lemmaet til spargsmalet om similaritet af to givne irrationale tal T og z: hvordan
afggr man om 7 og t er similere, og hvordan bestemmes, hvis de er similaere, en matrix
T e SLy(Z) saledes, at T = T (t)? Som vi skal se, er dette &kvivalent med et problem om
kaedebrgker. | det reelle tilfeelde kan problemet afgares ved at kigge pa kaeedebrgks-resterne
af de to tal. Det imaginere tilfeelde kan faktisk behandles tilsvarende, men vi vil her betragte
en variant (defineret nedenfor) af den saedvanlige keedebrgksudvikling. | det reelle tilfeelde
er problemet endeligt, hvis tallene er kvadratiske tal, i det imaginere tilfeelde er problemet
altid endeligt.

Lad os igvrigt bemaerke, at i det imaginere tilfeelde er pointen med at skelne mellem
similaritet og svag similaritet uinteressant. To simileere ikke-reelle tal ligger i samme halvplan
(avre eller nedre), og to svagt similaere tal er similere, hvis og kun hvis de ligger i samme
halvplan.

Lad os farst betragte det reelle tilfeelde:
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(4.9) Lemma. Foren matrix T € GL2(Z) er fplgende betingelser akvivalente:

(i) T eren kadebroksmatrix, dvs der findesh > 0 og hele tal yo, y1, ..., yn, medy; > 1
fori > 1, saledes, at T har formen,

o _ (1 y\(0 1\ (0 1
(R ) (L)

(if) T har en af folgende former,

1 P P-1 P P P ,
T:(O l)’ T:( 1 l)’ T:(Q/ Q)’ hvor 0< Q < Q.

Bevis. Hvis T har formen i (i), sa er, med den saedvanlige betegnelser for konvergenter,

TZE:(M4 m>’
qh-1 4h

og det7), = (—1)". Videreer0 =g 1 <1=¢go <q1 <¢q2 <.... Hvisgy_1 = 0, 8
er h = 0 (og altsd g, = 1); da det Tp = 1, folger det, T er af den farste form i (ii). Hvis
0 < gn—1 = qn, sd er ngdvendigvis h = 109 go = q1 = 1;dadet 71 = —1, folger det, at T
er af den anden formi (ii). | alle andre tilfeelde er T af den tredie form.

Antag omvendt, at (ii) er opfyldt, og lad (Q’, Q) vere den anden raekke i 7. Da T har
determinant 1, er Q' og Q primiske. Hvis (Q’, Q) = (0,1),er T = Ty, med yg := P. Hvis
(Q,0) =,1),erT =Ty, medyg:=P —10gy; :=1 Antagnu,at0 < Q' < Q, altsd
at T er af dentredie formii (ii). Dakan Q’/Q fremstilles ved to keedebrgker, en af lige l&engde
og en af ulige leengde, ogda 0 < Q'/Q < 1, er kaedebrgkerne &gte. Velg den fremstilling,
hvis leengde, &, opfylder, at (—1)" = detT. Idet xop = 0, x1, ..., x5 er koefficienterne i
denne keedebrgk, og Sj, er den tilhgrende matrix, har vi

S 0 1) (0 1
h-=\1 X1 1 x5, /)
Den h’te konvergent er lig med Q’/Q. Pa den anden side er teller og navner i den h’te

konvergent netop indholdet af anden sgjle i matricen S;,. Da Q' og Q er primiske, og Q > 0,
folger det, at anden sgjle i S, netop indeholder Q’ og Q. Matricen S, har altsd formen,

P Q)
Sn = ,
! (p Q
med hele tal p’, p. Ifelge valget af 4 er det T = (—1)" = det Sj,. Altsa er,

p'o—-pQ' =P Q-PQ.
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Da Q og Q' er primiske, fglger det af den sidste ligning, at

(7)=(5)+(%)

hvor x € Z. Altsd geelder matrixligningen,

tr_P/Q/_p/Q/lo_ 1 0
= (5 9)=(0 )0 D)=s(i 1)

eller pa transponeret form,
T = (é ’;) s, (4.9.1)

Faktorerne i S;, er symmetriske, men raekkefglgen ombyttes ved transponeringen. Af (4.9.1)
falger derfor, at T er en keedebrgksmatrix, med yo := x, y1 := xp, ... yp := X1.
Hermed er Lemmaet bevist. 0

(4.10) Seetning. Betragt to reelle irrationale tal T og t og deres folger af rester. Da er T og
T svagt similzre, hvis og kun hvis der findes indices m og h siledes, at t,, = 15, og de er
similzere, hvis og kun hvis indices m og h her kan valges af samme paritet.

Bevis. Antag farst, at = og 7 opfylder betingelsen, altsa at t,, = 7,. Med sadvanlig notation

for keedebrgker gaelder relationerne,
T o [ Th
() ~5.(%). @10

(1)=5(%)

De to sgjler, der star pa hgjresiderne i relationerne i (4.10.1), er ifalge antagelsen den samme.

Relationerne medfarer derfor, at
(;) ~ §pSt (;) (4.10.2)

Matricen §hSn_11 har determinant (—1)"—™, s3 relationen (4.10.2) viser, at tallene £ og t er
svagt similaere. Hvis & og m har samme paritet, viser relationen endda, at 7 og t er similere.
Antag omvendt, at T og t er svagt similere. Da findes en relation, med T € GL2(Z),

(§>~T(§> (4.10.3)

For hvert m geelder relationen (;) ~ Sm(r’l” ) 0g indseettelse i (4.10.3) giver relationen,

(;) ~ TSy, (?) : (4.10.4)
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Betragt nu koefficienternei 7 ogi T7'S,, form =0,1, ...,

A B P Py
T:(c D)’ TS’":(QJW Qm>'

Det er nok at vise, at der findes et m sdledes, at Q,, # 0090 < Q/,/Om < 1. Antag nemlig,
at et sddant m er fundet. Relationen i (4.10.4) &ndres ikke, nar matricen 7'S,, erstattes med
—TS,,. Vikan derfor antage, at Q,, > 1. Herefter fglger det af Lemma (4.9), at T'S,, er en
keedebrgksmatrix. Relationen i (4.10.4) har altsa formen,

T 1 xo 0 1 0 1 T
(-G D) a)-C0)(T)  eo
NuvarQ < t,, < 1. Detfolger derforaf Lemma (2.11), at 7, = 7,,,. Desuden er Sp = £T S,
og specielt er (1) = det(T'S,,) = det T(—1)". Hvis matricen T i (4.10.3) har determinant
1, far m og h altsd samme paritet.
For at bestemme et tal m med den gnskede egenskab, bemarkes ferst, at tallet Q,, er
bestemtved Q. = Cpm+Dgm = Gm(Cpm/qm+D) (09 Q;, = Om-1). Tallet Cpy /qm +D

konvergerer mod Ct + D, som er forskellig fra 0, da t er irrational. Specielteraltsa Q,, # 0,
nar m er tilstreekkelig stor. For forholdet Q/, /Q,, finder man

Q:ﬂ . Cpm-1+ Dgm-1 _ 4m-1 Cpm-1/qm-1+ D
Om Cpm + DC]m qdm Cpm/CIm + D )

Den anden faktor pa hgjresiden konvergerer mod 1 for m — oo, idet bade teller og navner
konvergerer mod Ct + D. Den farste faktor ¢,,—1/¢ er altid mindre end 1. For at indse,
at produktet er mindre end 1 for en passende verdi af m, er det nok at vise, at der findes
et tal @ < 1 saledes, at uligheden g,,—1/gm < 6 geelder for uendelig mange veerdier af m.
Lad hertil & < 1 veere ,det gyldne snit”*, bestemt ved 6 = 1/(1 + 0). For alle m geelder
vurderingen,

qm qm < dm 1

dm+1 B Xm+19m + qm—1 h qm + qm—-1 B 1+ Qm—l/Qm .

Heraf ses, at hvis ¢,,—1/qm > 6, SA€r qm/qm+1 < 1/(1+0) = 6. Tallet 6 har altsa specielt
den efterlyste egenskab. 0

(4.11) Bemerkning. Atafgare om to reelle irrationale tal er svagt similere, er ifglge setnin-
gen &kvivalent med at afgare, om der findes et tal, der forekommer i begge falger af rester.
Det sidste problem er i almindelighed ikke endeligt, da fglgerne af rester er uendelige folger.
Hvis der imidlertid er fundet rester saledes, at 7,, = 75, sa giver kadebrgksudviklingen den
sggte matrix S med T = S(7). Af

(1) =5 (3) e (1) =5 (3)
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0g Tn = T, folger nemlig, at
T o & o1 T
(1)~5s2(2)

ogsder? = 8,5, 1(t). Matricen $;, 51 er alts den sggte matrix, og den har determinant 1,
hvis 4 og m har samme paritet.

Som vist i Kapitel 3 er maengden af rester af ¢ endelig, hvis og kun hvis t er et kvadratisk
tal. For kvadratiske tal er problemet om similaritet altsa endeligt. Som vi nu skal se, er
problemet altid endeligt, hvis de givne tal er imaginzre.

(4.12) Opskrift. Lad 7 veere et komplekst tal. 1 det falgende betragtes en variant af opskrift
(2.9), som der fas ved at erstatte T — 1/t med r — —1/7 ogintervallet0 < T < 1 med den
strimmel i den komplekse plan, hvor —% <Nert < % For hvert komplekst tal ¢ findes et
entydigt bestemt helt tal x sdledes, at T — x ligger i denne strimmel. Definer altsa rekursivt
folgen 1o, 71, ... af tal i strimmelen og en folge xo, x1, x2, ... af hele tal saledes: Skriv

T = X0 + 70, hVOfxoGZOQ—%ime‘ro<%.

Stop, hvis tp = 0. | modsat fald skrives

-1
— =x1+7, hvorxyeZog —3 < MRery < 3.
70

Induktivt, hvis t,,_1 # 0, skrives

-1

Tn—1

= X, + Tn, hvorx, € Zog — 3 < Rew, < 3.

Tallet 7, er den n’te rest af tallet 7.

Processen stopper i det k’te skridt, hvis 7, = 0. Er dette tilfaeldet, far vi to endelige falger,
70, T1, ..., Tk = 009 x0, X1, . .., Xk.

Som i opskrift (2.9) falger det af ligningerne ovenfor, at

-1
T =x0+ . (4.12.1)

. 1
X
! 1

X2 +
-1

Xn + Tn

Opskriften farer altsa til en irregulaer kaedebrgk, hvor tellerne ¢4, #o, . . . erligmed —1. Med
notationen fra (2.3) er

_(pPn-1 P\ _ (1 xo 0o -1 0 —1
Sn_(CIn—l C]n>_(0 l)(l x1> (l xn>’ (4.12.2)
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(for n > 0; vi betragter ikke S_1), og som i (2.8) falger det af (4.12.1), at

A (;) =S, (Tl”> , med A =gn + gn_17n. (4.12.3)

Bemark, at alle matricerne S,, her har determinant +1. (Resterne defineret her ma naturligvis
ikke forveksles med resterne ved den reguleere keedebreksudvikling, betragtet i Kapitel 2. 1
resten af dette kapitel betragtes udelukkende den irreguleere keedebrgksudvikling, og t, er
resten defineret ovenfor.)

@ijensynlig vil der for et givet tal = indtreeffe et af falgende tilfeelde:

(a) Processen stopper ved at t; = 0 foretk > 0.

(b) For et passende n > 1er |x,| < 1 (dvs x, erligmed —1, 0 eller 1).

(c) Processen stopper ikke og foralle n > 1 er |x,| > 2.

A priori er de tre tilfeelde ikke disjunkte, idet det i (b) ikke er antaget, at processen ikke
stopper. At de faktisk er disjunkte, vil fremga af det falgende.

Tilfeelde (a): | dette tilfeelde ma tallet T naturligvis veere et rationalt tal.

Tilfeelde (b): | dette tilfelde ma tallet 7,1, og dermed ogsa tallet 7, vare imaginart (dvs
ikke reelt). Hvis nemlig 7,1 er reelt, og dermed i intervallet [— % %[, sder|—1/t,_1| = 2;
tallet x,,, der er det neermeste hele tal, vil derfor opfylde, at |x,,| > 2. Nedenfor kigger vi
naermere pa processen i det imaginzre tilfalde.

Tilfelde (c): For tallene g, giver ligning (4.12.2) rekursionsformlen ¢, = x,qn—1—qn—2,
hvor udgangsveerdierne er g1 = 0 0g go = 1. Heraf falger let, da |x,| > 2, at

1=lgol <lq1l <lq2| <---.
Af Ligning (4.12.3) fas ligningen,

Pn-1 .
dn—-1 Qn—lk

Da 1, tilhgrer strimmelen og |g,| > |gn—1], felger det af ligningen for A, at |[Re A| > %|qn|.
Altsd er ogsa |A| > %|qn|. Af Ligning (4.12.4) fas derfor vurderingen,

2 2

< < > -
\gngn-11  q° 4

Pn-1
dn—-1

Da |g,,| gar mod uendelig for n — oo, viser den sidste vurdering, at falgen af konvergenter
konvergerer mod 7. Specielt er T altsa et reelt tal i dette tilfeelde. Yderligere falger det let af
vurderingen, at r endda ma veere irrational.

Konklusionerne i de tre tilfeelde er abenbart disjunkte. Vi har saledes vist fglgende:

Tallet T er rationalt, hvis og kun hvis processen stopper; i dette tilfzelde er |x,| > 2 for alle
n > 1. Tallet t er reelt og irrationalt, hvis og kun hvis processen ikke stopper og |x,| > 2 for
allen > 1. Tallet T er imaginart, hvis og kun hvis der findes etn > 1 saledes, at |x,| < 1.
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(4.13) Opskriften i det imaginere tilfelde. Lad os se nermere pa processen i tilfeldet,
hvor tallet T er imaginzrt. Afbildningen s(t) = —1/7 er en sakaldt Mdbius-transformation.
Den afbilder den gvre halvplan ind i sig selv; man kan vise, at den er cirkeltro og vinkeltro.
Linier medregnes her som ,cirkler gennem punktet oo, og cirkeltro betyder ikke, at centrum
afbildes pa centrum. @jensynlig transformationen s en involution. Vi ser pa transformationen
i den gvre halvplan. Betragt hertil omraderne markeret pa den farste figur herunder.

sH F sG F
i
/\p R o
G \[/ H
2 4 1 3 o } 1 % 2 4 o 1}

Det falles punkt i omréderne F, sF og G er den tredie enhedsrod p := ¢?7i/3, Da
transformationen er cirkeltro, falger det, at den afbilder omraderne F, G og H som markeret.
De to svagt markerede dele af randen af F U sF ombyttes af s; disse to dele af randen
medregnes ikke til F U sF. Lad nu t veare et tal i strimmelen. Det ligger altsd i et af
omraderne F, sF, G eller H (og ikke pa linien, hvor realdelen er %), ogs(t) = —1/7 ligger
altsd i et af omraderne s F, F, sG eller s H. Betragt fremstillingen,

-1/t =x+1, hvorxeZog — % < Net < %

Det er nemt at afleese fglgende: Hvis x = 1,sdertg € F (0g t € G). Hvisx = —1, sd er
790 € F (0gt € H). Endeligerx =0, hvisog kun hvist € FUs(F)og t # p. Fort = p,
ers(p) =p+1,0galtsdx =1o0g 79 = p.

Betragt nu et vilkarligt tal = i den gvre halvplan. Lad n > 1 veere det farste index, for
hvilket |x,| < 1. Den foregaende overvejelse, anvendt pa z,,_1, viser, at 7, € F U sF 0g,

bortset fra undtagelsestilfeldet z,, = p, at x,411 = x,+2 = --- = 0; i undtagelsestilfeeldet er
Xp4l = Xp42 = --- = 1. Videreert, = 142 = --- 09 Ty41 = Ty+3 = -+, hvis 7, = i
eller t, = p glderendda 7, = 7,1 = - - - . Folgen af rester er altsa sardeles simpel: fra et

vist trin er den periodisk med periode to, med rester, der skiftevis liggeri F og s F.

Det er seedvane mere prasist at definere F som det omrade, der fremkommer af figuren
ovenfor ved at fjerne en del af randen, som markeret pd den anden figur. Komplekse tal i
omradet F kaldes reducerede. Vi har séledes vist, at der blandt resterne z,, af et tal 7 i den
gvre halvplan forekommer preecis én i omradet F, altsa praecis en reduceret rest. Hvis t,, er
reduceret, sd er t,, = Tuy2 =...; hvist, =iellert, = p,sderenddat, = 1,401 =---.
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(Yderligere er x,,41 = xpy2 = --- = 0, bortset fra undtagelsestilfeldet z,, = p; her er
Xm+1 = Xm+42 = -+ = l)

(4.15) Seetning. Lad T og t vaere tal i den gvre halvplan. Da er T og t similare, hvis og kun
hvis de har den samme reducerede rest.

Bevis. ,hvis“ falger ganske som i det reelle tilfeelde.

»kun hvis“: Antag, at tallene 7 og t er similere. Et tal ¢ er simileert med enhver af sine
rester. Falgelig er de reducerede rester af T og 7 similaere. Vi kan derfor antage, at bade 7
og t er reducerede; det skal sa vises, at 7 = 7. Ifglge antagelsen findes en ligning,

At + B A B
T = , hvorT = € SL»(Z).
YT ey D (C D) 2(2)

Af symmetrigrunde kan vi antage, at Sm T > Im . Af (4.3.1) far vi derfor den forste af
felgende vurderinger (de efterfalgende vurderinger udnytter blot, at C og D er reelle tal og
at = ligger i omrade F):

1>|Ct + D|? = C?|z|> + 2CD Ret + D? (4.15.1)
> (:2 +2CD Ret + D? (4.15.2)
> C? — |CD| + D? (4.15.3)
> (IC| — |D))?. (4.15.4)

Da C og D er hele tal, er det sidste udtryk et helt tal, starre end eller lig med 0. Vurderingen
viser, at udtrykket ma veere 0 eller 1.

Antag farst, at |C| # |D|. Det faglger da, at |C| — |D| = £1. Videre folger det, at lighed
geelder i alle ulighederne ovenfor. Specielt falger det af lighed i (4.15.4), at CD = 0. Altsa
erenten C = O eller D = 0. | det farste tilfeelde er C = 0, og da T € SL2(Z), falger det,
at A = D = £1; det kan uden indskraenkning antages, at A = D = 1. Altsder ¢ = 7 + B.
Da bade 7 og t tilhgrer strimmelen, falger det, at B = 0, altsd at 7 = 7. | det andet
tilfelde er D = 0, og heraf fglger —B = C = 41, det kan uden indskraenkning antages, at
—B=C=1. Altsdert = (At — 1)/t = -1/t + A. Dabade r og 7 = —1/7 + A ligger
i F, folger det, atentener A=00gt =i (ogsdaert = -1/t =t)ellerogsder A = —1
ogt =p(ogsdert =—1/tr —1 = 1). Ogsa i det andet tilfelde er altsa 7 = 7.

Antag dernast, at |C| = |D|, og dermed, at C = +£D = +1. Det fglger, at skarp ulighed
geelder i (4.15.4), og dermed at lighed geelder i de gvrige uligheder. Det kan antages, at
C = 1. Aflighed i (4.15.2) felger, at || = 1, og da |C D| = 1 falger det af lighed i (4.15.3),
atD =1ogNetr =—3. AFC =D =1fglger,at B= A — 1. Altsder

At +A -1 -1
T = = A. 4.155
¢ T+1 T+1 + ( )
Detervist,at |t1| =1 o0g Net = —%. Heraf falger, at = er den tredie enhedsrod p. Bragken

—1/(z + 1) er derfor lig med 7, sa af ligning (4.15.5) felger, at T = r + A. Da 7 tilharer F,
ma der her geelde A =0, og altsd 7 = 7.
Hermed er i alle tilfelde vist, at T = 7, som gnsket. 0
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