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Advarsel

»Mindre i skat«. SuperGeil

skrotter folkekirken og tager til asebryllup med

vikinger, mjed og hornmusik. Sex Pistol far flasker

i hovedet, Djarnis-drengen giver Frank-drengen en lussing,

og feergespotteren Thomas bliver varm om hjertet af at teelle feerger.
[Avisomtalen af et tv-program pa DR2, onsdag kl 20.10 den 15.1.97.]

Laes ikke noterne far du har gjort dig klart, at en matematisk tekst ikke laeses pa samme made
som en almindelig tekst. Citatet ovenfor ma antages at veere skrevet i et ungt, levende, nutidigt
sprog. Teksten er neppe beregnet for min generation, og for mig er informationsvardien
i hvert fald forsvindende. Det er formodentlig muligt at skrive en matematisk tekst i et
tilsvarende sprog. Du vil opdage, at det er ikke forsegt med nearveerende notesaet. Her er
sproget noget tungt og lidt gammeldags — for at minde om at matematik er en alvorlig sag
— og vel fordi det er det der falder mig lettest.

Det er imidlertid ikke sproget, der er den vaesentligste forskel mellem matematisk og anden
tekst. En matematisk tekst skal kunne laeses som enhver anden tekst, men den er ikke beregnet
til kun at blive laest: den skal forstas, og den skal sette tanker igang. Noterne skal ikke bare
kommunikere mine tanker, de skal seette dig i gang med at teenke selv. Forskellen ligger
specielt i beviserne, og det er ogsa her felderne ligger. | beviset ligger svaret pa, hvorfor
en pastand er rigtig (men ikke et svar pa, hvorfor den er interessant). Dybest set er et bevis
blot en serie argumenter, der kan overbevise andre (og helst ogsa en selv) om pastandens
rigtighed. Et godt bevis er et, der kan overbevise mange. Et matematisk bevis er et, der kan
overbevise alle.

Du gar i feelden, hvis du laeser beviser med den positive holdning, at du da gerne vil
overbevises. Ver negativ! Ver antiautoriter! Tro ikke pa noget! Mine forsgg pa at fa dig
til at teenke selv er ofte gemt i en reekke nggleord som ,,gjensynlig®, , klart, , trivielt”, altsa“,
yderfor”,  medfarer”, , dvs“, ,falger og mange, mange flere. Lad os tage et par af ordene:
Huvis der stér, at , tallet i /2 er gjensynlig rod i polynomiet x2 + 3, sé er det ikke alene fordi
jeg kan se det for mig, men fordi jeg mener at du bar kunne se det. Du skal prgve at se det;
kan du ikke, er det maske fordi du ikke har de rigtige forudseatninger: du mangler maske
tilstreekkelig fortrolighed med komplekse og irrationale tal, eller med de indgaende begreber
som rod og polynomium — det kan jo ogsa veere fordi jeg har skrevet noget sludder. At
der star om en pastand, at den er | triviel”, betyder ikke, at jeg har let ved at indse den. Det
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betyder, at pastanden er enkel og at den kan begrundes simpelt udfra et indlysende begraenset
antal forudsatninger; men farst og fremmest betyder det, at du skal kunne indse den. Tag
aldrig alene mit ord for, at noget er trivielt. Vendingen ,nu falger det, at 2 + 2 = 4* star der
ikke fordi jeg mener, at nu ma det vaere pa tide at anfagre denne pastand; det betyder, at du
skal kunne indse, at pastanden er en konsekvens af foregaende pastande.

Noterne er delt i 5 dele: TAL om tallene, GRP om grupper, SYM om symmetrier, RNG
om ringe og legemer, og POL om polynomier. At de 5 dele ikke er nummererede, afspejler,
at matematisk teoridannelse ikke er linezr. Det optimale er at leese samtlige dele pa én gang.
Men mindre kan gare det. En rimelig gennemgang af materialet vil dog uundgaeligt indeholde
nogle spring mellem delene: Interessante eksempler pa grupper kommer fra geometrien, og
en raekke geometriske pastande ses bedst i et gruppeteoretisk lys. Polynomiumsringe er en
vigtig klasse af ringe, som illustrerer nogle af de generelle begreber i ringteori. Og omvendt,
en rekke egenskaber ved polynomiumsringe er den Kklare inspiration for nogle af de generelle
begreber.

Hver del er opdelt i nummererede kapitler, som igen er delt i nummererede afsnit. En
henvisning til (3.15) er altsa til afsnit 15 i kapitel 3 i den del, hvor henvisningen star. De
fa krydshenvisninger til andre dele af noterne foregar typisk ved at referere til resultatet ved
navn.

Matematisk Institut, den 1. februar 1997

| nerveerende 2. udgave er der foretaget et antal mindre rettelser. Herefter er noterne
fejlfrie.

Matematisk Institut, den 1. november 1998

I nerveerende 2. oplag af 2. udgave er der foretaget et mindre antal mindre rettelser. Noterne
er stadig fejlfrie.

Matematisk Afdeling, den 1. juli 2003

| neervaerende 4. oplag af 2. udgave er der foretaget et mindre antal mindre rettelser og
tilfgjelser. Noterne er stadig fejlfrie.

Matematisk Afdeling, den 9. januar 2006

| denne (tredie) udgave er der foretaget en raeekke @ndringer og tilfgjelser. Der kan have
indsneget sig en enkelt fejl i forlgbet.

Matematisk Afdeling, den 9. januar 2007
Anders Thorup
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Tallene

1. Regnereglerne.

(1.1) Indledning. Tallene spiller den helt centrale rolle i al matematik. De er grundlaget i de
fleste matematiske discipliner, og de er uundveerlige i anvendelser af matematik i forklaringen
og forstaelsen af vores omverden. Vi kan addere og multiplicere tal, vi kan sammenligne
dem, vi kan producere nye tal ved greenseovergang, fx som integraler, osv. Kort sagt, vi kan
regne med dem.

Et tilbageblik pa et skoleforlgb fortzller lidt om udviklingen af vores forstaelse af tallene:
farst kommer de naturlige tal med sum og produkt, sa kommer differens med nul og negative
tal (altsa de hele tal), sa kommer division og braker (altsa de rationale tal), og til sidst kommer
irrationale tal (og dermed de reelle tal). Det skal understreges, at forlgbet ikke er parallelt
med den historiske udvikling. I langt de fleste kulturer er forstaelsen af nul og negative tal
kommet sidst i udviklingen.

Nar vi manipulerer med tallene benytter vi en reekke regler. De simpleste kan sammenfattes
i falgende regneregler, som er velkendte (maske bortset fra navnene knyttet til de enkelte
regler):

kommutativitet: x +y =y + x, (a0)
associativitet: x + (y +z) = (x +y) + z, (al1)
neutraltelement: x +0=0+x = x, (@2)
inverst element: x + (—x) = (—x) +x =0, (@3)
kommutativitet: xy = yx, (mO0)
associativitet: x(yz) = (xy)z, (m1)
neutralt element: x1 = 1x = x, (m2)
inverstelement: xx ™ =x"1x =1, ndrx #0, (m?3)
totalitet: x = yellerx < yellery < x, (00)
irrefleksivitet: x #£ x, (ol)
transitivitet: hvisx < yogy <z, sderx < z, (02)
distributivitet: x(y +z) =xy +xz, (x+y)z=xz+yz, (am)
harmoni: hvisx <y, sderx +z <y +z, (ao0)
harmoni: hvisx < yog0 < z, sderxz < yz. (mo)
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8 Tallene

Der er skam mange flere, men de regler, der udelukkende udtrykker egenskaber ved addition,
multiplikation og ordning af de reelle tal, kan udledes af disse simple regler. Fundamental
for udviklingen af graenseveardibegrebet, altsa for hele den matematiske analyse, er fglgende
egenskab ved de reelle tal:

Enhver ikke-tom, opad begreenset mangde af reelle tal har et supremum.

Vi tager her som udgangspunkt de simple regneregler. Vi kommenterer de enkelte regler,
og deres navne, og vi udleder en reekke velkendte konsekvenser. | de fglgende kapitler ser vi
naermere pa de naturlige, de hele, de rationale, og de komplekse tal.

(1.2) Additionen. Reglerne (a0)—(a3) omhandler addition. Addition er en komposition af
tal, dvs en afbildning, der til hvert par af tal (x, y) knytter et nyt tal. Addition afbilder parret
(x, y) isummen x + y. Reglen (a0) er den kommutative lov. Vi kan tale om summen af to tal
x 09 y uden at specificere, hvilket af tallene der er det farste og hvilket der er det andet.

Reglen (al) er den associative lov. Vi kan tale om summen x + y + z af tre tal x, y og z,
uden at specificere i hvilken reekkefglge additionerne foretages. Det er klart, hvorledes vi for
etset (x1, ..., x,) af n tal kan definere summen _"_; x; = x1+- - - +x,,. Den kommutative
lov tillader os at tale om summen af » tal uden at vi specificerer reekkefglgen.

Reglen (a2) udsiger, at det specielle tal 0 (kaldet ,,nul“) har en speciel egenskab: det er
neutralt element for addition i den forstand, at ligningerne i (a2) geelder, altsa at et vilkarligt tal
x ikke @&ndres ved addition af 0. Den farste ligning i (a2) er naturligvis en konsekvens af den
kommutative lov. Tallet O er i gvrigt det eneste tal, der har denne specielle egenskab. Antager
man nemlig om et tal a, at x = x + a for alle tal x, sd far man jo specielt 0 =0+ a = a.

| reglen (a3) indgar tallet —x, der kaldes det modsatte til x. For to tal x og y defineres
differensen,

x—yi=x+(—y)),

som summen af x og det modsatte til y. Af (al), (a2) og (a3) far vi (y + x) + (—x) =
y+ &+ (—x)=y+0=y,altsd

(y+x)+ (=x) = . (1.2.1)

| denne forstand er —x invers til x: Tallet y &ndres ikke, hvis man fgrst adderer x og dernast
—x. Reglen (1.2.1) bruges i forbindelse med ligninger: De to ligninger,

at+x=b, x=b—a,

er enshetydende. Ved addition af —a pa begge sider af den farste ligning fremkommer nemlig
den anden, og ved addition af a pa begge sider af den anden ligning fremkommer den farste.
Det er let at udlede fglgende regler for modsat element:

—(—x)=x, —(a+b)=—-a—-—b, —(a—b)=—a+b. (1.2.2)

Med en sprogbrug, som vi senere vil se narmere pa, udsiger reglerne, at de reelle tal med
addition udger en kommutativ gruppe.



TAL 1. Regnereglerne 9

(1.3) Multiplikationen. Reglerne (m0)—(m3) omhandler multiplikation, som er endnu en
komposition af tallene. Multiplikation knytter til hvert par af tal (x, y) produktet x - y, der
sedvanligvis skrives xy. Bemerk, at reglerne for multiplikation er analoge til reglerne for
addition med én undtagelse: tallet x —1, der kaldes det reciprokke til x, er kun defineret, nar
x # 0. Kvotienten er produktet y/x := yx 1.

Det er en konsekvens af nul-reglen, som kommenteres nedenfor, at hvis to tal x, y er for-
skellige fra 0, sa er ogsa produktet xy forskelligt fra 0. Det falger specielt, at multiplikationen
kan opfattes som en komposition i meengden af tal forskellige fra 0, og i denne talmangde
er reglerne for multiplikation helt analoge til reglerne for addition. Tallene forskellige fra 0
udger altsa en kommutativ gruppe.

(1.4) Ordningen. Reglerne (00), (01) og (02) omhandler ordningen. Ordningen er en relation
blandt tallene. Skrivemaden x < y udtrykker, at x er mindre end y eller at y er stgrre end x;
alternativt kan der skrives y > x. De positive tal og de negative tal er, henholdsvis, tallene
stgrre end 0 og mindre end 0. Reglen (00) udsiger, at ordningen er total: hvilkesomhelst to
tal kan sammenlignes. Specielt er altsa hvert tal forskelligt fra 0 enten positivt eller negativt.
Reglen (01) fastleegger, at relationen er den ,,skarpe ulighed. Den tilsvarende blgde ulighed,
x < y, betyder, at enten er x = y eller x < y. For den blgde ulighed galder:

refleksivitet: x < x.

Bemark, at irrefleksiviteten for ‘<’ i (01) er den modsatte yderlighed af refleksiviteten for
‘<’. Egenskaben (02) for relationen ‘<’ kaldes den transitive egenskab. Det er let at se, at
ogsa den blgde ulighed er transitiv,

x<yogy<z = x <z

(1.5) Den distributive lov. Reglen (am), der kaldes den distributive lov, udtrykker en sam-
menhang mellem addition og multiplikation. Mere precist siges multiplikationen at veere
distributiv mht additionen. Det er umiddelbart at udstraekke loven til en regel for multiplika-
tion af et tal med en sum af flere end to tal. Fx er

x(y1+y2+y3) =x(y1+y2) +xy3 = xy1 + xy2 + xy3,

og generelt, for en sum af » tal,
x(yi+--Fy)=xy1+ -+ Xy (1.5.1)

Antag her, at x er en sum af p tal, x = x1 + - - - + x,,. Gentagen anvendelse af (1.5.1) giver
sa ligningen,
(14 xp) L+ ) = )Xy,

eller, med ord: Et produkt af summer er lig med summen af alle produkter, der som faktorer
har et led fra hver af summerne.
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Mere generelt far vi for et produkt af et endeligt antal summer, at

(Ca)(0) (S -Tann a5

Af den distributive lov (og egenskaberne ved addition) falger, at
0-y=0, (—x)y=—(xy), specielt: (—1)y =—y. (1.5.3)

Vi harnemlig0-y+0-y=(0+4+0)-y =0-y, og heraf falger, efter addition af —(0 - y),
at0-y = 0. Nu fas videre, at xy + (—x)y = (x + (—x))y = 0 -y = 0, og heraf ses, at
—(xy) = (—x)y. Endelig felger den sidste ligning i (1.5.3) af den midterste for x := 1, idet
l-y=y.

(1.6) Eksempel. For hvert naturligt tal » geelder binomialformlen,

CERIEEDY (?)x"y""’.

i=0

Formlens venstreside er nemlig et produkt af » summer (n parenteser),
x+y)'=x+yE+y)---x+y).

Ifglge den distributive lov (1.5.2) er (x + y)" altsa summen af alle produkter med » faktorer,
der kan dannes ved at udvelge én faktor fra hver parentes. Der er kun to mulige faktorer,
nemlig x og vy, s& hvert sddant produkt har formen x’y"*~%. Mere precist ses det, at produktet
x'y"~t fremkommer, nér der fra i af parenteserne veelges x og fra de gvrige n — i parenteser
veelges y. Antallet af mader, hvorpa i parenteser kan udvalges af de n parenteser, er netop
binomialkoefficienten ("}). Derfor gzlder formlen.

(1.7) Harmoni. Den distributive lov (am) udtrykker en harmoni mellem addition og multi-
plikation. Tilsvarende udtrykker de to sidste regler (ao) og (mo) en harmoni mellem addition
og ordning og mellem multiplikation og ordning: ordning bevares, nar man adderer samme
tal pa begge sider af en ulighed, eller nar man multiplicerer med samme positive tal. Heraf
falger for eksempel, at ulighederne,

x <y, O<y—u,

er enshetydende. Ved addition af —x pa begge sider af den farste ulighed fremkommer nemlig
den anden, og ved addition af x pa begge sider af den anden ulighed fremkommer den farste.
Det falger ogsa, at tallet x er positivt, hvis og kun hvis —x er negativt.

Videre falger det, at multiplikation med negative tal ,,vender uligheden*:

x<y0gz<0 = zx > zy.

Det falger specielt af reglerne, at produktet af to positive tal er positivt, at produktet af et
positivt tal og et negativt tal er negativt, og at produktet af to negative tal er positivt. Specielt
ses, at produktet af to tal, som begge er forskellige fra 0, er forskelligt fra 0.
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(1.8) Nul-reglen. Af den distributive lov og harmonien mellem multiplikation og ordning
falger nul-reglen,
xy=0 <= x=0ellery=0, (1.8.1)

eller, ekvivalent,
xy#0 < x#0o0gy#0. (1.8.2)

Vi har nemlig 0 - y = 0 ifglge den ferste ligning i (1.5.3) og tilsvarende, eller ved brug af den
kommutative lov, fas x - 0 = 0. Altsa gelder implikationen fra hgjre mod venstre i (1.8.1).
Omvendt sa vi i (1.7), at et produkt af to tal forskellige fra 0 er forskelligt fra 0. Hvis xy = 0,
ma en af faktorerne altsa veere 0.

(1.9) Numerisk veerdi. Endelig minder vi om, at den numeriske verdi af x, betegnet |x]|,
kan defineres som det starste af tallene x og —x. Herom geelder:

|—x| = |x], (n1)
|x| >0, og |x| = 0kunnarx = 0. (n2)

Ligningen (n1) falger nemlig af definitionen, da —(—x) = x. Forx =0 harvix = —x = 0,
og altsd |0| = 0. For x # O er et af tallene x og —x positivt og det andet er negativt. Det
sterste af tallene x og —x er derfor positivt. Altsa gaelder (n2).

For tal x og y gelder specielt x < |x] og y < |y|. Ved gentagen addition ses, at
x+y<x+|y| <|x|+y|. Altsderx +y < |x| +|y|. Tilsvarendeer —x — y < |x| + |y].
De to tal, x + y og —(x + ), er altsd mindre end eller lig med |x| + |y|. Og sa er ogsa det
stgrste af de to tal mindre end eller lig med |x| + |y|. Men det betyder netop, at der geelder
fglgende ulighed:

X +yI < Ix|+ 1yl (n3)

Endelig noterer vi ligningen,

eyl = lx[|y]. (n4)
Da —(xy) = (—x)y folger det nemlig af (n1), at de to sider af ligningen ikke &ndres, hvis
x erstattes med —x. For at bevise (n4) kan vi derfor antage, at x > 0. Tilsvarende kan vi
antage, at y > 0. Men sd er ogsa xy > 0, og begge sider af (n4) er lig med xy. Altsa gelder
(n4).
(1.10) Opgaver.
1. Angiv supremum for mangden af de reelle tal a for hvilke a? < 2.

2. | et produkt af 4 tal kan parenteserne settes pa 5 mader. Den associative lov sikrer at
produkterne er ens: a(b(cd)) = a((bc)d) = (ab)(cd) = ((ab)c)d = (a(bc))d. Pa hvor
mange mader kan man sette parenteser i et produkt af 5 tal? 6 tal? » tal? (Svaret pa det
sidste spergsmal er (*1)/(2n — 1), men det er ikke s let at bevise!)

3. Vis, at ||la| — ||| < |a — b].

4. Vis trinomialformlen” (x +y +2)" = 3, 14y (7 )% v/ 2%, hvor trinomialkoeffici-
enten er antallet af mader . .. . Bestem et regneudtryk for dette antal.
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2. Naturlige tal.
(2.1) Indledning. Mangden N af naturlige tal bestar af tallene,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ...,

altsa de tal, man kan ,telle til“. Sum og produkt af naturlige tal er igen naturlige tal, og
for systemet af naturlige tal gaelder de regneregler, som ikke omhandler tallet nul, modsat
element, eller reciprokt element, altsa reglerne,

x+y=y+x, x+Q+2)=&+y +z,
xy =yx, x(yz)=((xy)z, 1lx =x,
x=yellerx <yellery<x, x#£#x, x<yogy<z = x <z,
x(y+2) =xy+xz,
X<y —= x+z<y+z x<y — xz<Yyz,
x <x+1

Den sidste regel falger naturligvis af de almindelige regneregler for tallene; vi har medtaget
den her, da den ikke er en konsekvens af de foregaende regler.

Fra et matematisk synspunkt er beskrivelsen af de naturlige tal ganske ynkelig. Vi kan
ikke bruge den til at afgere, om et givet tal er naturligt eller ikke. Betragt for eksempel tallet,

10120

altsd produktet 10-10-10 - - - med 120 faktorer. Vores regneregler siger, at tallet er et naturligt
tal. Men kan man telle til 101202 Det er en god tommelfingerregel, at makrokosmos méles
i enheder af en starrelsesorden pd 10°°, mikrokosmos i enheder af starrelsen 10~°0. Ifglge
denne regel er der hgjst 10°° atomer i en kop vand, og der medgér hgjst 10%° kopper vand til
at fylde universet. Antallet af atomer i universet er altsd hgjst 1019, Ifglge samme regel er
universets diameter hgjst 10%%m. Hvis vi anslér, at universet udvider sig mindst 1m/s, s er
universets alder altsd hgjst 10%° sekunder.

Disse starrelser er naturligvis anslaede, men konklusionen er klar: det er ikke muligt at
teelle til 10120,

Pa trods af, at vi alle har en intuitiv forstaelse af hvad de naturlige tal er, ma vi acceptere,
at det faktisk ikke er sa nemt at definere mangden N af naturlige tal. | det fglgende antager vi
alligevel, at vi ved hvad vi taler om, nar vi preciserer nogle yderligere (velkendte) egenskaber
ved de naturlige tal.

(2.2) Velordningsprincip for naturlige tal. Lad der vere givet en ikke-tom mangde M af
naturlige tal. Da findes et mindste tal i M, dvs der eksisterer et tal mq i M séledes, atmo < m
foralle talm i M.

Bevis. Dette er en velkendt egenskab ved systemet af naturlige tal. a
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(2.3) Eksempel. Et naturligt tal p kaldes som bekendt et primtal, hvis p > 1 og p kun har
trivielle divisorer (dvs hvis de eneste positive divisorer i p er 1 og p). De naturlige tal starre
end 1, som ikke er primtal, er de sammensatte tal, dvs tal af formen kd, hvor k og d er starre
end 1.

Ethvert naturligt tal » > 1 har en primdivisor, dvs der findes et primtal p, der er divisor i
n. Hertil bemarkes farst, at der i n findes divisorer d > 1, idet fx d = n er en sadan divisor.
Lad nu p veere det mindste blandt de tal, som er divisor i n og er stgrre end 1. Tallet p er et
primtal. | modsat fald ville p nemlig have en divisord med1 <d < p. Dad | pog p | n,
er d divisor i n, og sa er ulighederne 1 < d < p i modstrid med valget af p. Bemark, at det
var Velordningsprincippet, der sikrede, at vi overhovedet kunne tale om ,,det mindste blandt
de tal, som... “

(2.4) Induktionsprincippet. Lad der vere givet et udsagn g (n) om naturlige tal n. Antag,
at e (1) er sandt. Antag videre, at for ethvert naturligt tal n geelder udsagnet,

pn) = ph+1). (2.4.1)

Da gealder udsagnet ¢ (n) for alle naturlige tal n.

Bevis. Ifglge forudsatningen gelder o (1). Af (2.4.1) anvendt pa n = 1 felger nu, at der
geelder o (2). Af (2.4.1) anvendt pa n = 2 falger videre, at der gaelder o (3). Altsa gelder

P, 92,903, ...,

dvs udsagnet g (n) geelder for alle naturlige tal n. a

(2.5) Note. En rekke ,indlysende” pastande om naturlige tal falger ikke alene af reglerne i
(2.1), men kan vises ved induktion. Eksempler er falgende:

1<n, k<n+1l &< k<n, n#l1l — n=k+1.

Det farste pastand udsiger, at 1 er det mindste naturlige tal, og den mellemste udsiger, at
tallet n + 1 er efterfglgeren af n. | den sidste pastand, at n # 1 har formenn = k + 1,
er k forgengeren af n, naturligt betegnet » — 1. Med denne notation kan forudsatningen
I Induktionsprincippet — at udsagnet (2.4.1) gelder for alle n — erstattes med, at fglgende
udsagn geelder for alle n # 1:

pn—1) = p). (2.5.1)

(2.6) Eksempel. For alle naturlige tal n geelder formlen,
124224+ 4n°=n(n+1)@2n+1)/6. (2.6.1)

Vi viser pastanden ved induktion. Lad g (n), for et naturligt tal n, betegne udsagnet, at
ligningen (2.6.1) gealder. Lad S, veere summen pa venstresiden af (2.6.1). Forn = 1er
Sy = 12 = 1, og hgjresiden er 1 -2 - 3/6 = 1. Altsé geelder o (1). | induktionsskridtet
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antages, atn > 1 og at g (n — 1) geelder. Vi har altsd S,_1 = (n — 1)n(2n — 1)/6. Det skal
bevises, at p (n) geelder. Vi far

S — 1+n2_ (n—l)n(Zn—l)+n2_n(n+1)(2n+1)
n = On— = 5 = 5 :

idet det sidste lighedstegn falger af udregningen,
n—Dn@n—1)+6n°=n@n®> —-3n+1+6n) =nn+1)@2n+1).

Falgelig gaelder g (n).

(2.7) Princippet om fuldsteendig induktion. Lad der vere givet et udsagn g (n) om tal
n € N. Antag, at e (1) er sandt. Antag videre, at for alle n € N geaelder udsagnet,

(o (k) forallek < n) = o +1). (2.7.1)

Da galder udsagnet ¢ (n) for alle naturlige tal n.

Bevis. Ifglge antagelsen gealder o (1). Af (2.7.1) falger sa, at p (2) er sandt. Altsa geelder
e (1) 0g »(2), og nu falger af (2.7.1), at e (3) er sandt. Altsa geelder p (1), o (2), £ (3), og
nu fglger af (2.7.1), at o (4) er sandt. \Ved at fortseette sdledes indses, for ethvert naturligt tal
n, at g (n) er sandt. a

(2.8) Note. (1) Forudsatningen i Princippet om fuldstaendig induktion —at (2.7.1) geelder for
alle n — erstattes ofte med, at der for alle n geelder udsagnet,

(p (k) forallek <n) — p©). (2.8.1)

Bemerk, at udsagnet (2.8.1) for n = 1 faktisk medfarer, at g (1) er sandt. For n = 1 findes
der jo ingen naturlige tal k saledes, at k < n. Venstresiden i (2.8.1) er altsa sand for n = 1,
0g (2.8.1) medfarer derfor, at g (1) er sandt. [Men det fales jo naesten som snyd!]

(2) Bemark forskellen mellem de to principper: Et induktionsbevis for et udsagn g (n)
bestar typisk af to dele. Den farste er et bevis for at g (1) er sandt (og dette bevis er typisk
ganske trivielt). Den anden del gar ud pa at bevise, for n > 1, at g (n) er sandt. Ved simpel
induktion kan det i denne anden del antages, at g (n — 1) er sandt. Ved fuldstendig induktion
kan det antages, at ¢ (k) er sandt for alle k < n. 1 denne forstand er Princippet om fuldstendig
induktion et steerkere veerktej: ved beviset for at g (n) er sandt har vi flere antagelser, hvilket
(maske) gar beviset lettere.

(2.9) Eksempel. Ethvert naturligttal » > 1 har en primoplgsning, dvs der findes en fremstil-
ling, n = p1--- ps, af n som et produkt af primtal p;. Her opfattes naturligt, nar n selv er et
primtal p, ligningenn = p som en fremstilling af » som et produkt med én faktor. Pastanden,
‘enten er n = 1 eller n er et produkt af primtal’, vises ved fuldsteendig induktion. Pastanden
er trivielt sand for n = 1. | induktionsskridtet antages, at » > 1 og at pastanden er sand for
alle k < n. Det skal vises, at pastanden gelder for n.
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Hvis n er et primtal, er pastanden sand. Antag derfor, at n er sammensat, n = kd, hvor k
og d er stgrre end 1. Specielt er sa bade k og  mindre end n. Altsa geelder pastanden for
bade k og d. Vi har derfor fremstillinger,

k:pl...ps’ d:ql...qt’

hvor tallene p1, ..., ps, q1, ..., q, er primtal. Dan = kd far vi fremstillingen,

af n som produkt af primtal. Altsa gelder pastanden for n.

(2.10) Note. Lad os igen kigge lidt pa de tre principper. For Velordningsprincippet argumen-
terede vi bare med, at ,,det er jo velkendt“. Hvor ved vi egentlig det fra? For Induktionsprin-
cippet argumenterede vi ved at satte tre prikker. Vi argumenterede for at o (1) og g (2) 0og
& (3) er sande. Vi kunne have fortsat med at argumentere for at g (4) er sandt og for at p (5)
er sandt. Men uanset hvor laenge vi fortsatter, ma vi altid ende med tre prikker, eller ,,09
sa videre“, eller ,,0g sa fremdeles®, eller lignende. Hvordan kan vi pasta, at uendelig mange
udsagn er sande, nar vi kun kan vise endelig mange af dem? Tilsvarende argumenterede vi
for Princippet om fuldsteendig induktion ved at sige, at man kunne , fortsatte saledes*; men
hvorfor gjorde vi ikke beviset feerdigt?

Svaret pa spergsmalene er simpelt (men maske ikke helt tilfredsstillende): Det er ngdven-
digt i vores opbygning af matematik at antage, at de tre principper geelder; vi kan faktisk ikke
bevise dem.

Man kan vise, at de tre principper fglger af andre antagelser. Under forudsetning af de
Hindlysende* egenskaber i (2.5) kan man specielt vise, at det er nok at antage ét af principperne,
idet man s3 kan bevise de to andre. Lad os fx vise, at Velordningsprincippet medfarer
Princippet om fuldsteendig induktion. Betragt altsa et udsagn g (n), for hvilket (2.8.1) galder
for alle n. Lad S vaere mangden af de naturlige tal », for hvilket udsagnet g (n) er falsk. Vi
skal vise, at S er den tomme mangde. Vi farer beviset indirekte, og antager at S # @. Ifglge
Velordningsprincippet findes sa et mindste tal n i S. Da n ligger i S er o (n) falsk. Da n er
det mindste tal i S, ma der for ethvert naturligt tal k¥ < n geelde, at k ¢ S, altsa at o (k) er
sandt. Altsa er forudsaetningen pa venstresiden af (2.8.1) opfyldt. Det falger derfor, at o (n)
er sandt. Hvilket er i modstrid med at vi lige indsa, at g (n) er falsk. Altsa er den gnskede
modstrid opnaet.

(2.11) Bemarkning. Lad os afslutningsvis understrege, at \elordningsprincippet er et ek-
sistensudsagn: Det pastar, at under givne forudsatninger eksisterer der et tal med visse
egenskaber, men princippet udtaler sig ikke om hvordan vi bestemmer dette tal. Lad for
eksempel n veere tallet herunder,

403973053172146480004640109925029870946484075995819629605478298423496995260211882781424365195345494425377235497204137003.

Det har 120 cifre, og er altsa et forholdsvis stort tal, jfr (2.1), men det er alligevel ikke
sterre end at det (med lidt behandighed) kan sta pa en enkelt linie. Det er en konsekvens af
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Velordningsprincippet, jfr (2.3), at der eksisterer et primtal p, som er divisor i tallet n. Det er
ikke sveert at fa en computer til at udfere regninger med tal af denne starrelsesorden, og der er
metoder som ret let vil fastsl3, at tallet n ikke selv er et primtal. | princippet kunne man lade
en computer prave med tallene d = 1,2, 3, ...,10% om d er divisor i n. Men det er ikke
en farbar vej i praksis (hvorfor ikke?), og det er min pastand, at ingen laesere af dette kapitel
nogensinde vil veere i stand til at angive et sdant primtal p. Her undtages forfatteren, som
bestemte n ved at multiplicere to primtal med 60 cifre.

(2.12) Opgaver.
1. Deter vel klart, at 1 er det mindste naturlige tal? Men uligheden 1 < n for allen € Ner
jo ikke naevnt blandt regnereglerne for naturlige tal. Kan du bevise uligheden?

2. Vis, alene ved brug af regnereglerne og Induktionsprincippet, fglgende ,,indlysende*
pastande om naturligetal: (1)1 <n. @Qn <n+k. B n<m =3k :n+k=m. (4
n<m=n+1<m.

3. For naturlige tal geelder, at n < m = n + 1 < m. Slut heraf, at Induktionsprincippet
medfgrer Velordningsprincippet. [Vink: Antag, at M C N er ikke-tom. Lad g (n) veere
udsagnet, at n < m for alle m € M. Vis, at g (1) er sandt og at g (n) ikke kan veere sandt
for alle n. Udled, at der findes et naturligt tal no saledes, at g (ng) er sandt og o (ng + 1) er
falsk. Vis, at ng er det mindste tal i M.]

4. Mangden X har n elementer. Hvor mange elementer har potensmaengden P(X), bestaende
af alle delmangder af X? Hvor mange delmangder af X har precis k elementer?

5. Vis,at 13 + 23 + ... + 18 = n?(n + 1)%/4.
6. MK’erne bor i MK-land. Hver MK fader, nar den er 20 ar gammel, « nye MK’er. Hver

MK dgr, nar den er 80 ar gammel. Det vil altid veere sadan, at der er flere levende MK’er end
afdgde. Hvor stor mon « er?

7. Vis,atn! > 2" forn > 4.

8. Med ™ betegnes den n’te afledede af funktionen f. Vis Leibniz’ formel for den n’te
afledede af et produkt: (@)™ (1) = Y14 (}) F@)g™ ).

9. Vis, at hvis 27 — 1 er et primtal, s3 ma p veere et primtal.

10. Angiv primoplgsninger af tallene 10129, 101, og 542.097.

11. Angivenafbildning f: N — N, somer injektiv, men ikke surjektiv, og angiv en afbildning
g: N — N, som er surjektiv, men ikke injektiv.

12. Betragt for to afbildninger f: X — Y og g: Y — Z den sammensatte afbildning
gof:X — Z. Vis: (1) Hvis f og g er injektive, sa er go f injektiv. (2) Hvis go f er
injektiv, sd er f injektiv. (3) Hvis f og g er surjektive, sd er g o f surjektiv. (4) Hvis g o f er
surjektiv, sa er g surjektiv.

TP initiativ af Jes Hansen blev n (ganske let) faktoriseret i april 2003 af en gruppe under
NFSNET. Estimeret tidsforbrug: 10 dage pa én computer med 1GHz CPU og 512 MB RAM.
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13. Betragttoafbildninger f: X — Yogg:Y — X. Vis,athvisgo f =idxog f o g = idy,
séer f bijektivog g = fL.
14. Betragt en afbildning f: X — Y, og delmangder A, A’ € X og B, B’ C Y. (1) Vis, at
fYBUB) = f1BUf B, f1(BNB) = f1BNnf 1B 09 fL(Y\B) = X\ f!B.
(2) Vis,at fF(AUA) = fAU fA'og fF(ANA") C fAN fA’, og vis ved et eksempel,
at inklusionen ikke altid er en lighed.
(3) Vis, at A € f~1(fA), og vis ved et eksempel, at inklusionen ikke altid er en lighed.
(4) Vis, at f(f~1B) C B, og at inklusionen er en lighed, hvis B C f(X); er inklusionen
altid en lighed?
15. Seta, = (10" 1x/2] mod 1019 + 1 forn =1, 2, ..., hvor |« betegner den hele del
af det reelle tal @ og x mod d betegner den principale rest af x ved division med d. Vis, at
S :={a, | n € N} er en begraenset delmaengde af N. Lad m vare det mindste tal i S. Vis, at
1 < m < 2. Kan du afgare, hvilken af de to muligheder der indtraeffer?
16. Vis, at 14 + 2% + ... + n* = n(6n* + 15n° + 10n? — 1)/30.
17. Vis, at alle naturlige tal n er karakteriseret ved en interessant egenskab. [Vink: brug
Velordningsprincippet.]

18. Hvordan viser man lettest formlen for en differensrakke,
a+@+d) +(a+2d)+--+ @+ (k—1d) = 3k(2a + (k—1)d).
Og for en kvotientraekke,
2 k=1 _ k
a+aq+aq®+---+aq " =alg —1/(g—-1, q#1

19. Vis, at tallene 10120 — 1 og 10121 — 1 ikke kan vaere primtal. Vis, at tallet 212> — 1 er
deleligt med 31. Vis, at tallet 212° 4+ 1 er deleligt med 33.

20. Er tallet 7.387 et primtal?
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3. Hele tal.
(3.1) Indledning. Mangden Z af hele tal bestar af tallene,
..,—3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, ...,

altsa af de naturlige tal, og tallet 0, og for hvert naturligt tal » det modsatte tal —n. Sum og
produkt af hele tal er igen hele tal, og for systemet af hele tal geelder de simple regneregler,
bortset fra eksistensen af reciprokke tal. Lad os gentage de simple regler med ord: Addition
af hele tal er kommutativ og associativ, tallet O er neutralt element, og hvert helt tal x har det
modsatte —x som inverst med hensyn til addition; multiplikation af hele tal er kommutativ
0g associativ, og tallet 1 er neutralt element; relationen ‘mindre end’ er total, irrefleksiv og
transitiv; multiplikation er distributiv mht addition, og addition og multiplikation harmonerer
med ordningen ‘mindre end’. (Prev med dig selv, om du kan huske hvad alle de fine ord
betyder.)

| det falgende minder vi om en reekke velkendte begreber i forbindelse med multiplikation
af hele tal.

(3.2) Divisorer. Lad a vaere et helt tal. For et helt tal d siger vi som bekendt, at d er divisor
i a, eller a er et multiplum af d, eller at 4 gar op i a, og vi skriver d | a, hvis der findes et helt
tal ¢ sdledes, ata = gd. Ifglge denne definition er ethvert helt tal 4 divisor i 0, idet0 = 0-d.
Oftest er vi derfor interesserede i divisorer d i tal a, hvor a # 0.

Antag, ata # 0. Hvisa = gd, sdera = (—q)(—d) 0§ —a = (—q)d. Heraf ses, at d
er divisor i a, hvis og kun hvis —d er divisor i a og videre, at d er divisor i a, hvis og kun
hvis d er divisor i —a. Ofte kan man derfor indskrzaenke sig til at betragte positive divisorer i
positive tal.

For enhver divisor d i a geelder, at

d| < lal. (3.2.1)

Antag nemlig, ata = gd. Daa # 0, er bade g og d forskellige fra 0. Specielter |g| > 1, og
sder |a| = |g||d| > |d| ifslge regnereglerne.
Specielt er der kun endelig mange divisorer i a, og de positive divisorer i a skal sgges
blandt tallene 1, 2, ..., |a|.
Af ligningerne,
a=a-1=(—a)-1)=1-a=(-1)(—a),

fremgar, at tallene 41 og ==« altid er divisorer i tallet a. Disse divisorer kaldes de trivielle
divisorer i a. Der er kun 2 trivielle divisorer i 1, nemlig £1. Nar |a| > 1, er der 4 trivielle
divisoreri a.

Et primtal er som bekendt et tal p > 1, som kun har trivielle divisorer.

Ved en faelles divisor for to tal a, b forstas et tal, som er divisor i bade a og b. Hvis for
eksempel b = 0, sa er de falles divisorer gjensynlig netop divisorerne i a. Hvis et af tallene,
fx a, er forskelligt fra 0, sa skal de felles divisorer sgges blandt de endelig mange divisorer i
a. Specielt er der sa kun endelig mange felles divisorer, og vi kan betragte den sterste af dem,
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den starste feelles divisor for a, b. At tallet d er den sterste feelles divisor for a, b udtrykkes
ved at skrive d = (a, b).

Tallet 1 er altid en feelles divisor for a, b. Specielt er den starste feelles divisor altid mindst
lig med 1, altsa altid positiv. Hvis tallet 1 er den starste falles divisor for a, b, siger vi, at
a er primisk med b, eller at @ og b er primiske. At a og b er primiske kan udtrykkes ved at
skrive (a, b) = 1.

Den starste feelles divisor for r tal as, ..., a,, hvor mindst ét af tallene er forskelligt fra
nul, defineres tilsvarende som den starste af de felles divisorer, dvs som det stgrste af de
tal d, som gar op i hvert af tallene a;. At d er den starste felles divisor udtrykkes ved at
skrived = (ay, ..., a,). Tallene kaldes primiske, eller indbyrdes primiske, hvisd = 1 er den
starste felles divisor. Det mindste feelles multiplum for tallene a1, ..., a, er det mindste af
de positive tal m saledes, at m er et multiplum af hvert a;.

At tallene ay, . .., a, er primiske ma ikke forveksles med, at de er parvis primiske. Det
sidste betyder, at (a;, a;) = 1 foralle i # j.

(3.3) Observation. Lad p vere et primtal. Da er p primisk med tallet a, hvis og kun hvis
p ikke gar op i a. Den starste felles divisor for p og a skal nemlig sgges blandt de positive
divisorer i p. Den starste felles divisor ma altsa veere enten 1 eller p. Det er Klart, at den
starste feelles divisor er p, netop nar p er divisor i a. Altsa er den starste feelles divisor lig
med 1, netop nar p ikke er divisor i a.

(3.4) Seetningen om division med rest. Lad der vare givetet tal d € N. Da findes for hvert
helt tal a entydigt bestemte hele tal g og r saledes, at

a=qgd+rog0<r<d. (3.4.1)

Bevis. Betragt tallene af formen gd for g € Z. Dad > 0, er gd < (g + 1)d. Vi har altsa
ulighederne,
o< —3d<-2d<-d<0<d<2d<3d<---

Det er derfor klart, at hvert helt tal a ligger mellem to pa hinanden falgende hele tal af formen
qd eller, mere praecist, at der findes et entydigt bestemt helt tal g saledes, at vi har ulighederne,

qgd <a < (qg+1yd. (3.4.2)

For et givet ¢ kan vi naturligvis entydigt skrive @ = gd + r med et helt tal », nemlig med
r = a —qd. Deter klart, at de to uligheder i (3.4.2) er ensbetydende med de to uligheder for
r 1(3.4.1). Hermed er Sztningen om division med rest bevist. a

(3.5) Rester. Nar d > 1er givet, siges et tal af formen r = a — gd ogsa at vaere en rest af a
ved division med d. Den entydige rest bestemt ved uligheden i (3.4.1) kaldes den principale
rest. Den er gjensynlig bestemt som den mindste af de ikke-negative rester. Det er klart, at
der ogsa findes en numerisk mindste rest s bestemt ved betingelserne,

d

d
a =gqd + s 0g —§<s<§.

Nar r er den principale rest, sders = r hvisr < d/2,09s =r —d, hvisr > d /2.
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(3.6) Euklid’s algoritme. Den starste felles divisor for a, b kan bestemmes ved en effektiv
algoritme. Antag, ata > b > 0. Seet ro := a 0g r1 := b. Anvend Satningen om division
med rest, med d := rq, til at bestemme g1 og r; séledes, at

ro=gqir1+r2, med0 < rp <ry.

Hvis r, > 0, anvendes igen Satningen om division med rest, med a := r1 09 d = ry.
Induktivt, hvis r;_1 og r; er bestemt, med r;_1 > r; > 0, anvendes Setningen om division
med rest til at bestemme g; og ;1 saledes, at

ric1=qiri +riv1, med0 < riy1 < 1. (3.6.1)

Viharsarg >ry >rp > --->r; >riy1 > 0. Heraf ses, at algoritmen ma stoppe ved at vi
for et passende trin n har r,, > r, 1 = 0, altsa

Fn—1 = qnln. (3.6.2)
Det fglger umiddelbart af ligningen (3.6.1), at et tal 4 gar op i bade r; _; og r;, hvis og kun hvis
det gar op i bade r; og r;r1. Fori =1, ..., n geelder altsa, at de felles divisorer for r; _1, r;

netop er de felles divisorer for r;, r; 1. For i = n er situationen simpel, idet r,4+1 = O.
De falles divisorer for r,, og r,1 er derfor netop divisorerne i r,. Altsa geelder for alle
i =1,...,n,atde felles divisorer for r;_1, r; netop er divisorerne i r,.

For i = 1 slutter vi, at de feelles divisorer for a, b netop er divisorerne i r,,. Dar, > 0,
falger det specielt, at r,, er den starste feelles divisor for a, b. Den sidste positive rest r,,,
der fremkommer inden algoritmen stopper med resten r,, 1 = 0, er altsa den starste felles
divisor for a, b.

(3.7) Seetning. Lad a, b vere hele tal, hvoraf mindst ét ikke er 0, og lad d = (a, b) vere
den starste feelles divisor. Da er de felles divisorer for a, b netop divisorerne i d. Yderligere
galder, at der findes en fremstilling med hele tal x, v,

d = xa + yb. (3.7.1)

Bevis. Ved eventuelt at erstatte « med —a og/eller » med —b kan vi antage, at ingen af tallene
a, b er negative. Yderligere kan vi ombytte a og b, s& vi kan antage, at a > b > 0. Hvis
b = 0, er de falles divisorer netop divisorerne i a; specielt er a den starste feelles divisor, og
vi har fremstillingen a = 1a + 0b. Antag derfor, at » > 0. Da er antagelserne i Euklid’s
algoritme opfyldt. Algoritmen producerer derfor den sterste feelles divisor d = r,, 0g som
vi har set i (3.6) er de faelles divisorer for a, b netop divisorerne i d.

Yderligere kan vi fa fremstillingen d = xa + yb ved , tilbageregning“ i algoritmen. Det
pastas, at vi forallei = 1, ..., n har en fremstilling d = x;r;_1 + y;r; med hele tal x;, y;.
For i = n har vi nemlig fremstillingen d = Or,,_1 + 1r,, 0g antages d = x;+1r; + Yi+1ri+1,
sa far vi af (3.6.1),

d = xipari + Yig1ri+1 = Xiq1ri + Yiv1(ric1—qiri) = yig1ri—1 + (Xigp1—Yi+190)7i,

hvilket er en fremstilling af den gnskede form med x; := y;+1 09 y; := x;4+1 — Yi+1q;. For
i = 1 far vi specielt den sggte fremstilling d = x1rg + y1r1 = x1a + y1b. i
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(3.8) Eksempel. For a = 1568 og b = 161 giver Euklid’s algoritme:

1568 =9 - 161 + 119,
161 =1-119 4 42,
119 =242 4 35,
42 =1-35+17,
35=5-7.

Tallet 7 er altsa den starste faelles divisor for 1568 og 161. Tilbageregning giver ligningerne,

7=142-1.35=142— (119-2-42) = 3-42 — 119
— 3(161—119) — 119 = 3- 161 — 4 - 119
—3.161 — 4(1568 — 9 - 161) = 39 - 161 — 4 . 1568.

(3.9) Korollar. To heletala, b er primiske, hvis og kun hvis der findes hele tal x og y saledes,
atl = xa+ yb.

Bevis. Hvis a og b er primiske, sa er 1 den starste falles divisor for a og b, og fremstillingen
1 = xa + yb fas af Setningen. Antag omvendt, at 1 = xa + yb. Sa vil ethvert tal d, som
er divisor i a og b, ogsa veere divisor i 1. Altsa er d = £1. Falgelig er 1 den starste falles
divisor, dvs a og b primiske. a

(3.10) Korollar. Hvisa er primisk med b1 og primisk med by, sa er a primisk med produktet
b1bs.

Bevis. Ifglge Korollar (3.9) findes fremstillinger 1 = x1a + y1b1 09 1 = x2a + y2b,. Heraf
fas, at

1 = (x1a + y1b1)(x2a + y2b2) = (x1x2a + x1y2b2 + y1b1x2)a + (y1y2)b1b).

Af Korollar (3.9) falger sa, at a er primisk med b1b;. a

(3.11) At ga op i et produkt. Lad n veere et naturligt tal, og lad a, b vere hele tal. Det er
klart, at hvis n gar op i a eller i b, sd gar n ogsa op produktet ab. Det omvendte gaelder ikke
i almindelighed: Fx gar 6 op i 3 - 4, men 6 gar hverken op i 3 eller i 4. Eller simplere: 4 gar
opi2-2, men4 gar ikke op i nogen af faktorerne (som begge er lig med 2).

Det er indholdet af det efterfglgende resultat, at det omvendte gaelder, nar n = p er et
primtal.

Det fundamentale Primtalslemma. For et primtal p og hele tal a, b galder:

plab — plaeller p|b. (3.11.1)

Bevis. Antag, at p|ab. Antag yderligere, at p t a; det skal sa vises, at p|b. Den starste
feelles divisor for p, a er specielt divisor i p, og ma derfor vaere lig med enten 1 eller p. Da p
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ikke er divisor i a, ma den starste feelles divisor altsa vaere 1. Nu falger det af Korollar (3.9),
at der findes hele tal x, y med 1 = xa + yp. Folgelig geelder ligningerne:

b=1b = (xa + yp)b = xab + ypb.

Pa hgjresiden er xab delelig med p ifglge antagelsen, og ypb er gjensynlig delelig med p.
Derfor er hgjresiden delelig med p. Altsa er b er delelig med p, som gnsket. a

Som naevnter detKklart, athvis p |a eller p | b,savil p |ab. Implikationen i Primtalslemmaet
kan altsa erstattes af en biimplikation.

Resultatet kan ogsa generaliseres: Hvis primtallet p gar op i et produkt ay - - - ag med s
faktorer, sd gar p op i en af faktorerne a;. Produktet kan nemlig skrives (a1 - - - as_1)ag. Af
Det fundamentale Primtalslemma falger sa, at p garopiay - - - a;_1 elleri ag. Hvis p gar op
i ay, er det gnskede opnaet. | modsat fald gar p op i produktet ay - - - a,_1 med s — 1 faktorer;
induktivt slutter vi s, at p gar op i en af faktorerne aq, ..., a;_1.

(3.12). 1 beviset for Det fundamentale Primtalslemma blev det kun benyttet, at p, a var
primiske. Implikationen i (3.11.1) galder altsa, hvis det blot antages, at p og a er primiske.
Faktisk giver en drejning af beviset det helt generelle resultat:

Seetning. Lad a, b, n vere hele tal, hvorn > 1. Lad d veare den starste felles divisor for
a,n. Da gelder:
nlab < %|b.

Specielt, hvis n |ab og n er primisk med a, s vil n | b.
Bevis. ,,=*: Ifalge Satning (3.7) findes hele tal x, y med d = xa + yn. Derfor gelder:
bd = (xa + yn)b = xab + ynb.

Pa hgjresiden er xab delelig med n ifglge antagelsen, og ynb er gjensynlig delelig med n.

Derfor fglger det af ligningerne, at bd er delelig med n. Altsd er bd = gn = q7d med et

helttal . Da d # 0, felger det, at b = ¢ 7. Tallet b er derfor deleligt med 7, som gnsket.
- Afd|a og 7 |b falger, at produktet n = d 7 er divisor i ab. i

(3.13) Korollar. Antag, atn = n1 - - -n, er et produkt af parvis primiske naturlige tal n;. Da
galder for alle hele tal a:
nla < nijlafori=1,...,r.

Bevis. Hvert n; garop in, sd hvisn garopia, vil ogsan; gaopia.
Den omvendte implikation vises ved induktion efter antallet, r, af faktorer n;. Forr =1

er pastanden triviel. Antag, at » > 1, og at n; |a fori = 1,...,r. Induktivt falger det
sa, at produktet n’ = ny---n,_q er divisor i a. Vi har altsd a = n’b med et helt tal b.
Ifglge antagelsen er n, primisk med hvert af tallene n1, ..., n,_1. Ved gentagen anvendelse

af Korollar (3.10) felger, at n, er primisk med n’. Desuden er n, divisor i a = n’b. Af
setningen i (3.12) falger derfor, at n, er divisor i . Vi har altsd b = cn, med et helt tal c.
Heraf fas, at

a=n'b=n'n.c =nc,

og det folger, at n er divisor i a. Hermed er de to implikationer bevist. a
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(3.14) Note. Forudsatningen om at faktorerne er parvis primiske kan ikke undveares: Fx
gelder forn =4 =2.2,altsdn; = np = 2,atn1|20gny |2, men 4t 2.

(3.15) Seetning (Euklid). Der er uendelig mange primtal.

Bevis. Vi viser, at for vilkarlige n givne primtal p1, ..., p, findes der et primtal p, der er
forskelligt fra de givne. Hertil betragtes tallet,

N:=p1---pp+1

@jensynlig er N > 1. Folgelig findes et primtal p, som er divisor i N, jfr Eksempel (2.3).
Det pastas, at primtallet p er forskelligt fra primtallene p1, ..., p,. Antag nemlig, indirekte,
at p er lig med et af p;’erne. Daer p divisori p1 --- p, = N — 1. Tallet p er altsa divisor i
N —1ogi N. Felgelig er p ogsa divisor i differensen N — (N — 1) = 1. Hermed er opnaet
en modstrid, idet tallet 1 har 1 som den eneste positive divisor. a

(3.16) Aritmetikkens Fundamentalsaetning. Ethvert helt tal a > 1 har en primoplasning,
dvs der findes en fremstilling,
a= p1---Ps, (3.16.1)

af a som et produkt af primtal p;. Primoplasningen er entydig i den forstand, at hvis a =
q1---q; er endnu en primoplasning, sd ert = s, og efter en passende omnummerering af
gj’emeerg; =p; fori =1,...,s.

Bevis. Eksistensen af fremstillingen blev bevist i Eksempel (2.9).
For at vise entydigheden af fremstillingen skal det vises, at hvis der er givet s primtal

p1, ..., ps 09t primtal g1, ..., g; 0g en ligning,

Pl Ds=4q1-"qr, 1)

sd er s = t, og efter passende omnummerering af g;’erneer p; = g; fori =1,...,s.

Denne pastand vises ved induktion efter s. For s = 1 er venstresiden i (1) det ene primtal
p1. Hvert ¢; pa hgjresiden er altsa divisor i p1. Da p1 kun har trivielle divisorer og ¢; > 1,
slutter vi, at t = 1 og at ligningen er den trivielle: p1 = ¢1.

| induktionsskridtet antages, at s > 1 og at pastanden gelder for s — 1 primtal. Primtallet
ps er divisor i venstresiden af (1), og dermed i hgjresiden. Hgjresiden er et produkt af ¢
faktorer. Det falger derfor af Det fundamentale Primtalslemma (3.11), at p, gar op i en af
faktorerne ¢;. Efter omnummerering af faktorerne ¢; kan vi antage, at p, gar op i ¢;. Da ¢;
er et primtal, har g, kun trivielle divisorer. Da p, > 1, slutter vi, at p; = ¢,. Af ligningen
(1) felger derfor, at

pPL - Ps—-1=4q1" " qr-1. (2)

I ligningen (2) er venstresiden starre end 1, das — 1 > 1. Altsderogsa s — 1 > 1. Ligningen
(2) har altsa samme form som (1), blot med s — 1 primtal pa venstresiden. Da pastanden er
antaget at geelde for s — 1 primtal, felger det, at s — 1 = ¢ — 1, og at vi efter omnummerering
af faktorerne ¢; harg; = pj for j =1,...,¢t — 1.

Hermed er ogsa entydigheden bevist. a
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(3.17) Primoplgsninger. | primoplgsningen (3.16.1) antages ikke, at primtallene p; er for-
skellige. Hvis man i fremstillingen skriver primfaktorer, der forekommer flere gange, som
potenser, far fremstillingen formen,

a=pt-p¥, (3.17.1)

hvor p1, ..., p, er forskellige primtal. Fremstillingen (3.17.1) udtrykker, at i primoplgsnin-
gen af a forekommer primtallet p; som faktor «;; gange.

Bemerk, at vi i fremstillingen (3.17.1) kan tillade, at en eller flere af eksponenterne «; er 0,
idetjo p° = 1. Specielt kan vi, nar vi betragter primoplgsninger af endelig mange tal, antage,
at det er de samme primtal p;, der indgar i primoplasningerne. Videre kan vi formelt sige,
at tallet 1 har primoplgsningen 1 = p(l) ... pY. Entydighedsdelen af Fundamentalsatningen

udsiger, at der af en ligning,

p%lpg’:pflpf”,

hvor p1, ..., p, er forskellige primtal, fglger, at ; = B; for alle i.

Ud fraen primoplgsning (3.17.1) kan vi bestemme de positive divisorer i a. Betragt nemlig
to positive tal ¢ og d, med primoplasninger,

g=p---pr,  d=pt..p. (3.17.2)

Heraf far vi primoplgsningen,

_ ,V1td1 48
qd — pl oo prr r.

Altsd geelder ligningen a = qd, hvis og kun hvis «; = v; + §; for alle j. Heraf ses:

Tallet d er divisor i a, hvis og kun hvis der for eksponenterne i primoplasningerne geelder
ulighederne 0 < 6; < «; foralle j.

Bemerk, at den trivielle divisor d = 1 i a svarer til eksponenterne §1 = --- =68, = 00g
den trivielle divisor d = a svarer til eksponenterne §; = «; for alle .

Specielt ses, at antallet af positive divisorer i a er bestemt som produktet,

(a1 +21)--(ap +1).
Betragt endnu et tal » > 0, med primoplgsningen,

Sd er d en feelles divisor for a 0g b, hvis og kun hvis §; < «; 0g §; < g; for alle j, altsd hvis
og kun hvis §; < min{a;, B;} for alle j. Det faglger specielt, at den starste faelles divisor for

a og b er tallet,

pTln{al,ﬂl} o _pinln{oe,-,ﬂr}_

(3.18) Observation. For en primtalspotens a = p* falger det, at de positive divisorer i a
netop er potenserne p? for 0 < 8 < a.

Det tilsvarende galder naturligvis ikke for en potens af et sammensat tal. For ¢ = 62 =
22 .32 = 36 er 1, 6, 62 divisorer, men desuden har vi divisorerne 2, 3, 22 = 4, 3% = 9,
22.3=12,0g92 3% =18.
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(3.19) Eksempel. Tallene 1568 og 161 har primoplgsningerne 1568 = 2°-72 0g 161 = 7-23.
Den starste feelles divisor er derfor d = 7, jfr Eksempel (3.8).

(3.20) Note. Eratosthenes’ si indeholder tal, hvoraf nogle er mearkede. At ryste sien betyder,
at man marker det mindste af de umerkede tal, og lader alle egentlige multipla af dette tal
drysse ud af sien.

Fyld sien op med tallene stgrre end 1, alle umarkede, altsa med tallene,

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33, ...

Ryst sien én gang. Herved mzrkes det mindste, altsa tallet 2, og alle de lige tal drysser ud af
sien. Tilbage bliver:

2,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,33,35,37,39,41,43,45,47,49,51,53,55,57,59, ...

Ryst igen. Herved markes det mindste af de umaerkede, altsa tallet 3, og alle andre tal delelige
med 3 drysser ud af sien. Tilbage bliver:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35,37,41,43,47,49,53,55,59,61,65,67,71,73,77,79,83,85,89,91, ..
Ryst igen. Tilbage bliver:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53,59,61,67,71,73,77,79,83,89,91,97,101,103,...

Rystes uendelig mange gange resterer netop primtallene i sien.

(3.21) Opgaver.

1. Er der et starste negativt helt tal?

2. Bestem den principale rest af 1010 ved division med 7. Og af —1010.
3. | dag er det mandag. Hvilken ugedag er det om 1000 dage?

4. Er tallene 99, 100, og 101 parvis primiske? Hvilke tal mellem 1 og 100 er ikke primiske
med 677

5. Bestem den starste feelles divisor for tallene 6901 og 5293.

6. Lad d vaere den starste feelles divisor og m det mindste faelles multiplum for to naturlige
tal @ og b. Vis, at dm = ab.

7. Lad a og n vere hele tal, hvoraf mindst et ikke er 0. Vis, at der findes positive tal i
mengden Za + Zn = {xa + yn | x, y € Z}, 0g Vvis, at det mindste af disse positive tal er
den starste felles divisor for a, n. Du ma bruge Satningen om division med rest, og selve
definitionen af starste feelles divisor. Udled, at enhver fzlles divisor for a, n er divisor i den
starste feelles divisor.
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8. Lad as, ..., a, vere r hele tal, hvoraf mindst ét ikke er 0, og lad d = (a1, ..., a,) vere
den starste feelles divisor. Vis, at de felles divisorer for as, ..., a, netop er divisorerne i d,
og at der findes en fremstilling med hele tal x1, ..., x,,

d=x1a1+ -+ xra,.

[Vis pastanden ved induktion efter » > 1. | induktionsskridtet inddrages med fordel den
starste feelles divisor for ay, ..., a,—_1, givet at et af disse tal ikke er 0.]

9. Antag,at 1 <i < nogati ogn er primiske. Vis, at (:’) er delelig med n. [Brug fx at
-1 .

n(i—y) =i(})]

10. Lad p vere et primtal. Vis, at alle binomialkoefficienterne (’l’) forl<i<p-—1er

delelige med p. Udnyt dette til at vise, ved induktion efter k, at p garop i k? — k (Fermat’s
lille Seetning).

11. Euklid’s bevis for at der er uendelig mange primtal giver en uendelig fglge af forskellige
primtal: Vi s&tter p; := 2 og (induktivt) lader vi p, .1 veere den mindste primdivisor i
p1---pn + 1. Sder pp, den mindste primdivisor i 2 + 1 = 3, altsa p, = 3. Videre er p3
den mindste primdivisor i 2.3 + 1 = 7, altsd p3 = 7, og p4 er den mindste primdivisor i
2:3.7+ 1 = 43, altsé ps = 43. Vis, at p1 - - - p, + 1 ikke altid selv er et primtal.

12. Tallene 1,4,9, 16, ... er kvadrattallene. Vis, at hvis ab er et kvadrattal og a, b er
primiske og positive, sa er bade a og b kvadrattal.

13. Held tallene 2, 3, 4, ..., N i Eratosthenes’ si og ryst 4 gange. Nu indeholder sien kun
primtal. Hvor stor kunne N vere?

14. Bestem den starste feelles divisor for tallene 101 og 10!.

15. Vis, at der er uendelig mange primtal af formen 4d — 1. [Vink: Vis, at for givne primtal
pi, ..., pp hardps--- p, — 1en primdivisor af formen 4d — 1.]

16. Vis, for n > 3, at der er uendelig mange primtal p med p % 1 (mod n).

17. Lad a, n veere to naturlige tal, og lad d veere den starste feelles divisor for a, n. Der findes
da fremstillinger d = xa — yn med hele tal x, y. Vis, at der er et entydigt valg af x, y saledes,
at 1l < x < n/d, og at der med dette valg geelder 0 < y < a/d.

18. Etnaturligt tal p > 1 har fglgende egenskab: plab — p|a eller p|b. Vis, at p er et
primtal.

19. Antag for naturlige tal a, b, ¢, d, at ab = cd. Vis,ata|c < d|b.

20. (Alternativt bevis for Saetning (3.12)) Betragt for hele tal a,» med n > 1 mangden
Q :={x € Z | nlax}. Djensynlig ligger det positive tal n i Q. Lad ng veere det mindste
positive tal i Q. Vis,at 1 < ng < n. Vis,atx € Q <= ng]| x, altsa at der for alle hele tal
x geelder:

nlax <= npla.
Vis, atng = n/d, hvord = (n, a).



28 Tallene

21. Lad a, n veere to naturlige, primiske tal. Vis, at med kg := an + 1 geelder: hvert helt tal
k > ko har en fremstilling 2 = xa 4+ yn med positive heltal x, y. Hvis man i fremstillingen
blot kreever x, y > 0, geelder pastanden gjensynlig ogsa for ko := an. Vis, at pastanden (med
kravet x, y > 0) gaelder for kg := (@ — 1)(n — 1).

22. Erdet muligt at dele en terning i 1992 terninger (naturligvis ikke alle af samme sterrelse)?
[Kilde: Lettisk konkurrence — for 9. klasse!]

23. Nér n er primoplgst, n = p;*---p,”, er det let at bestemme antallet af (positive)
divisorer i n: deter produktet (v1 +1) - - - (v, +1). Kan du finde en formel for summen o (n)
af divisorerne i n?

24. Ettal n kaldes fuldkomment, hvis n er lig med summen af sine divisorer, fraregnet n selv,
altsa hvis o (n) = 2n. Eksempler: 6 =1+2+30928 = 1+ 2 + 4 + 7 + 14. Vis (Euklid),
at hvis 28 — 1 er et primtal, sd er n = 2k=1(2%F — 1) fuldkomment. *Vis omvendt (Euler), at
ethvert lige fuldkomment tal er af denne form. (Man ved ikke om der findes ulige fuldkomne
tal.)

25. Lad b > 1 veere et naturligt tal. Vis, at hvert naturligt tal » har en fremstilling i b-
talssystemet,

n=db*+.-..+dib+dy, hvor0<d; <bfori=0,...,k,

entydig, hvis d; > 0. [Vink: Vis, at hvis d; > 0 i fremstillingen, s& er b* < n < b*+1]
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4. Rationale tal.

(4.1) Indledning. Mangden Q af rationale tal bestar af alle braker,
a/s, hvoraog s erheletal ogs # 0.

Broken a/s, der ogsé skrives <, er produktet as—1 af tallet a og det reciprokke til s. De
rationale tal omfatter de hele taI |det tallet « € Z er lig med brgken a/1.
Man kan forlaenge en brgk: For hvert helt tal # # 0 geelder ligningen,

t
a_a (4.1.1)

St S

thi ifglge regnereglerne er (at)/(st) = (at)(st) L = art~ st = as~1 = a/s.

Det skal understreges, at en brgk er et tal, der fremkommer som resultatet af et regnestykke;
brgken er ikke selve regnestykket. Alligevel er det sedvane for en brgk a/s at kalde a for
teelleren og s for nevneren. Ligningen (4.1.1) udtrykker, at brgken ikke @ndres, nar nevner
og teeller multipliceres med samme tal. Tilsvarende kan en brgk b/u forkortes: hvis ¢ gar op
i bade b og u, sa @ndres brgken ikke, nar teller og naevner divideres med ¢.

Addition og multiplikation af rationale tal ferer igen til rationale tal:

b _at+b
a,>_atbs 4.1.2)
k) t St
b ab
a.2_9 (4.1.3)
s t St

Forlenger vi nemlig a/s med ¢ og forlenger vi b/t med s, far vi a/s = (at)/(st) og

b/t = (bs)/(st), og sa er, ifglge regnereglerne,
2y ? = (at)(st) "t + (bs)(st) "t = [ar + bs](s1) L = Q .
S S

Af regnereglerne falger ligeledes, at
b b
T2 cas Wt = @by i = byt = L2
s t St
Tallet O er brgken 0/1, og altsa ogsa lig med brgken 0/s for s # 0. Heraf falger, at det
modsatte tal til en brgk a/s er brgken (—a)/s,
a —a

S =" (4.1.4)
s N

Tallet 1 er brgken 1/1, og altsa ogsa lig med brgken s/s for s # 0. Heraf fglger, at det
reciprokke tal til en brgk a/s # 0 er brgken s /a,
-1
(ﬁ) = i, nara # 0.
a

S

Regninger med brgker farer altsa igen til breker. Fglgelig geelder samtlige simple regne-
regler for de rationale tal.
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(4.2) Observation. En brgk a/s kan forlenges med —1 til brgken (—a)/(—s). Specielt
falger det, at enhver brgk kan skrives pa formen a /s, hvor navneren er et positivt helt tal.

Enhver brgk a/s kan forkortes med en feelles divisor for a og s. Specielt fremkommer,
nar breken forkortes med den sterste faelles divisor, en uforkortelig brak, dvs en brgk, hvor
teeller og naevner er primiske.

Er der givet r broker ai/s1, ..., a,/s,, kan man altid ved at forlaenge opna, at brakerne
har samme naevner. Fx kan den i’te brek forleenges med produktet af de gvrige naevnere.
Herved fremkommer som feelles naevner produktet sy - - - s,.

(4.3) Farey-brgker. For et givet naturligt tal N defineres Farey-brgkerne af orden N som
brgkerne af formen a/s, hvor 1 < s < N. | ethvert begraenset interval er der gjensynlig kun
endelig mange Farey-brgker af orden N, og de kan derfor opskrives i en endelig felge, ordnet
efter storrelse. Farey-brokerne af orden 9 i intervallet [0,1] er brgkerne,

(4.4) Opgaver.

1. Vis, at tallet +/2 er irrationalt, altsd at der ikke findes et rationalt tal a/s sdledes, at
(a/s)? = 2.

2. Vis forenbrgk a/s,ata/s > 0, hvis og kun hvis as > 0. Vis, ata/s < b/t, hvis og kun
hvis st2a < s2tb.

3. Fibonacci’stalfglge 0,1, 1, 2, 3,5, 8,13, ... er bestemt ved ag = 0, a1 = 1, og rekursivt,
apn+1 = an—1 + ay,. Vis for alle n, at a,, 0g a,+1 er primiske. Vis, at fglgen af rationale tal
an/a,+1 er konvergent, og bestem greenseverdien. Vis, at

an:

IS - (55

4. *Betragt Farey-brgkerne af en given orden N, skrevet som uforkortelige breker og ordnet
efter starrelse. Hvis a’/s’ < a/s er to pa hinanden falgende broker, saer s’ +s > N. Hvis
a'/s' < a/s erto pahinanden fglgende brgker, sderas’—a’s = 1. Hvisa'/s' < a/s < a"/s"
er tre pa hinanden falgende braker, sdera/s = (a’ +a”)/ (s’ +s"). Check disse pastande for
folgen af Farey-brgker af orden 9. Farey formodede disse pastande, men kunne ikke bevise
dem. Kan du?
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5. Reelle og komplekse tal.

(5.1) Indledning. De reelle tal var grundlaget for den indledende gennemgang af de simple
regneregler. Vi vil her ganske kort ogsa minde om nogle begreber knyttet til systemet af
komplekse tal. Der er ingen ordning af de komplekse tal, sa de simple regler vedrgrende
ordning er meningslgse, nar man udvider det reelle omrade; men regnereglerne for addition
og multiplikation geelder ogsa for komplekse tal.

(5.2) Komplekse tal. Mangden C af komplekse tal er meengden R?, af par (a, b) af reelle
tal, organiseret med en addition og en multiplikation,

(a,b) + (c,d) :=(a+c, b+d),

(a,b) - (c,d) :=(ac—bd , ad+bc). (5.2.1)
Addition af parrene er blot den velkendte vektoraddition i R? opfattet som reelt vektorrum.
Specielt er additionen kommutativ og associativ, parret (0, 0) er neutralt element for addition,
og for hvert par (a, b) er —(a, b) = (—a, —b) det modsatte par mht addition. Det er ikke
sveert at vise, at multiplikationen er kommutativ, associativ, og distributiv mht additionen, og
at parret (1, 0) er neutralt element for multiplikation.

Afbildningen a — (a, 0) er en injektiv afbildning R — C, og den giver derfor en bijektiv
forbindelse mellem de reelle tal a og de komplekse tal af formen (a, 0). Via denne bijektive
forbindelse opfattes de reelle tal som en delmangde af de komplekse tal. Vi identificerer
altsa det reelle tal a med det komplekse tal (a, 0). Af ligningerne i (5.2.1) fremgar, for
b = d = 0, at sedvanlig addition og multiplikation af to reelle tal a og c svarer til kompleks
addition og multiplikation, nar a og c opfattes som komplekse tal. Yderligere fremgar det,
at multiplikation af det komplekse tal (c, d) med det reelle tal (a, 0) svarer til at multiplicere
vektoren (c, d) med skalaren a.

Bemerk, at de komplekse tal (0, 0) og (1, 0), som, henholdsvis, var neutralt element for
addition og multiplikation i C, under identifikationen svarer til de reelle tal 0 og 1.

Detkompleksetali := (0, 1) kaldes som bekendt den imaginere enhed. Tallene1l = (1, 0)
ogi = (0, 1) er den kanoniske basis for vektorrummet R?. Den entydige fremstilling,

(a,b) =a(1,0)+b(0, 1),

af en vektor (a, b) i denne basis svarer altsa til den entydige fremstilling af det komplekse tal
= (a7 b)!
z=a+ bi,

som en sum af et reelt tal og et reelt tal gange den imaginzre enhed. Tallet a er som bekendt
realdelen af z, og b er imaginzrdelen.

(5.3) Modulus og konjugering. For et kompleksttal z = a + ib defineres modulus eller den
numeriske veerdi (eller normen) som det reelle tal,

Iz| := v a? + b2.
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Nar z opfattes som vektoren (a, b) er modulus altsa den saedvanlige (euklidiske) norm af
vektoren. @jensynlig er |0] = 0, og nar z # 0 er |z| > 0.
Det konjugerede til z er det komplekse tal,

Z :=a — bi.

@jensynlig er 7 = z netop ndr b = 0, altsd netop nar z er et reelt tal. Det er let at vise
formlerne,

=2z, ZZ=|Z|2, Z+w =7

+w, Zw=ZWw.

Il

Af den anden formel fglger, at nar z # 0, sa er tallet,

—1. 4 a—ib
Z —_ T = 5 5
212 a? + b2

inverst til z i den forstand, at z 71z = 1. Hermed er specielt godtgjort, at de regneregler for
reelle tal, der kun vedrgrer sum og produkt, ogsa geelder for komplekse tal.

(5.4) Geometrisk beskrivelse. De komplekse tal svarer til vektorer i R?, og de kan derfor
o0gsa beskrives som punkter i planen: det komplekse tal z = a + bi svarer til punktet med
sedvanlige retvinklede koordinater (a, b). Herved svarer de reelle tal til farste-aksen, og de
komplekse tal af formen bi = (0, b) svarer til anden-aksen.

Modulus er afstanden fra 0, og konjugering svarer til spejling i den reelle akse.

Ethvert komplekst tal z # 0 bestemmer en halvlinie £, nemlig halvlinien fra 0 gennem
z. Specielt er £1 den positive reelle halvakse. Nar z # 0, siges det reelle tal 9 at vere et
argument for z, hvis 6 er en vinkel fra £1 til £.

Hvis 6 er et argument for z, sa er de gvrige argumenter for z tallene 6 + 2 q for g € Z.
Det fglger, at der findes ét argument 6 for z saledes, at 0 < # < 27, og ét argument @ saledes,
at—m <6 < 7.

(5.5) Seetning. Lad z og w vaere komplekse tal forskellige fra O, med argumenter 6, og 6,,.
Daer |zw| = |z|-|lw| 0og 6, + 6,, er et argument for zw.

Bevis. Antag, atz = a+bi. Daerzw = aw-+biw. Vektoren zw eraltsa linearkombinationen,
zw =aw + b(iw), (1)

af vektorerne w og iw. For w = ¢ + di har vi iw = —d + ci. Vektoren iw er altsa
tveervektoren til vektoren w. Den har samme l&engde som w, men er drejet 7z /2 1 den positive
omlgbsretning.

Som vektorer er w og iw et ortogonalsystem. Af fremstillingen (1) slutter vi derfor
(Pytagoras), at |zw|? = (a® + b)|w|? = |z|?*|w|?. Felgeliger |zw| = |z||w|. Yderligere
slutter vi, at vinklen fra ¢,, til £,,, er lig med vinklen fra ¢4 til £,. Vinklen fra ¢4 til £, er
summen af vinklen fra ¢4 til £,, og vinklen fra ¢,, til £,,,, og altsa lig med summen 6,, + 6,.

Hermed er begge pastande bevist. a
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(5.6) Komplekse enheder. Komplekse tal z, for hvilke |z| = 1, altsa komplekse tal pa
enhedscirklen, kaldes ogsa enheder eller komplekse fortegn. Mangden af enheder betegnes
ogsa U. Nar z = a + ib ligger pa enhedscirklen, har via = cos® og b = sin6, hvor 6 er et
argument for z. Som bekendt skriver vi ogsa

¢! = expif :=cos6 +isino;

de komplekse enheder er altsé tallene af formen ¢?. .
For hvert komplekst tal z # 0 har vir := |z| > 009 z/|z| er en enhed, af formen ¢, hvor
6 er et argument for z. Vi har altsa fremstillingen,
Z .
2= 7| = =re,
|z
af z som produkt af et positivt reelt tal og en kompleks enhed.
Nar w = se'?, finder vi zw = rse'e’?. Resultatet i Seetning (5.5) er derfor akvivalent
med ligningen,
e OFP) — (i0,i% (5.6.1)

som, skrevet ud i koordinater, er additionsformlerne,
cos(0 + ¢) = cosO cos¢g —sindsing, sin(@ + ¢) = sinH cos ¢ + cosH sin .
(5.7) Eksempel. For hvert naturligt tal » er der preecis n komplekse lgsninger til ligningen,
7"=1,

nemlig tallene z = ¢?%'¢/" fora = 0,1,...,n — 1.

Hertil bemarker vi farst, at hvis z er en lgsning, sa er |z|* = |z"| = |1] = 1. Den
numeriske veerdi |z| er et positivt reelt tal, og da |z|” = 1, ma vi have |z| = 1. Lgsninger z
til ligningen skal altsd sgges blandt tallene i U, dvs blandt tallene af formen z = . Idet vi
kan kraeve, at 0 < 6 < 27, er 6 entydigt bestemt.

Det folger af (5.6.1), at (¢!%)" = "%, Altsder z” = 1, hvis og kun hvis n6 er et argument
for tallet 1, altsd hvis og kun hvis n® = (27)a med et helt tal a. Da vi kun betragter
argumenter @ med 0 < 0 < 27, er z = ¢'? altsd lgsning, hvis og kun hvis & = 2wa/n, hvor
0 < a < n, dvs hvis og kun hvis z har den angivne form.

De n lgsninger til ligningen z” = 1 kaldes de n’te enhedsrgdder.

(5.8) Opgaver.
1. Vis, at der ikke findes nogen total ordning af de komplekse tal, som harmonerer med
addition og multiplikation (i den forstand at betingelserne (1.1)(ao) og (mo) er opfyldt).

2. Vis, at % + ’5«/5 er en 6’te enhedsrod. Angiv alle de 6’te enhedsragdder.
3. Angiv et element i U, som ikke er en enhedsrod.

4. Lad ¢ vare en n’te enhedsrod, og lad k vaere det mindste naturlige tal saledes, at ¢* = 1.
Vis, at k er divisor i n.
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6. Restklasser og kongruens.

(6.1) Indledning. Som bekendt siges to hele tal x og y at veere kongruente modulo », og Vi
skriver x = y (mod n), hvis differensen x — y er delelig med n. Kongruens er en sakaldt
&kvivalensrelation blandt hele tal. Den deler tallene i klasser af indbyrdes kongruente tal.
For n = 2 er der to klasser: de lige tal er tallene, der er kongruente med 0 modulo 2; resten,
de ulige tal, er kongruente med 1 modulo 2.

| dette kapitel minder vi kort om nogle begreber knyttet til relationer i almindelighed,
og specielt om &kvivalensrelationer og klassedelinger. Hovedeksemplet, som er kongruens,
bliver udfarligt behandlet.

(6.2) Definition. Ved en relation i en mangde X forstas en delmangde R € X x X. Atet
par (x, y) tilhgrer delmeaengden R udtrykkes med skrivemaden x Ry. Det skal understreges,
at xRy er et udsagn: det er sandt hvis (x, y) € R, og falsk hvis (x, y) ¢ R. Som s&dvanlig,
nar man skriver ‘x Ry’, underforstas en pastand om at udsagnet er sandt. Skrivemaden x Ry
udtrykker, at udsagnet x Ry er falsk.

En relation R kan veere

refleksiv: xRx,

irrefleksiv: xRux,

symmetrisk: xRy —> yRux,
asymmetrisk: xRy og yRx — x =y,
transitiv: xRy og yRz — xRz.

Endelig kaldes relationen total, hvis der altid gaelder xRy eller yRx eller x = y. Det er
underforstaet, at betingelserne gelder for alle elementer i X.

En relation, der er refleksiv, symmetrisk og transitiv kaldes en &kvivalensrelation. Et
eksempel er relationen ‘=" (‘er lig med’). For &kvivalensrelationer bruges ofte tegn, der
minder om lighedstegnet. Almindeligt brugte tegn er ‘=", *~’ (leeses: , tilde), og ‘~’.

En relation, der er asymmetrisk og transitiv kaldes en ordensrelation eller blot en ordning.
For eksempel er relationen ‘<’ (“er mindre end’) en total ordning af tallene. For ordensrela-
tioner bruges ofte tegn, der minder om ulighedstegnet. Almindeligt brugte tegn er ‘<’, *<’,
‘>, 0g lignende.

Nar man vil understrege, at en ordning ikke ngdvendigvis er total, taler man om en partiel
ordning. Antag, at der er givet en ordning ‘<’ i maengden X. Et element xo i X siges da at
veaere starste element i X, hvis der for alle x # xg geelder, at x < xg. Elementet xg siges at
vaere maksimalt element i X, hvis der af xo < x folger, at xo = x. Bemark forskellen: xq
er stgrste element, hvis alle andre elementer ,er mindre®, og xg er maksimalt element, hvis
ingen andre elementer ,.er starre”. Hvis ordningen er total, falder de to begreber sammen.
Tilsvarende defineres minimalt element og mindste element.

(6.3) Eksempel. Familierelationer er gode eksempler (bortset fra at de maske matematisk
kan veere svaere at preecisere). Relationen ‘er gift med’ er symmetrisk, ‘er barn af” er asymme-
trisk, “er i familie med’ er en &kvivalensrelation, ‘er efterkommer af’ er en ordning. Hvilke
egenskaber har ‘er sgster til’?
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(6.4) Eksempel. Relationen ‘=" (“er lig med’) er en &kvivalensrelation. Relationen ‘£’ (‘er
forskellig fra”) er symmetrisk og irrefleksiv.

Hvis M er en mangde, sa er potensmangden X := P (M), bestdende af alle delmangder
af M, partielt ordnet ved ‘C’ (“er strengt indeholdt i’). Ordningen er irrefleksiv (ifglge dansk
sedvane). Den tilhgrende refleksive ordning er ‘C” (*er indeholdt i’). Det sterste element i
P(M) er M, det mindste element er . Hvis vi i stedet betragter meengden P*(M) af ikke-
tomme delmaengder af M (og antager, at M indeholder mindst to elementer), sé er M stadig
sterste element, men der er intet mindste element. Et-punkts-mangderne, altsa delmangder
af formen {a}, er de minimale elementer i P*(M).

Relationen ‘<’ (‘er mindre end’) er en total, irrefleksiv ordning af de reelle tal. Den
tilsvarende refleksive ordning betegnes ‘<’ eller “*<’.

(6.5) Akvivalensklasser. Lad der veere givet en &kvivalensrelation ‘~’ i mangden X, hvor
altsa
X ~Xx, X~y = y~x, xX~yogy~z = x ~Z.

For hvert element a i X kan vi da betragte delmangden,
[a] ={x € X | x ~a}. (6.5.1)

Bemark, at skrivemaden [a] underforstar den givne &kvivalensrelation i X. Delmangder af
X, der er af formen [a] med et passende element a i X, kaldes &kvivalensklasser.

/Akvivalensklasserne udger en klassedeling af X, dvs et system af ikke-tomme delmangder
saledes, at hvert element x € X ligger i precis én delmangde fra systemet. Mere pracist
geelder folgende resultat:

For en given &kvivalensrelation ‘~’ i X udger akvivalensklasserne [a], fora € X, en
klassedeling af X. To elementera, b € X ligger i samme &kvivalensklasse, hvis og kun hvis
a ~ b; specielt er [a] = [b], hvis og kun hvisa ~ b. Er der omvendt givet en klassedeling af
X, saer relationen ‘ligger i samme klasse som’ en &kvivalensrelation, hvis &kvivalensklasser
netop er de givne klasser.

Bevis. Refleksiviteten sikrer, at a ~ a. Altsd er a € [a]. Specielt er hver @kvivalensklasse
ikke-tom, og hvert element a € X ligger i en &kvivalensklasse, nemlig i [a]. For at vise, at
&kvivalensklasserne udger en klassedeling, skal vi bevise, at [a] er den eneste &kvivalens-
klasse, der indeholder a. Det skal altsa vises, at hvis a ligger i en &kvivalensklasse [5], sa er
[a] = [].

Antag altsa, at a € [b], altsd at a ~ b. For at vise inklusionen [a] < [b] betragtes et
element x € [a]. Daer x ~ a, og daa ~ b, sikrer transitiviteten, at x ~ b. Altsd er x € [b].
Falgelig geelder inklusionen [a] C [b]. | beviset benyttedes kun, at a ~ b. Denne betingelse
er imidlertid symmetrisk i a og b, og falgelig geelder ogsa inklusionen [b] C [a]. Altsa er
[a] = [p]. Hermed er vist, at eekvivalensklasserne udger en klassedeling af X.

For at vise den anden pastand antages ferst, at a ~ b. Daer a € [b], og da vi ogsa
har a € [a], ma [a] og [b] veere samme @kvivalensklasse. Elementerne a og b ligger
altsd i samme akvivalensklasse, nemlig i [a] = [b]. Antag omvendt, at a og b ligger
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i samme &kvivalensklasse. Denne akvivalensklasse ma vaere [b], som jo er den eneste
@kvivalensklasse, der indeholder b. Altsd er a € [b], dvs a ~ b. Hermed er den anden
pastand bevist.

Antag endelig, at der er givet en klassedeling af X. Relationen ‘ligger i samme klasse
som’ er gjensynlig refleksiv (a ligger i samme klasse som sig selv), symmetrisk (hvis a og
b ligger i samme klasse, sa ligger b og a i samme klasse), og transitiv (hvis a og b ligger i
samme klasse og b og c ligger i samme klasse, sa ligger a og ¢ i samme klasse, nemlig i den
entydigt bestemte klasse, der indeholder »). Relationen er altsa en &kvivalensrelation, og de
tilhgrende aekvivalensklasser er gjensynlig netop delmangderne fra den givne klassedeling.

Hermed er resultatet bevist. i

For en given &kvivalensrelation ‘~’ i en mangde X er det ofte hensigtsmeaessigt at betragte
mangden af &kvivalensklasser som en (ny, abstrakt) mengde i sig selv. Denne mangde af
a&kvivalensklasser kaldes kvotientmangden (af X mht den givne s&kvivalensrelation), og den
kan betegnes X/ ~. En akvivalensklasse A kan herefter opfattes pa to mader: den er del-
mengde af den givne mangde X, og den er element i kvotientmangden X/~ . Elementerne
i en &kvivalensklasse A siges ogsa at vere reprasentanter for A.

(6.6) Definition. | det fglgende betegner n et fast naturligt tal. To hele tal x, y kaldes
kongruente modulo 7, og vi skriver x = y (mod n), hvis n gar op i differensen x — y, altsa,

x=y (mod n) &5 nlx—y.

Relationen er refleksiv, thin garop i x —x = 0. Den er symmetrisk, thi hvisn garopix —y,
sdgarnopiy—x = —(x —y). Ogendelig er den transitiv, thi hvisn garopix —yogiy—z,
sdgarnopix —z = (x —y)+ (y — z). Kongruens modulo » er altsa en &kvivalensrelation
i maengden Z af hele tal.

For hvert tal a € Z er &kvivalensklassen [a] en delmangde af Z. Den bestar af de hele
tal x, for hvilke n gar op i x — a, altsa af de hele tal x af formen x = a + gn. Vi har altsa

[al={....a—2n, a—n, a, a+n, a+2n, a+3n,...}.

Elementerne i &kvivalensklassen [a] er altsa resterne af a ved division med n, og &kvi-
valensklasserne kaldes restklasser modulo n. Kvotientmangden Z/= er altsd meangden af
restklasser. Den betegnes Z/nZ eller Z/n (i litteraturen vil man ogsa finde betegnelsen Z,,).
Restklassen [a] afhaenger naturligvis af det givne tal ». Hvis man vil understrege afhaengig-
heden, skrives [a],.

Ifalge Saetningen om division med rest (3.4) findes for hvert helt tal a entydigt bestemte
tal g og r saledes, at

a=qn—+r, 09 0<r <n.

Tallene r, der tilfredsstiller en ligning @ = gn + r med et helt tal ¢, er netop tallene, der
er kongruente med «, altsd netop elementerne i restklassen [a]. Resultatet udsiger altsa, at
der i hver restklasse [a] findes et og kun ét tal » med 0 < r < n; denne rest er som bekendt
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den principale rest af a ved division med n. Specielt falger det, at antallet af restklasser er
lig med antallet af mulige principale rester, altsa lig med n. Mangden Z/nZ af restklasser
bestar altsa af de n restklasser

[0]. [1]....,[n — 1].

Bemark specielt, at restklassen [0] bestar af alle tal, der er delelige med n,
..,—2n,—n,0,n,2n,3n,...;

Denne restklasse betegner vi med 0. Restklassen [1], som vi 0gsa betegner 1, bestar af tallene
..., 1—=n,1,14n,1+2n,.... Nar man vil understrege afhaengigheden af det givne tal n,
kan man skrive 0,, og 1,,.

(6.7) Eksempel. For n = 6 har vi 6 restklasser, [0], [1], ..., [5]. Bemerk, at
=[-8 =[~2] = [4] = [10] = [16] = - --

(6.8) Addition og multiplikation af restklasser. For to restklasser A og B modulo » defineres
sum, A + B, og produkt, A - B, saledes: Velg et tal a i restklassen A, hvor altsd A = [a], og
veelg et tal b i restklassen B, hvor altsd B = [b], og sa&t

A+ B :=[a + b],

A - B :=[ab].
Denne fastlaeggelse er en lovlig definition, hvormed menes falgende: | ligningernes hgjresider
indgar a, som er valgt i restklassen A. Dette er et valg blandt flere (endda uendelig mange)
muligheder. Tilsvarende er der flere muligheder for at vaelge 5. Det skal vises, at ligningernes

hgjresider er uafhaengige af de foretagne valg. Med andre ord: hvis a’ er et andet tal i
restklassen A og &’ er et andet tal i restklassen B, sa er

[a 4+ b'] = [a + b], [a'b'] = [ab].

Hertil bemarkes, at da a og a’ ligger i samme restklasse, er de kongruente modulo »; der
findes altsa et helt tal ¢ séledes, at a’ = a + gn. Tilsvarende findes et helt tal s saledes, at
b’ = b + sn. Nu far vi, at

(6.8.1)

ad+b =a+qgn+b+sn=a+b+ (qg+s)n,
a'b' = (a+ qn)(b + sn) = ab + (gb+as+gsn)n.
Det folger, ata’ +b' = a +boga’b’ = ab. Altsaer [a’ + b'] = [a + b] 0g [a'b'] = [ab].
Hermed er vist, at definitionen er lovlig.
Tilsvarende — og lettere — ses, at falgende definition er lovlig: den modsatte restklasse til
A, betegnet — A, defineres ved — A := [—a], hvor a er valgt i restklassen A.
Bemark, at de to ligninger i (6.8.1) udtrykker, at
[a] + [b] = [a + D],
[a] - [b] = [ab],
hvor ‘4 og *-* pa venstresiderne refererer til addition og multiplikation af restklasser. Som
ved multiplikation af tal udelader vi normalt “-’en ved produkt af restklasser.

(6.8.2)
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(6.9) Regnereglerne. For regning med restklasser A, B, C modulo n gelder falgende regler:

A+ B=B+A, (a0)

A+ (B+C)=(A+B)+C, (al)
A+0=0+A=A, (a2)
A+ (—A)=(—A)+ A =0, (a3)
AB = BA, (mO0)

A(BC) = (AB)C, (m1)
Al=1A=A, (m2)
A(B+C)= AB + AC. (am)

Yderligere galder, at hvis A = [a] er restklassen bestemt ved et tal a, der er primisk med n,
sd findes en restklasse A’ saledes, at

AA = A'A =1. (m3)

Bevis. Velg tal a og b i restklasserne A og B. Vi har da ligningerne,
A+B=Ja+bl=[b+a]l=B+A.

Den farste og den sidste ligning er nemlig definitionen pa addition af restklasser, og den
midterste ligning falger af at addition af hele tal er kommutativ. Hermed er reglen (a0) bevist.
Pa samme made falger reglerne (al), (a2), (a3), (m0), (m1), (m2) og (am) af de tilsvarende
regler for regning med hele tal.

For at vise den sidste pastand antages, at tallet @, som var valgt i A, er primisk med n. Af
Korollar (3.9) falger derfor, at der findes hele tal x og y saledes, at xa + yn = 1. Specielt er
sd xa = 1 (mod n), og dermed er [xa] = [1]. Ifelge definition af produkt af restklasser er
[xa] = [x][a]. Altsa galder ligningen,

[x][a] = [1]. (*)
Nuvar [a] = A og [1] = 1. Af (*) fremgar derfor, at med A’ := [x] gelder den anden ligning

i (m3). Den farste falger af (mO0).
Hermed er regnereglerne eftervist. a

(6.10) Eksempel. Betragt et naturligt tal @ med cifrene ay, . . ., ag i 10-talssystemet, altsa
a:ak-10k+---+a1-10—l—ao.
Da geelder modulo 11 kongruensen:

a=ayg—ay+ay— -+ (=D*a (mod 11).
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Specielt er a delelig med 11, hvis og kun hvis hgjresiden (den alternerende sum af cifrene)
er delelig med 11.

Modulo 11 gaelder nemlig 10 = —1, alts& [10] = [—1]. Heraf folger [10°] = [10]° =
[(—1)]? = [1] og, generelt, [107] = [(—1)?]. Videre far vi s&, at

[a; - 10'] = [4/][10'] = [@/][(-D'] = [(-1)' ;]
og endelig, at

[a] = [ax - 10° + -+ - + ag] = [a - 10°] + - - - + [ao]
= [=D'a] +- -+ [ao] = [(=Dfax + - + ao.
Undervejs brugte vi gentagne gange ligningerne i (6.8.2).

(6.11) Primiske restklasser. En restklasse modulo n kaldes en primisk restklasse, hvis den
har formen [a] med et tal a, der er primisk med n. Tallene a, n og tallene a+gn, n har
gjensynlig de samme feelles divisorer. Heraf folger, at alle rester i en primisk restklasse er
primiske med n. Specielt ses, at de primiske restklasser er restklasserne af formen [r], hvor

0<r<nog(r,n) =1

Antallet af primiske restklasser er altsa antallet af tal », som opfylder ovenstaende to betin-
gelser. Dette antal betegnes ¢(n). Funktionen ¢(n), der er defineret for alle naturlige tal »,
kaldes Euler’s ¢-funktion.

Restklassen 1 er en primisk restklasse, idet 1 er primisk med n. Hvisn > 1, er restklassen
0 ikke en primisk restklasse, idet n er den starste feelles divisor for 0, n. Tilfeldetn = 1
er pa flere punkter en undtagelse, som vi dog ikke vil udelukke. Hvis n = 1, sa er alle tal
kongruente, sa der er kun én restklasse. Denne ene restklasse er altsa 0; = 11, og den er
primisk ifglge definitionen ovenfor. Specielt er altsd ¢ (1) = 1.

En restklasse A modulo » kaldes invertibel, hvis der findes en restklasse A’ saledes, at
A’A = 1. Der findes hgjst én sadan restklasse A’. Antager man nemlig, at ogsd A”A = 1, sa
far man, at

A"=A"1=A"AA =1A"= A’
Nar restklassen A er invertibel, er restklassen A’ altsa entydigt bestemt. Den kaldes den
inverse restklasse til A, og betegnes A~

Af regnereglen (m3) falger, at enhver primisk restklasse er invertibel. Omvendt gelder,
at enhver invertibel restklasse er primisk. Antag nemlig, at A’A = [1]. Veelgenrestai A
ogenresta’ i A’. Sder A’ = [a’] og A = [a], og dermed er A’A = [a’a]. Ifglge antagelsen
er altsa [a’a] = [1]. Faelgelig er a’a = 1 (mod n). Der findes derfor et helt tal ¢ saledes, at

1=ada+qgn.

Ethvert positivt tal, som er divisor i bade a og n, er derfor divisor i 1. Falgelig er a og n
primiske.

Mangden af primiske restklasser, som delmangde af maengden Z/n af alle restklasser,
betegnes (Z/n)*.
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(6.12) Eksempel. Modulo 10 er der 10 restklasser: [0], [1],...,[9]. Aftallene0,1,...,9
erdet 1, 3,7 0g 9, der er primiske med 10. Der er altsa 4 primiske restklasser, [1], [3], [7],
og [9]. Specielt er ¢(10) = 4. Modulo 10er1?2 =1,3-7 =21 =109 9% = (-1)?2 = 1.
Altsa finder vi,

L7 =0 B =0 [ =6, [0 =]
(6.13) Eksempel. For restklasser modulo et primtal p geelder, at alle restklasser forskellige
fra [0] er invertible. Nar p er et primtal, sa er nemlig ethvert tal a med 0 < a < p primisk
med p. Det falger specielt, at ¢ (p) = p — 1 nar p er et primtal.
For eksempel finder vi modulo 5, at

[ =01 R =Bl BI'=[, [4*=0M4

For en primtalspotens p” har vi, at a er primisk med p”, hvis og kun hvis p ikke garop i a.
Aftallene 1,2, ..., p” er det altsa netop tallene af formen bp forb = 1, ..., p" 1, der ikke
er primiske med p”. Der er p"~1 tal af denne form. For en primtalspotens p” har vi derfor
ligningen,

o(p ) =p —pt=p"p -1
(6.14) Den kinesiske Restklasseseetning. Antag, at n = nj ---n, er et produkt af parvis
primiske naturlige tal n;. Da gelder for hvert s&t (ai, ..., a,) af hele tal, at systemet af
kongruenser,
x=ay (modny), ...,x=a, (modn,),

har lasninger x € 7, og lasningerne udger én restklasse modulo n. AKkvivalent gaelder: Der
er en veldefineret afbildning,

Z/n — ZJn1 X -+ X Z/n,, (6.14.1)

bestemt ved at restklassen [x],, for x € Z, afbildes i r-szttet ([x],,, ..., [x],,), 0g denne
afbildning er bijektiv.

Bevis. Hvert n; erdivisorin, sa hvistotal x, y er kongruente modulo 7, er de ogsa kongruente
modulo n;. Heraf ses, at den beskrevne afbildning er veldefineret.

For at indse, at de to formuleringer er ekvivalente, bemeerkes, at systemet af kongruenser
er &kvivalent med systemet af ligninger:

[x]n, = [a1)ny, -, [x]n, = [ar]s, -
Hvert element i produktmengden Z/nq x --- x Z/n, er et r-set ([a1ln,, - - -, [ar]n,), hvor
ai, ..., a, erhele tal. At kongruenserne altid har lgsninger betyder derfor, at afbildningen
(6.14.1) er surjektiv. At lgsningerne, for givne ay, ..., a,, udger én restklasse modulo n,
betyder, at afbildningen er bijektiv.

Vi viser ferst, at afbildningen er injektiv. Antag hertil, at to restklasser [x], og [y].
afbildes pa det samme r-set, altsd at [x],, = [y],, fori =1,...,r. Daerx =y (mod n;),
og dermed n; divisori x — y, fori = 1,...,r. Af Korollar (3.13) felger, at n er divisor i
x — vy. Foelgelig er [x], = [y].. Afbildningen er altsa injektiv.

Mangden Z/n har n elementer, og produktmangden Z/n1 x --- x Z/n, har ny---n,
elementer. Dan = n1 - - -n, har de to mangder altsd samme antal elementer. Den injektive
afbildning fra den farste mangde til den anden ma derfor veere bijektiv. a
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(6.15) Tilfgjelse. Antag, at n = n1 - - -n,, hvor faktorerne n; er parvis primiske. Hvert n;
er divisor i n, sa det fglger umiddelbart, at hvis a er primisk med #, sa er a primisk med
hvert n;. Af Korollar (3.10) fas det omvendte: hvis a er primisk med hvert n;, s er a
primisk med n. Heraf ses, at restklassen [a],, modulo n er en primisk restklasse, hvis og
kun hvis der for alle i geelder, at restklassen [a],; er en primisk restklasse modulo »;. Under
den bijektive afbildning i (6.14) gaelder altsa, at de primiske restklasser modulo » svarer til
r-se&et af primiske restklasser. Specielt galder, at antallet af primiske restklasser modulo »

er produktet, fori = 1, ..., r, af antallet af primiske restklasser modulo »n;. Med andre ord
geelder for Euler’s p-funktion ligningen,
pn) = ¢n1) - pn;). (6.15.1)

For eksempel gzlder for en primoplgsning n = p;*--- p,”, hvor p;’erne er forskellige
primtal, at

p(n) = @(py") - o(p/r). (6.15.2)

Som naevnt i (6.13) er p(p*) = p'~L(p — 1), 0g (6.15.2) bestemmer derfor ¢ (n) ud fra en
primoplgsning af n.

(6.16) Note. Det er en vigtig del af Den kinesiske Restklassesatning, at systemet af kong-
ruenser i (6.14) altid har lgsninger x. Bemark, at denne del af sa&tningen i beviset fremkom
som konsekvens af at systemet, modulo r, hgjst har én lgsning; det er jo det sidste, der svarer
til at afbildningen (6.14.1) er injektiv. Det er muligt at give mere konstruktive beviser for
eksistensen af lgsninger.

For eksempel kan man ga saledes frem: Induktivt kan det antages, at lgsningerne til de
farste r — 1 kongruenser udgar én restklasse modulom’ := m1 - - - m,_1, altsa at lgsningerne,
for et passende tal a’, netop er tallene af formen x = a’ + ym’ for y € Z. Lasningerne til
hele systemet bestar sa af de tal af denne form, som ogsa tilfredsstiller den sidste kongruens
x =a, (mod m,). Deter en betingelse pa y:

a+ym'=a (modm,) < ym'=a, —da (mod m,).

Tallet m’ er produktet af faktorer, som alle er primiske med m,. Restklassen af m’ modulo
m, er derfor invertibel, sa der findes et tal ¥/, sa m’k’ = 1 (mod m,). Den sidste kongruens
ovenfor er derfor opfyldt, praecis nar y = (a, — a’)k’ (mod m,), dvs nar y har formen
y = (a, —a’)k' +zm, med z € Z. De tal x, som opfylder alle kongruenserne, er altsa tallene
af formenx =a' + ym’ =d’ + (a, — ak'm’ +zm,m’. Med m :=m'm, = mq---m, er
lgsningerne altsa preecis tallene af fglgende form:

x=a + (a, —a)k'm" +zm medzecZ. (6.16.1)

Det fremgar specielt, at lgsningerne udger én restklasse modulo m. Dette argument giver
saledes et alternativt bevis for (6.14).

| formlen (6.16.1) er k' bestemt modulo m, ved, at restklassen af k¥’ er den inverse til
restklassen af m’. Af og til kan det med fordel udnyttes, at m’ = mq ---m,_1: hvis k; for
i =1,...,r —1erreprasentant for den inverse til restklassen af m; modulo m,, sa kan man
som k' bruge k' = k1 ---k,_1.
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(6.17) Opgaver.
1. Hvilke af fglgende relationer i mangden af komplekse tal er ekvivalensrelationer:
Q) zR1w & |zl = |lw|. (2) zR2w < |z —w| =1. (3) zR3w & z = wellerz = w.
(4) zRaw < |z| < |w|. B) zRsw < Ir > 0:z =rw.
Angiv for hver af &kvivalensrelationerne den tilhgrende klassedeling af C.
2. Lad f: X — Y vere en afbildning. Ved fibrene for afbildningen forstas originalmeeng-
derne f~1(y) af elementerne y i Y. Vis, at de ikke-tomme fibre for f udger en klassedeling
af X. Beskriv den tilhgrende a&kvivalensrelation.

3. Hvor mange &kvivalensrelationer findes der i en maéengde med 4 elementer?
4. Vis, atder ved x = y <& x — y € Z defineres en &kvivalensrelation i R.

5. Angiv de primiske restklasser modulo 18, og angiv for hver af dem den inverse restklasse.
Lgs samme opgave modulo 20.

6. ldet A og B er givne restklasser modulo » defineres en afbildning af Z/n ind i sig selv ved
X — AX + B. Vis, at afbildningen er bijektiv, hvis og kun hvis A er en primisk restklasse.

7. Bestem for hver af fglgende kongruenser de hele tal x, som er lgsninger: (a) 5x = 2
(mod 9). (b) 5x = 2 (mod 10). (c) x2 = —1 (mod 5). (d) x2 = —1 (mod 7).

8. Bestem antallet af Igsninger (modulo ») til kongruensen 2x = 0 (mod n), nar n er lige
og nar n er ulige.

9. Lad n = ny---n, veere et produkt af parvis primiske tal n;. Setn; := n/n;, hvor altsa
n = n;n; og n; er produktet af tallene n; for j # i. Vis, at der findes hele tal x; og y; og en
fremstilling 1 = x;n; 4 y;n}. S@te; := y;n!. Vis, at der gzlder falgende kongruenser:

ee=1 (modn;), ¢ =0 (modn.), e1+---+e =1 (modn).

[For at vise den sidste betragtes fx (1 —e1)--- (1 —¢,). Udnyt, at e;e; = 0 (mod n) for
i # j.] Visnu, at ethvert system af kongruenser x = a; (mod n;) har en, og modulo n kun
én, lgsning, nemlig x = e1a1 + - - - + ea,.
Overvej specielt tilfeeldet r = 2.
10. Lad p veere et ulige primtal. Vis, at nér p  x, sder x»~1 = 1 (mod p) (Fermat’s lille
setning).
11. *Lad p veere et ulige primtal. Vis, at (p — 1)! = —1 (mod p) (Wilson’s setning).
De(p—1)/2talbmed (p —1)/2 <b < pharformenp —amedl <a < (p—1)/2).
Slut heraf, at [((p — 1)/2)!]? = (-1)?=D/2 (mod p).
Vis, at kongruensen x2 = —1 (mod p) har en lgsning, hvis og kun hvis p = 1 (mod 4).
12. Los systemet af kongruenser: x =1 (mod 4), x =2 (mod 5), x =5 (mod 9).

13. Lad n veere et naturligt tal, fremstillet med & cifre i 10-talssystemet. Antag, at n’ er
fremkommet af n ved ombytning af de k cifre. Vis, at tallet » — n’ er deleligt med 9.

14. En stamme vilde kannibaler fanger 100 matematikere. De skal alle spises, men de far
en chance for at slippe fri: De bliver stillet op pa en lang rakke, og alle udstyret med en hat,
der er enten rgd, gul eller gren. Den, der getter farven pa sin egen hat, slipper fri. Hver



44 Tallene

matematiker i reekken kan se de foranstdende, men kun hgre de bagvedstaende. Farst geetter
den bagerste, sa den naestbagerste osv. Matematikerne har pa forhand aftalt en strategi. Hvor
mange slipper fri?

15. (Euler’s generalisering af Fermat’s lille seetning.) Antag, at a er primisk med n. Vis,
at a?™ = 1 (mod n). [Vink: Restklassen A = [a] er en primiske restklasse. Derfor
er multiplikation med A en bijektiv afbildning af meengden af primiske restklasser pa sig
selv. Med andre ord: hvis B, By, B3, ... er samtlige primiske restklasser opskrevet i en
tilfeldig orden, sa er AB1, AB,, ABs, ... igen samtlige primiske restklasser (i en anden
orden). Produktet af alle restklasserne B; er derfor lig med produktet af alle restklasserne
AB;. Heraf falger pastanden.]

16. (Gauss’s generalisering af Wilson’s seetning.) Lad w veere produktet af alle naturlige tal
mindre end n og primiske med n. Antagn > 2. Vis, at w = (—1)V/2 (mod n), hvor N er
antallet af lgsninger modulo n til kongruensen x2 = 1 (mod n). [Vink: Restklassen [w] af
w er lig med produktet af alle primiske restklasser. For hver primisk restklasse A indgar ogsa
den inverse A1 som faktor i w. De to faktorer gar ud mod hinanden, med mindre de er den
samme, dvs ndr A—1 = A, altsd nér A2 = 1. Derfor er [w] lig med produktet af de restklasser
A, som opfylder A% = 1. | dette produkt forekommer for hver faktor A ogsé restklassen —A
som faktor, og den er forskellig fra A, dan > 2. Slar vi faktorerne sammen to og to, kan vi
erstatte A(—A) med A(—A) = —A2 = —1. Heraf fas den gnskede formel.

Vis,atw = —1 (mod n), narn = 4 ellern = p" eller n = 2p¥ (med et ulige primtal p),
og at w = 11 alle andre tilfeelde.
17. Betragt kongruensen x2 = 1 (mod n). Vis, at ndr n = p" er en potens af et ulige
primtal p (v > 0), s& har kongruensen precis to lgsninger. Bestem antallet af lgsninger til
kongruensen, nar n = 2V er en potens af 2. [Vink: antallet afhenger af v.] Bestem antallet
af lgsninger modulo » i almindelighed.

18. Findes der 1.000.000 pa hinanden fglgende ikke-kvadratfrie naturlige tal? (Et tal er
kvadratfrit, hvis intet kvadrat (bortset fra 1) er divisor i tallet, eller, &kvalent, hvis det er et
produkt af indbyrdes forskellige primtal.)

19. Vis, at for alle n er n13 = n (mod 2730).

20. Vis det omvendte af Wilson’s s&tning, for n > 2: Hvis (n — 1)! = —1 (mod n), sdern
et primtal. Hvad med det omvendte af Fermat’s lille seetning?

21. Bestem, udtrykt ved antallet af primdivisorer i n, antallet af kvadratfri divisorer i n.

22. Vis, at ethvert kvadrattal > 9 skrevet i 10-talssystemet indeholder mindst to forskellige
ciffre.



Grupper

1. Gruppebegrebet.

(1.1) Indledning. En gruppe er en maéngde G forsynet med en komposition, som opfylder
visse simple betingelser, se nedenfor. Kompositioner, fx addition eller multiplikation af tal,
har naturligvis altid spillet en rolle i matematik, men det blev ferst i 1800-tallet klart, at en
reekke af de betragtede kompositioner havde felles treek, som med fordel kunne udkrystalli-
seres i et abstrakt begreb.

Det skal understreges, at i den abstrakte situation er maengden G en vilkarlig meengde.
Elementerne i en gruppe kan altsa vare alle slags ,ting: tal, funktioner, afbildninger, del-
mengder (fx figurer, linier i et vektorrum, endelige delmangder af en given mangde), og
meget mere.

Grupper mgder man i al matematik. | nogle situationer er den abstrakte teori vaesentlig
for forstaelsen af problemstillingen, i andre situationer vil den generelle teori ikke fortzlle
noget sarligt, andet end at man star over for en gruppe. | dette indledende kapitel definerer
vi den abstrakte gruppe, og omtaler stabile delmangder og undergrupper. Farst og fremmest
demonstrerer vi, at grupper mgder man overalt.

(1.2) Definition. Ved en gruppe (G, ) forstas en maengde G med en komposition G x G —
G, betegnet (x, y) — x % y, som opfylder, at kompositionen er associativ, at der findes et
neutralt element e € G, og at der til hvert element x i G findes et inverst element x 1 i G.
Betingelserne kan udtrykkes ved ligningerne, for alle x, y, z € G,

(x*xy)kz=x%(y*2), (1.2.1)
exxX =Xx%e=x, (1.2.2)
xtxx=xxxl=e. (1.2.3)

Ligningen (1.2.1) udtrykker, at kompositionen er associativ. Det falger af ligningen, at det i
en gruppe ikke er ngdvendigt at seette parenteser ved komposition af flere end to elementer.
De to elementer (x % y) xz 0g x * (y % z) I G er det samme element, og dette element betegnes
X % y*Z.

Ligningerne (1.2.2) udtrykker, at elementet e i G er neutralt element for kompositionen.
Det er altsa betingelsen, at der i G findes et udvalgt element e saledes, at ligningerne gealder
for alle elementer x i G.

Ligningerne (1.2.3) udtrykker, at der til hvert element x € G findes et element x ! € G,
som er inverst til x i den forstand, at ligningerne geelder.

45
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En gruppe (G, =) kaldes kommutativ eller abelsk, hvis alle elementer i G kommuterer,
dvs at der for alle x, y i G gelder ligningen,

X*xy=y*X. (1.2.4)

Elementantallet, |G|, for en gruppe G kaldes gruppens orden. For en endelig gruppe er
ordenen et naturligt tal; for en uendelig gruppe skrives blot |G| = oo.

(1.3) Notation. Kompositionen i en gruppe G er blot en afbildning G x G — G. | forbin-
delse med grupper og tilsvarende algebraiske strukturer er det seedvane at betegne en sadan
afbildning med et kompositionstegn. Fx er der i definitionen i (1.2) brugt tegnet “x’ for af-
bildningen: billedet af (x, y) € G x G er betegnet x * y, og det kaldes kompositet af x
og y. Andre anvendelige kompositionstegn er “o’, *A’, ‘U’, “x’, ‘@’, og lignende. Der er
naturligvis intet i vejen for at en komposition G x G — G kan noteres pa sedvanlig vis som

en afbildning (x, y) — f(x, y). Kravene til kompositionen far sa formen,

FUF@ ), 2) = f(x, f(3,2), fle,x)=f(x,e)=x, fxHx)=fx,xhH=e

De helt dominerende notationer for grupper er den multiplikative og den additive skrive-
made. Ved den multiplikative skrivemade bruges tegnet ‘-* for kompositionen, og x - y kaldes
produktet af x og y. Oftest udelades endda kompositionstegnet, saledes at man skriver xy
for x - y. Med denne konvention far de tre krav formen,

(xy)z=x(yz), ex=xe=x, X x=xx ~=ce.

Ofte vaelger man ved den multiplikative skrivemade at betegne det neutrale element i gruppen
med symbolet 1, der sa ikke ma forveksles med tallet 1.

Ved den additive skrivemade bruges tegnet ‘4’ for kompositionen, og x + y kaldes sum-
men af x og y. Den additive skrivemade anvendes kun, nar kompositionen er kommutativ.
Yderligere er det sedvane ved den additive skrivemade at betegne det neutrale element med
0 og det inverse element til x med —x. Elementet —x kaldes ogsa det modsatte til x. Med
den additive skrivemade far betingelserne formen,

x++z=x+(Q+2), (1.3.1)
O+x=x+0=x, (1.3.2)
—x+x=x+(—x)=0, (1.3.3)
xX+y=y-+unx. (1.3.4)

Bemaerk, at ligningen (1.3.4) er medtaget, idet den additive notation forudsatter, at gruppen
er kommutativ. Det er i gvrigt seedvane at skrive x — y for x + (—y).
Nar intet andet anfares, vil vi altid anvende den multiplikative skrivemade.
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(1.4) Invertibelt element. | det falgende vil vi flere gange se eksempler, hvor vi har givet en
mangde S med en komposition (x, y) — x * y, som er associativ og har et neutralt element
e, men hvor betingelsen (1.2.3) om inverst element ikke ngdvendigvis er opfyldt. | denne
mere generelle situation siges et element x € S at veere invertibelt, hvis der findes et element
x’ € S saledes, at

Xxx=x*xx'=e. (1.4.1)

Der er hgjst ét sadant element x’. Er nemlig ogsa x” * x = e, sa far vi
X'=x"ve=x"sx(xxx)=Gx"xx)xx' =exx’' =x'.

Nar x er et invertibelt element i S, siges det entydigt bestemte x” i (1.4.1) at vere det inverse
til x, og det betegnes x 1. Fx viser ligningen e xe = ¢, at vi som ¢’ kan bruge e. Det neutrale
element ¢ er altsa altid invertibelt, og vi har ligningen,

el=e. (1.4.2)

Lad os understrege, at for at vise, at et element x i S er invertibelt, skal man kunne eftervise
eksistensen af det inverse, altsa det element x’, for hvilke de to ligninger (1.4.1) er opfyldt.
Betragt fx for to invertible elementer x og y kompositet z := x * y. Vi har da ligningerne,

(y_l*x_l)*z:y_l*x_l*x*y :y_l*e*y :y_l*y =e,
zx(y e ) =xxyry tax = xkesx T =xxx =
Ligningerne viser, at kompositet z = x * y ogsa er invertibelt, og at det inverse er bestemt

ved ligningen,

(x * y)_1 = y_1 *x L, (1.4.3)

De to ligninger (1.4.1) viser i gvrigt, at x’ = x 1 er invertibel med x som det inverse. Vi har
altsa ligningen,
xH=x (1.4.4)

I en gruppe er alle elementer invertible. Specielt geelder altsa i en gruppe ligningerne (1.4.2),
(1.4.3) og (1.4.4).

(1.5) Stabil delmaengde. Nar der er givet en mangde S med en komposition (x, y) = x *y,
kaldes en delmangde H C S stabil under kompositionen, hvis der for alle elementer x og y
i H geelder, at kompositet x % y ligger i H. Under denne antagelse definerer kompositionen
i S ved restriktion en komposition i H: kompositet af to elementer x og y i H er blot x * y
opfattet som element i H.

Antag, at kompositionen i S er associativ og har et neutralt element e. Lad S* veere
delmangden bestdende af de invertible elementer i S. Det fremgar af (1.4), at delmangden
S* er stabil, sa den givne komposition i S definerer en komposition i S*. Yderligere gelder:

Delmangden S* bestaende af de invertible elementer i S er en gruppe.

Ligningen (1.2.1) er nemlig specielt opfyldt nar x, y, z € S*. Videre sa vi, at det neutrale
element e ligger i S*, og ligningen (1.2.2) gelder specielt nar x € S*. Og endelig har vi for
hvert element x € $* bestemt x 1 i §*, s4 at ligningen (1.2.3) er opfyldt. Falgelig er $* en

gruppe.
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(1.6) Undergruppe. For en rekke af grupperne i de falgende eksempler vil det geelde, at
gruppen naturligt er en undergruppe af en starre gruppe. Hermed menes fglgende: Lad der
veere givet en gruppe (G, * ). Endelmangde H af G kaldes da en undergruppe, hvis fglgende
betingelse er opfyldt:

(t) Delmangden H er stabil, det neutrale element e ligger i H, og for alle x i H ligger
ogsd x1iH.
Hvis H er en undergruppe, er H specielt en stabil delImangde, og kompositionen i G definerer
derfor en komposition i H. Med denne komposition er (H, =) selv en gruppe. Dette falger
af, at ligningerne i (1.2) geelder for alle elementer i G og derfor specielt for alle elementer
x, y, z i delmeengden H.

(1.7) Den trivielle gruppe. Betragt en maengde G = {e}, der indeholder ét element e. Der
er naturligvis preecis én komposition i G, defineret ved e * ¢ := ¢, 0g det er klart, at med
denne komposition er (G, ) en gruppe. Den kaldes den trivielle gruppe. Den er gjensynlig
kommutativ. | en oplagt forstand er der kun én triviel gruppe, idet kun betegnelsen for det ene
element kan variere. Med den multiplikative notation betegnes gruppens eneste element 1,
og kompositionener 1 -1 = 1. Med den additive notation betegnes gruppens eneste element
0, og kompositionen er 0 + 0 = 0. Den trivielle gruppe betegnes ofte C.

(1.8) Additive talgrupper. Addition af tal er en fundamental og velkendt komposition. Fx
udger de reelle tal med addition en kommutativ gruppe R, idet betingelserne, i den additive
form fra (1.3), er velkendte regler for addition af tal. Nar det skal understreges, at vi teenker
pa systemet af reelle tal som en gruppe med addition, kan vi udfarligt skrive R eller (R, +).
Det neutrale element i gruppen R er tallet 0.

De rationale tal med addition udger en undergruppe Q* af R, og de hele tal med addition
udger en undergruppe Z* af Q*. Desuden er R™ en undergruppe af gruppen C* af komplekse
tal med addition. Systemet N af naturlige tal er en stabil delmeangde af Z™, men det er ikke
en undergruppe, idet tallet O ikke tilhgrer N.

(1.9) Multiplikative talgrupper. Multiplikation er en anden fundamental komposition af
reelle tal. Den er som bekendt ogsa kommutativ og associativ, og tallet 1 er neutralt element.
Men de reelle tal med multiplikation udger ikke en gruppe, idet tallet O ikke har en invers med
hensyn til multiplikationen. Som bekendt gelder for to reelle tal x, y forskellige fra 0, at ogsa
produktet xy er forskelligt fra 0. Delmangden R\ {0} er altsa stabil under multiplikation, og
vi kan opfatte multiplikation som en komposition i delmengden. Det fglger af regnereglerne,
at R\ {0} med multiplikation er en kommutativ gruppe med tallet 1 som neutralt element. For
x # 0 er det reciprokke tal x~1 = 1/x det inverse til x. @jensynlig er tallene forskellige fra
0 netop de invertible mht multiplikation, og gruppen R\ {0} betegnes R*. De positive reelle
tal udger en undergruppe R*_ af R*.

Tilsvarende fas ud fra systemet af rationale tal en multiplikativ gruppe Q* := Q\ {0} besta-
ende af de rationale tal forskellige fra 0, og fra systemet af komplekse tal fas en multiplikativ
gruppe C* := C\{0} bestaende af de komplekse tal forskellige fra 0. @jensynlig er R* en
undergruppe af C* og Q* er en undergruppe af R*. De komplekse enheder, dvs de komplekse
tal u med |u| = 1, udger en undergruppe U af C*.
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Mengden Z \ {0} af hele tal forskellige fra O udgar en stabil delmangde af gruppen Q*,
men delmangden er ikke en undergruppe, idet fx det inverse til 2, altsa % ikke er et helt tal.
De eneste hele tal x # 0, for hvilke det inverse tal x 1 igen er et helt tal, er tallene x = +1.
Deter let at se, at tallene 1 og —1 udger en undergruppe {£1} af Q*. Gruppen {1} har orden
2. Den betegnes ogsa Co.

(1.10) Grupper af orden 2. | (1.9) sa vi, at tallene £1 udger en gruppe af orden 2. Lad
0s overveje generelt, hvordan en gruppe (G, %) med to elementer kan se ud. Et af de to
elementer i G ma veere det neutrale element. Lad os betegne det neutrale element /, og lad u
veere det andet element i G. Dal er neutralt element, far vi af ligningerne (1.2.2), at/ x/ = [,
[*u = u,0gux*l = u. Elementet u skal have en invers, og af u x/ = u fglger specielt, at den
inverse til u ikke kan vere [. Altsd ma den inverse til u vere u, og felgelig har vi ligningen
u xu = [. Hermed er kompositionen i G helt bestemt, og givet ved fglgende tabel:

* |l u
I 1]l u
u | u I

Analysen viser altsa, at der er praecis én gruppe af orden 2 (bortset fra valg af betegnelser for
de to elementer). Det er ikke tilfeeldigt, at betegnelserne / og u for de to elementer er valgt
som forbogstaverne i henholdsvis ,lige* og ,,ulige”. Tabellen ovenfor svarer jo netop til de
regler, der geelder for paritet, nar man adderer hele tal.

(1.11) Restklassegrupperne. Lad n veere et fast naturligt tal. Der er da n restklasser modulo
n. Addition af restklasser er kommutativ og associativ, og restklassen [0] er neutralt element
for addition. For en given restklasse [x] har vi [x] + [—x] = [0], sa restklassen [—x] er
den modsatte til [x]. Restklasser med addition som komposition udgar derfor en kommutativ
gruppe, som vi betegner Z/n eller Z/Zn. Gruppens orden, altsa antallet af restklasser, er 7.

| hver restklasse findes netop ét tal », som opfylder 0 < r < n. De n restklasser er altsa
klasserne [0],[1], ... , [n—1]. Narn er givet, vil man ofte anvende symbolerne0, 1, ..., n—1
til ogsa at betegne de tilsvarende restklasser.

For n = 4 kan restklasserne i Z/4 saledes betegnes 0, 1, 2, 3. Addition i gruppen Z/4 er

sa bestemt ved tabellen:
2

+
0
1
2

N - OO

WN P
O WwN

= O W w

313 0 2

Bemark, at nar vi opfatter 0, 1, 2, 3 som restklasser modulo 4, sa har vi ligningerne —0 = 0,
—1=3,-2=2,09 -3=1.

(1.12) Primiske restklasser. Multiplikation af restklasser er en kommutativ og associativ
komposition i mangden af restklasser modulo », og restklassen [1] er neutralt element. Som
bekendt er det netop de primiske restklasser, der har en invers med hensyn til multiplikation.
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De primiske restklasser, dvs restklasser af formen [r], hvor r og n er primiske, udger altsa en
multiplikativ gruppe. Denne gruppe betegner vi (Z/n)*. Dens orden er antallet af tal » med
0 < r < n, for hvilke (r, n) = 1. Dette antal betegnes ¢(n). Vi har altsd |(Z/n)*| = ¢(n).
Funktionen n — ¢(n), der er defineret for alle naturlige tal n, kaldes Euler’s ¢-funktion.
Forn = 8erdetrestklasserne svarendetil 1, 3, 5, 7,der er de primiske restklasser. Gruppen
(Z/8)* har altsa orden ¢(8) = 4. Multiplikation i gruppen (Z/8)* er bestemt ved tabellen,

x |1 3 5 7
111 3 5 7
313 1 7 5
5|5 7 1 3
717 5 3 1

Bemerk, at enhver af restklasserne 1, 3, 5, 7 modulo 8 har sig selv som den inverse.

(1.13) Enhedsrgdder. De komplekse fortegn, altsa meengden af komplekse tal z med |z| = 1,
udger gjensynlig en undergruppe U af den multiplikative gruppe C*. For et givet naturligt tal
n er der som bekendt n komplekse tal z, der tilfredsstiller ligningen z” = 1, nemlig tallene
e?mia/n forq =0, ..., n — 1. Disse n komplekse tal kaldes de n’te enhedsrgdder. Blandt de
n’te enhedsrgdder har vi specielt tallet 1, svarende til a = 0.

De n’te enhedsrgdder udger en undergruppe af U, og dermed en undergruppe af C*. Hvis
nemlig z* = 1 og w" = 1, sa finder vi (zw)" = z"w" = 1.1 = 1. Heraf ses, at de n’te
enhedsradder udger en stabil delmangde af C*. Vi har allerede set, at det neutrale element
1i C* er en n’te enhedsrod. Endelig folger af z” = 1, at ogsé (z 1) = z77 = 1. Nérzer
en n’te enhedsrod, er alts& ogsd z 1 en n’te enhedsrod.

Gruppen af n’te enhedsrgdder kaldes den cykliske gruppe af orden », og den betegnes C,,.
Blandt de »’te enhedsrgdder har vi specielt, for a = 1, tallet,

Cp 1= 7N = cos(27/n) + i sin(2x/n),

og de n’te enhedsrgdder er gjensynlig de n potenser ¢,%, fora =0,1,...,n — 1.

Produktet af ¢ 4 og ¢,” er potensen ¢4+, og her kan eksponenten a + b erstattes med sin
principale rest modulo n, idet ¢, = 1. Multiplikation i gruppen C,, svarer altsa til addition
modulo n af eksponenterne.

Fx bestar gruppen Cg af de 8 farste potenser af enhedsroden ¢g. Bemaerk, at Cg 0gsa bestar
af de farste 8 potenser af enhedsroden & := ;83.
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(1.14) Eksempel. Forn = 1 har vi gjensynlig C1 = {1}. Den cykliske gruppe C; er altsa den
trivielle gruppe, i overensstemmelse med notationen i (1.7). For n = 2 har vi Co = {41}, i
overensstemmelse med notationen i (1.9).

De 3’die enhedsrgdder er de tre lgsninger til ligningen z3 = 1. Ligningen kan skrives
(z —1)(z> + z + 1) = 0. Den ene lgsning er z = 1, og de to andre Igsninger er de to rgdder
i andengradspolynomiet z2 + z + 1, altsa tallene

1:*:_
5 i .

SE

Disse tre tal udger altsa gruppen Cs.
Gruppen Cg4 bestar gjensynlig af de fire tal =1 og +i.

{3

&

(1.15) Vektorrum. Lad V veere et reelt vektorrum. Addition af vektorer er sd en komposition i
mengden V. Deterendel af betingelserne for et vektorrum, at V- med denne komposition er en
kommutativ gruppe. Specielt gelder, at talrummet R” er en kommutativ gruppe. Additionen
er koordinatvis addition af n-sat,

(xlv7xn)+(}’1»’yn):(xl'i‘yl»,xn"‘yn)

Det er klart, at vi ved en tilsvarende koordinatvis addition far kommutative grupper Z", Q"
og C" af n-set med henholdsvis hele, rationale, og komplekse koordinater.

(1.16) Permutationsgrupper. Sammensatning af afbildninger er som bekendt associativ:
hvis vi kan danne de sammensatte afbildninger (f o g) ch 0g f o (g o h), sa er de den samme
afbildning, nemlig afbildningen givet ved

x = f(g(h(x))).

Det ses specielt, at hvis X er en given mangde, sa kan vi opfatte sammenszatning af afbildnin-
ger som en associativ komposition, (f, g) — f o g, i mangden af alle afbildninger af X ind
i sig selv. Den identiske afbildning id x, bestemt ved idx (x) = x for alle x € X, er neutralt
element for denne komposition.

Betragt specielt de bijektive afbildninger af meaengden X pa sig selv. Hvis f: X — X og
g: X — X er bijektive afbildninger, sa er den sammensatte afbildning f og: X — X igen
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bijektiv. Sammensatning kan altsa opfattes som en associativ komposition i maengden af
bijektive afbildninger. Den identiske afbildning id x er bijektiv, og den er neutralt element for
kompositionen. For enhver bijektiv afbildning f: X — X eksisterer den inverse bijektive
afbildning f~1: X — X, og vi har ligningerne

FOUF @) =xo0g £ f(x) = x.

De to ligninger udsiger, at f o f~1 =idy og f~1o f = idy.

Det falger af disse overvejelser, at de bijektive afbildninger af X pa sig selv, med sammen-
setning som komposition, udger en gruppe med den identiske afbildning id x som neutralt
element. En bijektiv afbildning af X pa sig selv kaldes ogsa en transformation af X eller
en permutation af X, og gruppen af bijektive afbildninger kaldes den fulde transformations-
gruppe eller den fulde permutationsgruppe for X. Vi betegner den Perm(X) eller Sy.

Det er sedvane at skrive permutationsgruppen multiplikativt, altsa blot at skrive fg for
den sammensatte afbildning f o g. Den identiske afbildning idx betegnes ogsa 1y, eller blot
id eller 1.

Alle interessante grupper i matematik er naturligt fadt som undergrupper af transformati-
oner af en passende maengde X. Som vi senere skal se, gaelder der faktisk, at enhver gruppe
kan opfattes som en gruppe af transformationer.

(1.17) Additive matrixgrupper. Matricer af samme starrelse kan adderes (pladsvis), og
addition er en kommutativ og associativ komposition i maengden af m x p -matricer. Det er
klart, at de reelle m x p -matricer udgar en kommutativ gruppe. Vi betegner den Mat,, ,(R),
og skriver blot Mat,, (R) nar p = m. Det neutrale element for additionen er nul-matricen
0, og den modsatte til en matrix A er matricen — A, der fas ved at erstatte alle koefficienter
i A med deres modsatte. Tilsvarende har vi additive grupper Mat,, ,(C), Mat,, ,(Q) og
Mat,, ,(Z) af matricer med henholdsvis komplekse, rationale, og hele koefficienter.

Disse additive grupper af matricer udger ikke noget essentielt nyt i forhold til talrummene
behandlet i (1.15). En m x p-matrix er jo blot et s&t af mp reelle tal, opskrevet pa sarlig
made i et rektanguleaert skema, og addition af matricer svarer til koordinatvis addition. Vi kan
altsd umiddelbart identificere gruppen Mat,, ,(R) med talrummet R™?, idet opskrivningen i
en matrix blot er en sarlig made at skrive mp-sat pa.

(1.18) Den generelle linezere gruppe. Matrixmultiplikation er fra et gruppeteoretisk syns-
punkt mere interessant. Som bekendt er multiplikationen associativ: hvis vi kan danne
matrixprodukterne (AB)C og A(BC), sa er de den samme matrix. Specielt kan vi opfatte
matrixmultiplikation som en associativ komposition i mengden Mat,, (R) af kvadratiske n x n-
matricer. Enhedsmatricen, betegnet 1, eller blot 1, er neutralt element for multiplikationen.

En matrix A € Mat, (R) kaldes som bekendt invertibel, hvis der findes en invers matrix,
dvs netop nar A er invertibel som beskrevet i (1.4). Det falger, at de invertible matricer udger
en multiplikativ gruppe. Denne gruppe kaldes den generelle linesere gruppe af grad n, og
den betegnes GL, (R). Som bekendt bestar GL,, (R) af de matricer A € Mat, (R), for hvilke
det A # 0.

Tilsvarende kan vi definere den komplekse generelle linezre gruppe GL, (C) bestaende
af invertible n x n-matricer med komplekse koefficienter.
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Det er klart, at i gruppen GL,,(R) udger delmangden bestaende af matricer med rationale
koefficienter en stabil delmangde. @jensynlig ligger enhedsmatricen 1,, i delmangden. Hvis
en kvadratisk matrix A har rationale koefficienter, sa er dens determinant et rationalt tal. Hvis
dette tal er forskelligt fra 0, sa felger det af de seedvanlige formler for den inverse matrix A2,
at ogsd A~1 har rationale koefficienter. Heraf ses, at matricerne med rationale koefficienter
udger en undergruppe GL, (Q) af GL,, (R).

Matricerne i GL, (R) med heltalskoefficienter udger ligeledes en stabil delmangde, der
indeholder 1,,. Men for en invertibel matrix A med heltalskoefficienter vil den inverse matrix
A1 i almindelighed ikke have heltalskoefficienter. Antag, at A~ har koefficienter i Z. Da
er det A og det(A~1) hele tal, og det Adet(A~1) = 1. Folgelig er det A = +1. Antag
omvendt, at det A = +1. Da felger det af de seedvanlige formler for den inverse matrix,
at ogs& A~ har hele koefficienter. For en heltalsmatrix A med determinant forskellig fra 0
geelder altsa, at den inverse matrix har heltalskoefficienter, hvis og kun hvis det A = £1. Det
falger let, at heltalsmatricer med determinant +1 udger en undergruppe i gruppen GL, (R).
Denne undergruppe betegnes GL, (Z).

(1.19) Den specielle lineaere gruppe. For kvadratiske n x n-matricer A og B geelder som be-
kendt ligningen det(A B) = det A det B. Matricerne med determinant 1 udggr en delmangde
af GL,(IR). Af ligningen falger let, at delmangden er stabil. Videre har enhedsmatricen
determinant 1. Og endelig, hvis A har determinant 1, s& har ogsd A ! determinant 1. Heraf
ses, at matricerne med determinant 1 udger en undergruppe af den generelle linezre gruppe
GL,(R). Denne gruppe kaldes den specielle linezere gruppe af grad n, og den betegnes
SL, (R). Den bestar altsa af de matricer A € Mat,, (R), for hvilke det A = 1.

Tilsvarende defineres grupperne SL,,(C) og SL,(Q). Gruppen SL,(Z) bestar af n x n-
matricer med heltalskoefficienter og determinant 1. Den er en undergruppe i GL, (7).

(1.20) Den ortogonale gruppe. Betragt vektorrummet R” med den saedvanlige (euklidiske)
afstand. En afbildning f: R" — R” kaldes ortogonal, hvis f er afstandsbevarende, dvs en
isometri, og linear. Vi skal senere se nermere pa ortogonale afbildninger. Her vil vi blot
bemarke, at de ortogonale afbildninger udger en undergruppe i den fulde transformations-
gruppe for R”. De linezre afbildninger R” — R” har formen x — Ax med en n x n-matrix
A. Matricer A, for hvilke afbildningen x — Ax er ortogonal, kaldes ortogonale matricer.
Sammensztning af linegere afbildninger svarer til multiplikation af de tilsvarende matricer.
Det folger, at gruppen af ortogonale afbildninger svarer til undergruppen af ortogonale matri-
cer i GL, (R). Denne undergruppe kaldes den ortogonale gruppe af grad », og den betegnes
O,,(R) eller blot O(n). De ortogonale matricer med determinant 1 udggar den specielle or-
togonale undergruppe SO, (R) = O™ (n); de beskriver de ortogonale, orienteringsbevarende
afbildninger.

For n = 2, alts& for ortogonale afbildninger i planen R?, er situationen specielt simpel.
Betragt en ortogonal afbildning f: R? — R?, svarende til en ortogonal 2 x 2-matrix,

A:(g ;).
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Lad (e1, e2) vaere den kanoniske basis for R2. \ektoren ¢; er en enhedsvektor, dvs afstanden
mellem nul-vektoren og e; er lig med 1, og afstanden mellem e; og e er lig med +/2. Den
farste sgjle i A er koordinatsat for billedvektoren f(e1). Da f er en isometri, er f(e1)
en enhedsvektor. Altsd er a? + b?> = 1, og falgelig findes et tal 0 séledes, at (a, b) =
(cos®,sing). Tilsvarende er f(e2) en enhedsvektor. Videre er afstanden mellem f(e1) 0g
f(e2) lig med /2. Det falger, at f(ez) er en enhedsvektor vinkelret pd f(e1). Altsa er
(c,d) = (—b, a) eller (¢, d) = (b, —a). Matricen A har derfor en af fglgende to former:

Dy cosf® —sino g cosf sinf
9= \sine cose ) 7?7 \sing —coso )
De to former har, henholdsvis, determinant 1 og —1. Det er altsa matricerne af den farste
form, der udger den specielle ortogonale gruppe SO2(R). Matricen Dy af den farste form
beskriver en drejning med vinklen & omkring nul-vektoren.

Matricen Sy af den anden form beskriver en spejling i linien bestemt ved enhedsvektoren
e ;= (cos %9, sin %0). Linien kaldes spejlingsaksen. \Vektoren e er egenvektor for Sy med

egenvardien 1 og tvaervektorene := (— sin %9, cos %9) er egenvektor hgrende til egenvaerdien
—1. I basen (e, ¢) beskrives afbildningen derfor ved matricen,

(6 5)

Det tilsvarende resultat er R3 er falgende: Matricerne i SO3(R) beskriver rotationerne
omkring en linie gennem nul-vektorern i R3.

(1.21) Diedergruppen. Betragt, for n > 3, en reguler n-kant i planen, fx bestemt ved at de
n hjgrner p; er de n vektorer med koordinater (cos2jm/n,sin2jm/n) for j =1,2,..., n.
Det er naturligt at regne indices modulo n. Specielt er pg = p,.

Ved en symmetri af n-kanten forstas en ortogonal afbildning af planen, som afbilder maeng-
den {p1, ..., p,} af hjgrner pa sig selv. Det er klart, at n-kantens symmetrier udgar en
undergruppe i gruppen af ortogonale afbildninger. Denne gruppe af symmetrier svarer til
en undergruppe af ortogonale matricer i O(2). Gruppen af symmetrier af n-kanten kaldes
diedergruppen af grad n, og den betegnes D,,.

P2
. D3 p1
Po = p8 Po = ps5
D4
Ps pr
76

Vi kan umiddelbart bestemme 2n symmetrier i gruppen D,,. For det farste er det klart, at de
n drejninger med vinkler 2 /n for j = 0,1, ..., n — 1 er symmetrier af n-kanten. For det
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andet er det klart, at enhver spejling i en akse, der enten gar gennem nul-vektoren og et hjarne
eller gennem nul-vektoren og midtpunktet af en kant, er en symmetri af n-kanten. Hvis n er
ulige, sa gar hver akse gennem et hjgrne ogsa gennem midtpunktet af den modstaende kant;
der er altsa lige s mange akser som hjgrner, dvs n spejlingsakser. Hvis n er lige, sa gar hver
akse gennem et hjgrne ogsa gennem det modstaende hjgrne og hver akse gennem midtpunktet
af en kant gar gennem midtpunktet af den modstaende kant; antallet af spejlingsakser er altsa
n/24+n/2 =n.
Bade nar n er lige og ulige er der saledes bestemt n drejninger (heriblandt den identiske
afbildning) og » spejlinger i symmetrigruppen D,,. Disse i alt 2n symmetrier udger hele
diedergruppen D,,. Lad nemlig f: R? — R? vaere en symmetri af n-kanten. De to vektorer
po 0g p1 udger en basis for vektorrummet R2. Da f er linear, er f helt bestemt ved de to
billedvektorer f(po) og f(p1). Billedvektoren f (po) skal veere et af de n hjarner p;, sa der
er n muligheder for f(po). Da f er en isometri, ma f (p1) vere et af de to nabohjgrner til p;.
For hver af de n muligheder for f(po) er der derfor 2 muligheder for f(p1). Der er fglgelig
hgjst 2n mulige symmetrier af n-kanten.

Det falger, at diedergruppen D,, bestar af de n drejninger og de n spejlinger. Specielt har
diedergruppen D,, orden 2n.

En oversigt over de 2n symmetrier af n-kanten kan fas som falger. Lad S veere spejlingen
| farsteaksen (bestemt ved enhedsvektoren pg), og lad D betegne drejningen med vinklen
2 /n. Da bestar diedergruppen af de 2n symmetrier i listen,

id=D° DY, ...,D" 1 s DS, ..., D'LS. (1.21.1)
Yderligere gaelder for D og S ligningerne,
D"=id, $?=id, SD=D7's. (1.21.2)

Lad nemlig f veere en symmetri af n-kanten. Billedet af pg er da et af de n hjgrner, sa vi
har f(po) = p; hvor 0 < i < n. Billedet af p; er sa et af de to nabohjarner p; 1 0g p;i_1,
idet p; naturligt defineres for alle hele tal j ved at regne modulo n. | det farste tilfeelde har
vi de to ligninger f(po) = pi 09 f(p1) = pi+1. De samme ligninger gelder gjensynlig
for afbildningen D. Falgelig er f = D', idet begge afbildninger er linezre. | det andet
tilfeelde har vi de to ligninger f(po) = pi; 09 f(p1) = pi—1. De samme ligninger geelder
for afbildningen DS, idet S(pg) = po 0g S(p1) = p_1. Det falger som for, at f = D'S.
Hermed er bevist, at enhver symmetri f i D,, er lig med en af symmetrierne i listen (1.21.1).
Da der er 2n symmetrier i D,,, og 2n symmetrier i listen, ma symmetrierne i listen netop vaere
de 2n forskellige symmetrier i D,,.

De to farste ligninger i (1.21.2) er oplagte. Den tredie ligning indses ved at bemarke, at
de to sider af ligningen er linezre afbildninger. De afbilder begge po pa p.—1 09 pn,—_1 pa
Po, 09 falgelig er de to afbildninger ens.

Bemark, at ligningerne (1.21.2) tillader os at ,regne“ i gruppen D,, uden at teenke pa at
gruppens elementer er symmetrier af n-kanten. To elementer i gruppen er to elementer i listen
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(1.21.1). At bestemme deres produkt er at afgere hvor i listen produktet befinder sig. Fx
finder vi, forn = 4, at

(DS)(D?S) = DSDDS = DD~ 'sDS = DD 1D 1ss = 7! = D3,

| det foregdende er antaget, at n > 3. Definitionen af diedergruppen D,, som gruppen
af ortogonale afbildninger, der afbilder mangden af de n hjerner pa sig selv, har imidlertid
god mening ogsa forn = 1 ogn = 2. For n = 1 er der kun ét hjgrne pg, og po er
enhedsvektoren e; med koordinater (1, 0). En symmetri skal afbilde dette ene hjgrne pa
sig selv. Symmetrien ma derfor enten veere den identiske afbildning eller spejlingen i linien
bestemt ved enhedsvektoren e;. Diedergruppen D bestar altsa af den identiske afbildning
og denne spejling.

For n = 2 er der 2 hjgrner, e; 0g —e1. En symmetri ma derfor enten afbilde e; pa e; (og
dermed —ej pa —ey), eller den ma ombytte e; og —ey. | det farste tilfeelde ma symmetrien
vaere en af de to symmetrier i D1, altsa enten den identiske afbildning eller spejlingen i linien
bestemt ved vektoren e;. | det andet tilfeelde ma symmetrien enten vaere halvdrejningen, dvs
drejningen med vinklen 7, eller spejlingen i linien vinkelret pa e, dvs spejlingen i linien
bestemt ved vektoren e,. Diedergruppen D, bestar altsa af identiteten, halvdrejningen, og
spejlingerne i de to koordinatakser, dvs linierne bestemt ved vektorerne e1 0g e>.

Det ses, at diedergruppen D,, i alle tilfeelde har orden 2n.

(1.22) Kvaterniongruppen. Betragt de 4 komplekse 2 x 2-matricer:

=023 =[5 L i=[g O] x=[0 &)

Matricerne har alle determinant 1. En let udregning viser ligningerne,
iP=j=k*=-1, ij=k.

Heraf falger let, at
—ji=k, jk=-kj=i, ki=—-ik=]j.

Fx falger ligningen —j i = k ved at transponere ligningen ij = Kk, og de resterende falger
ved multiplikation af de foregdende med i eller j. Matricen 1 er blot enhedsmatrix. Specielt
er 12 = (—1)?> = 1, og 1 og —1 kommuterer med alle matricer.

Lad nu Q veere mangden bestaende af de 8 matricer £1, i, £j, &k. Af de viste ligninger
fremgar, at et produkt af 2 matricer i Q igen er en matrix i Q. Matrixmultiplikation er
associativ, og enhedsmatricen 1 tilhgrer Q. De to matricer +1 er deres egen inverse, og
det fremgdr af de viste ligninger, at for hver af de gvrige 6 matricer x i Q galder x~1 =
—X € Q. Mangden Q af de 8 matricer er derfor en undergruppe af GL,(C). Den kaldes
kvaterniongruppen, og betegnes Qs.

(1.23) Opgaver.
1. Vis,ata «b ;= a + b — ab er en komposition i maengden G := R\{1}. Vis, at (G, *) er
en kommutativ gruppe.
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2. Lad P(X) veere maengden af delmangder af X. Vis, at med kompositionen A + B =
(AUB)\ (AN B)er (P(X), +) en kommutativ gruppe. Hvad er det neutrale element? Og
det modsatte — A til A? Beskriv, nar A € B, m&ngden B — A.

3. En (multiplikativ) gruppe har tre elementer e, a, b, hvor e er det neutrale element. Beskriv
kompositionen.

4. Lad G vere en endelig gruppe, og lad H C G vere en ikke-tom, stabil delmangde. Vis,
at H er en undergruppe.

5. Ved gruppetavlen, ogsa kaldet Cayley-tabellen, for en endelig gruppe G forstas det kva-
dratiske skema, der pa plads (i, j) har produktet af gruppens i’te og jte element (i en given
reekkefglge af gruppens elementer). Vis, at gruppetavlen i hver reekke og hver sgjle indeholder
samtlige gruppens elementer. Bestem gruppetavlen for den additive gruppe Z/6 og for den
multiplikative gruppe (Z/9)*.

6. Vis,at C; C C,,, hvis og kun hvis d er divisor i n.

7. Vis, at et underrum i et vektorrum V er en undergruppe, nar vektorrummet opfattes som
additiv gruppe. Er enhver undergruppe af V et underrum?

8. En matrix A kaldes en skalarmatrix, hvis A er en (kvadratisk) diagonalmatrix og alle
diagonalelementerne er ens. Vis, at skalarmatricerne forskellige fra nul-matricen udger en
undergruppe af GL,, (R).

9. 1 R? med de 3 koordinatakser betegnes med §; drejningen med vinklen = omkring den i ’te
koordinatakse. Angiv matricerne, der beskriver de tre drejninger. Vis, at sammensatning af to
forskellige af disse drejninger altid er den tredie, eller, &kvivalent, at produkt af to forskellige
af matricerne altid er lig med den tredie. Slut heraf, at de tre matricer og enhedsmatricen udger
en undergruppe af orden 4 i den ortogonale gruppe O3 (R). Den kaldes Klein’s Vierer-gruppe.

10. Vis, at gruppen D3 ikke er kommutativ. Vis, at gruppen SL2(IR) ikke er kommutativ.

11. Bestem gruppetavlen for diedergruppen Dg4, idet de 8 elementer skrives i reekkefglgen
id, D, D?, D3, S, DS, D?S, D38, jfr (1.21).

12. Lad G vere en gruppe, og lad H veare delmangden bestdende af de elementer 4 for
hvilke gh = hg for alle g € G. Vis, at H er en undergruppe af G. Den kaldes G’s centrum.
13. Antag for alle elementer g i gruppen G, at g2 = e. Vis, at G er kommutativ.

14. Vis, at hvis d er divisor i n, sa er D, en undergruppe af D,,.

15. Vis, at maengden UT,, (R) af uni-trianguleere n x n-matricer, dvs matricer der har 0 under
diagonalen og 1 i diagonalen, er en undergruppe af SL,, (R). Vis, at UT,(IR) er kommutativ
for n = 2 og ikke-kommutativ for » > 3. Den kaldes Heisenberg-gruppen, nar n = 3.

16. Lad H veere en delmangde af en gruppe G. Vis, at H er en undergruppe, hvis og kun
hvis H ikke er tomog hk~1 € H foralle h, k € H.

17. Lad G = Perm(C) veere den fulde permutationsgruppe for C, altsa gruppen af alle bijek-
tive afbildninger af C pa sig selv. Idet n er et givet naturligt tal ligger afbildningerne §(z) :=
e?i/nz 090 (z) :=ZiG. Vis, atde 2n afbildninger: id, 8, ..., 8" %, 0,80, ..., 8" 1o udger
en undergruppe af G.
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18. Forenmatrix A € Mat, (C) betegnes med A* den komplekst konjugerede af den transpo-
nerede til A (den Hermitisk konjugerede eller den adjungerede matrix). Lad U,,(C) betegne
maengden af matricer A for hvilke AA* = 1,. Vis, at U, (C) er en undergruppe af GL,,(C).
Gruppen U, (C) kaldes den unitere gruppe af grad n.

19. For en delmangde M af en gruppe G betegnes med (M) delmangden bestaende af alle
produkter g1 - -- g, (med r > 0 faktorer), hvor der for hver faktor g; gelder g; € M eller
gl._l e M. Vis, at (M) er en undergruppe af G (Du ma gerne antage, at M # ¢). Den kaldes
den af delmangden M frembragte undergruppe.

20. Vis, fx ved hjelp af gruppetavler, at der er preecis 2 grupper af orden 4.

21. *Vis, at en ikke-tom maengde G med en associativ komposition “x” er en gruppe, hvis og
kun hvis der for alle a, b € G gelder, at ligningerne a x x = b 0g y * a = b har lgsninger
x,y€Qq.

22. *Antag, at G er en mangde med en associativ komposition ‘x’, som har et venstreneutralt
elemente, dvsexx = x foralle x € G. Vis, athvis hvertelement x € G har et venstreinverst
x',dvs x” % x = e, sa er G en gruppe.

Vis, at hvis hvert element x har et hgjreinverst x’, dvs x xx” = e, saer G ikke ngdvendigvis
en gruppe.

Vis, at hvis man ud over eksistensen af hgjreinverse elementer antager fglgende: Af
a x x = b * x for alle x falger a = b, sd er G en gruppe.
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2. Permutationer.

(2.1) Indledning. Lad X vare en mangde. En bijektiv afbildning o: X — X, af X pa
sig selv, kaldes som navnt i (1.16) en transformation eller en permutation af X. Med
sammensetning som komposition udger disse bijektive afbildninger en gruppe, kaldet den
fulde transformations- eller permutationsgruppe for X, betegnet Perm(X) eller Sx.

Komposition i gruppen Sy er sammensatning. Vi skriver altid kompositionen multiplika-
tivt, dvs vi skriver o t for den sammensatte afbildning o o t. Det neutrale element i gruppen
Sx er den identiske afbildning id = idy, kaldet identiteten, bestemt ved id(x) = x for alle
x e X.

| dette kapitel vil vi udelukkende betragte tilfeeldet, hvor X er en endelig mangde. De bi-
jektive afbildninger af X pa sig selv vil blive kaldt permutationer. Grupper af permutationer,
dvs undergrupper af gruppen Sx for en given endelig meéengde X, var blandt de farst betragtede
grupper. De spiller en vigtig rolle, bade i den abstrakte gruppeteori og i en raekke kombina-
toriske anvendelser. Vi gennemgar en reekke begreber knyttet til permutationsgruppen Sy,
herunder permutationers cykelfremstilling, og fortegn.

Nar X er mangden {1, ..., n}, bruger vi altid betegnelsen S,, for permutationsgruppen.
Gruppen S,, kaldes den symmetriske gruppe af grad n. Den bestar af alle permutationer af
mangden {1, ..., n}. Forenpermutationo iS,, er der n muligheder for billedet o (1), herefter
er der n — 1 muligheder for billedet o (2), og n — 2 muligheder for billedet o (3), osv. Der er
saledes i alt n! permutationer. Den symmetriske gruppe S,, har altsa orden n!.

I almindelighed, nar X er en endelig maengde med n elementer, kan vi nummerere elemen-
terne i X, altsa skrive X = {x1, ..., x,,}. Efter en sadan fast nummerering kan vi identificere
elementerne i X med tallene 1, 2, ..., n, idet tallet i svarer til elementet x; i X. Under
denne identifikation er det klart, at permutationer af X svarer til permutationer af mang-
den {1, 2, ..., n}. Permutationsgruppen Sx kan herefter identificeres med den symmetriske

gruppe S,,.
(2.2) Tabelnotation. Hvis X har n elementer, kan en permutation o af X angives ved en tabel

med to raekker, hvor den gverste raeekke indeholder samtlige n elementer i X og hvert element
i nederste reekke er billede af det element, der star oven over i gverste reekke. Permutationen,

o = (xl X2 ... xn) , 2.2.1)
yr Y2 ... Yn
er altsa den bijektive afbildning o bestemt ved at o (x;) = y; fori = 1, ..., n. Bemerk, at

tabelnotationen kun fastleegger en permutation, nar elementerne i begge reekker er samtlige
n elementer i X.
Er X for eksempel en maengde med 2 elementer, X = {a, b}, er der praecis 2 permutationer

af X, nemlig
id— (¢ b I b
“\a )97 =\p o)
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Hvis X har 3 elementer, X = {a, b, c}, har vi 6 permutationer,

a b c a b c a b c a b c a b c a b c
a b c b a c a c b c b a b ¢ a c a b))’
Raekkefaglgen af sgjlerne i matricen er underordnet. Fx har vi i den symmetriske gruppe
Sg ligningen,

(4 7258361\ (1234561738 (2.2.2)
= \s6781234) \472583861) o
idet begge matricer fastlegger permutationen o € Sg bestemt ved (1) = 4, 0 (2) = 7,
03)=2,04)=5,005)=8,06)=3,0(7) =6,0(8) =1.
Nar en permutation o er beskrevet ved matricen (2.2.1), fas en tabel for den inverse

permutation o —1 blot ved at ombytte farste og anden raekke. N&r o (x;) = y; har vi nemlig
o ~Y(y;) = x;. Fxfinder vi for permutationen i (2.2.2), at den inverse er bestemt ved ligningen,

i 47 2583
~\1 23456
Ved et produkt zo af to permutationer er det bekvemt at ordne matricen for ¢ saledes, at dens

gverste reekke er den nederste reekke for . En tabel for o fas sé ved gverst at tage den forste
reekke i matricen for o og nederst den anden raekke i matricen for . Med andre ord har vi

ligningen,
_L_O_:<y1 y2 ... yn><)€1 X2 ... )Cn>:()€]_ X2 ... Xn>
21 22 ... Zn yr y2 ... W 21 22 ... Zn )’
idet T er bestemt ved 7 (y;) = z;.

Fx bestemmer de to matricer i (2.2.2) den samme permutation o i Sg. Den gverste reekke
i den farste tabel er den nederste raekke i den anden tabel. Det er herefter umiddelbart at

opskrive en tabel for o2
2 (12 3456738
“T\s6781234)

(2.3) Observation. To permutationer o og t af X siges at kommutere, hvis ot = 70.
| almindelighed vil permutationer ikke kommutere. Gruppen af permutationer er altsa i
almindelighed ikke en kommutativ gruppe.

Antag for eksempel, at X indeholder 3 elementer, X = {a, b, ¢}, 0g betragt permutatio-

nerne,
o — a b ¢ — a b ¢
“\b a c gr= a c b’
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Herer ot # 1o, idet

Gr_abc Ta_abc
" \b ¢ al’ “\c a b’

Det er let at vise, essentielt ved det samme argument, at permutationsgruppen Sx er ikke-
kommutativ, nar blot X indeholder mindst 3 elementer. Nar X indeholder pracis to elementer,
har vi set i (2.2), at Sy er en gruppe af orden 2, og den er derfor kommutativ. Hvis X kun
indeholder ét element, er identiteten naturligvis den eneste afbildning af X ind i sig selv, og
Sy er altsa den trivielle gruppe.

Bemeaerk, at ogsa for X = ¢ galder, at identiteten er den eneste afbildning af X ind i sig
selv. For den tomme mangde er permutationsgruppen Sy altsd ogsa den trivielle gruppe.

(2.4) Direkte notation. Nar mangden X bestar af tallene 1, 2, . . ., n er det af og til bekvemt
at bruge den direkte notation. En afbildning o: {1,2,...,n} — {1, 2, ..., n} kan opfattes
som et n-set o = (01, 02,...,0,), hvor hvert o; = o (i) er et af tallene 1,2, ...,n. Et

sadant n-seet definerer en permutation i gruppen S,,, nar tallene o; er forskellige.
Fx kan permutationen o i Sg bestemt ved matricerne i (2.2.2) i den direkte notation angives
somo = (4,7,2,5,8, 3, 6, 1) og identiteten i Sg kan angivessomid = (1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8).

(2.5) Notation. Etgrafisk billede af permutationer kan fas pa falgende made: De n elementer
i X afsattes som n forskellige punkter i planen R2. En given permutation o af X kan s&
anskueliggeres ved at der for hvert punkt x i X tegnes en pil fra punktet til billedpunktet
o(x). Hvis o (x) = x, kan pilen undveeres, eller afsattes som en cirkular pil, der begynder
og slutter i x. Fx kan permutationen i (2.2.2) anskueliggares ved et af billederne,

3 8 5 3 6
. \.2
/ 7
7 1 4 2 /

(2.6) Eksempel. Visse permutationer kan angives ved regneudtryk. Fx defineres for et givet

tal » en permutation w i S, ved forskriften w(i) = n —i + 1, fori = 1,...,n. Med
tabelnotationen fra (2.2) og den direkte notation fra (2.4) har vi,
1 2 ... n—1n
a)—(n w1 9 1)—(n,n—1,...,2,1).
Hvis de n tal 1, 2, ..., n opfattes som hjgrnerne i en regular n-kant, sa kan permutationen

w anskueliggares som den symmetri af n-kanten, der fas ved spejling i linien gennem nul-
vektoren og midtpunktet af kanten, der forbinder det farste hjgrne 1 med det sidste hjarne n.
Fx, forn =8,
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(2.7) Eksempel. Modulo n geelder, at restklasserne af tallene 1, 2, . .., n netop er samtlige
restklasser. | forbindelse med permutationer vil vi altid, nar n er givet, identificere tallene
1,2,...,n med deres restklasser modulo ». Under identifikationen er restklassen af n lig
med nul-elementet i gruppen Z/n. Med denne identifikation kan vi opfatte permutationer af
mengden Z/n som permutationer i den symmetriske gruppe S,,.

Under identifikationen kan vi fx for hvert helt tal a betragte translationen p,: x — x +a,
hvor der regnes modulo n. Den er en bijektiv afbildning af mangden af restklasser Z/n,
idet den inverse afbildning er translationen p_,. Falgelig kan p, opfattes som permutation i
gruppen S,,. For a = 1 har vi i den direkte notation, at p1 = (2,3, ...,n —1,n,1).

Som et andet eksempel kan vi modulo 8 betragte afbildningen x +— 3x + 1. Den er
sammensat af afbildningen x — 3x, som er bijektiv da 3 er primisk med 8, og translationen
y — y + 1, som altid er bijektiv. Afbildningen x — 3x + 1 er altsd en permutation af Z/8,
og dermed en permutation i Sg. Det er let at se, at x — 3x + 1 som permutation i Sg netop
er permutationen i (2.2.2).

(2.8) Definition. Lad o veere en permutation af X. Et element x € X vil da enten blive flyttet
af o, dvs opfylde o (x) # x, eller ogsa vil det veere fixpunkt for o, dvs opfylde o (x) = x.

To permutationer o og u af X kaldes disjunkte, hvis mangden af elementer, der flyttes
af o, er disjunkt med mangden af elementer, der flyttes af 1. Akvivalent er betingelsen, at
hvert element i X er fixpunkt for mindst en af permutationerne o og w.

Lad os vise, at disjunkte permutationer kommuterer. Hertil bemarkes farst, at hvis x
flyttes af en permutation o, sa flyttes ogsa o (x) af 0. Da o er en injektiv afbildning, falger
det nemlig af o (x) # x, at 02(x) # o (x).

Antag nu, at o og u er disjunkte. Det skal vises, at o = no, altsa at der for alle x € X
geelder ligningen,

o (u(x)) = p(o(x)). 1)

Betragt et givet element x. Ifglge antagelsen er x fixpunkt for en af de to permutationer. Vi
kan antage, at x er fixpunkt for . Hvis x ogsa er fixpunkt for o, er ligningen (1) opfyldt:
begge sider er lig med x. Antag derfor, at x flyttes af o. Som naevnt ovenfor galder sa, at
ogsa o (x) flyttes af o. Elementet o (x) er altsa ikke fixpunkt for o. Af antagelserne fglger
sd, at o (x) ma veere fixpunkt for x. Herefter er ligningen (1) igen opfyldt: begge sider er lig
med o (x).

(2.9) Cykler. Lad der veere givet p forskellige elementer ay, ..., a, i X. Vikan da definere
en permutation y af X ved ligningerne,

y(a1) = a2, y(az) =as, ..., y(ap-1) =ap, y(ap) =a1 09

y(x) = x, nar x ¢ lay, ..., ap}.
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En permutation af denne form kaldes en p-cykel eller en cykel af leengde p.
For p-cyklen y beskrevet ovenfor bruger vi altid den sakaldte cykelnotation,

y=(ar...ap).

hvor vi ikke har sat komma mellem elementerne for at undga forveksling med den direkte
notation.

Bemark, at definitionen ogsa har mening for p = 1. Er der givet ét element a1 reduceres
ligningerne til y (a1) = a1 0g ¥ (x) = x for x # a;. Ligningerne fastleegger altsa identiteten.
| cykelnotationen betegner (a1) altsa den identiske afbildning, og den er en 1-cykel.

I cykelnotationen kan hvertaf de p elementer a; optreede pa farstepladsen, idet vi gjensynlig
har ligningen,

y=(araz ...ap) = (ajaj11 ... apay ... a—1). (2.9.1)

Den inverse til en p-cykel er igen en p-cykel, idet vi har ligningen,
(aray ... ap)_1 = (apap—1 ... ay). (2.9.2)

En cykel af lengde 2 kaldes ogsa en transposition. En transposition T = (a1 az) ombytter
altsd a1 og ap og har alle resterende elementer i X som fixpunkter. En transposition er sin
egen inverse: (a1 az) = (az ay), idet begge transpositioner ombytter a1 0g az.

En p-cykel er et produkt af p — 1 transpositioner, idet der geelder ligningen,

(a1 ... ap) = (arap)(arap—1) - - - (a1 a2). (2.9.3)

Lad os understrege at ligningen (2.9.3), sdvel som en reekke af de falgende ligninger, er en
ligning mellem (bijektive) afbildninger af X ind i sig selv. Det er pastanden, at ligningens
to sider er den samme afbildning, altsa at de to sider har samme veerdi for ethvert element
x 1 X. Hgjresiden er produktet 7, - - - 7o af de p — 1 transpositioner z; := (aya;) for j =
2,...,p. Betragt vaerdien i x. Antag farst, at x ikke er et af elementerne ¢;. Da er x
fixpunkt for cyklen pa venstresiden. Pa hgjresiden er x fixpunkt for alle transpositionerne
7;, og dermed ogsa for produktet. Altsa har begge sider vardien x i x. Antag dernst, at
x =a;, hvori < p. Venstresidens verdi i x er da a; 1. Pa hgjresiden er x = a; fixpunkt for
transpositionerne o, ..., tj—1. Videre er t;(x) = aj 09 ti+1(a1) = a;+1. Endelig er a; 41
fixpunkt for transpositionerne 7;;, ..., 7,. Hgjresidens verdi i x er altsa ligeledes a; 1.
Antag endelig, at x = a,,. Venstresidens veerdi i x er daa;. P& hgjresiden er x = a,, fixpunkt
for transpositionerne 1z, ..., 7,_1, 09 7,(x) = ai1. Hgjresidens verdi i x er derfor ogsa lig
med a1. Det er saledes vist, at de to sider af (2.9.3) har samme vardi i ethvert element x af
X. Altsa gaelder ligningen (2.9.3).

(2.10) Eksempel. Bemark, at det kun er de elementer, der flyttes af p-cyklen y, der indgar
i notationen; de avrige elementer i X er fixpunkter for y. Specielt skal det altid af sammen-
haengen fremga, hvilken mangde, der er X. Fx betegner 3-cyklen (12 3) den permutation i
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S3, der er bestemtved 1 — 2,2 — 3, 09 3 — 1, men den samme betegnelse definerer den
tilsvarende permutation i Sy4, der har 4 som fixpunkt. Som permutation i S4 har vi ligningen,

am-(3374)

(2.11) Definition. Lad o veere en given permutation af den endelige mengde X. For hvert
element a € X kan vi betragte fglgen af billeder: a1 := a, ap := o(a1), 09, induktivt,
ai+1 = o (a;). Delmangden,

Ba = BQ(U) = {alv a29 .. '}9

kaldes banen bestemt ved a. Da X er endelig, har falgen a1, az, ... gentagelser. Der findes
derfor et entydigt bestemt naturligt tal p saledes, at elementerne a1, ..., a, er forskellige
09 ap+1 = ag, med 1 < g < p. Her er ngdvendigvis ¢ = 1. Antog vi nemlig, at g > 1,
ville vi have o (a,) = ap41 = a; = o(as—1), 0g da o er injektiv, ville vi fd a, = a,_1

0og1 < ¢ —1 < p, i modstrid med at elementerne ay, ..., a, var forskellige. Vi har altsd
o(ap) = ai. Nu folger det, at a1 = o(a1) = az, ap43 = a(ap+2) = ag, 0SV. Banen B,
for o bestar altsa af de p forskellige elementer ay, . . ., a,:

B, ={a1,...,a,}, 0go(ay) = az.

Tallet p er altsa netop antallet af elementer i banen. Det kaldes ogsa banens leengde.

Hvis a er fixpunkt for o, har via = a1 = ap = ---. Banen B, bestar altsa alene af
elementet a. Hvis a ikke er fixpunkt for o, har vi ay # a1, sa banen B, indeholder mere end
ét element. Fixpunkterne for o er altsa netop de elementer a € X, for hvilke banen B, er en
et-punkts-bane, dvs har leengde 1.

Et vilkarligt element & i banen B, bestemmer den samme bane, thi er b = a; finder vi

by=a;, bp =ajy1, ..., bp_iy1=ap, bp_jy2p =a1, ..., by =a;_1, bpy1 = q;

og felgelig er B, = B,.

Det folger nu, at banerne for o udger en klassedeling af X. Hver bane er nemlig ikke-tom,
hvert element a i X ligger i en bane (nemlig i banen B,), og hvis to baner har et element o
feelles, sa er de ens, nemlig lig med banen B,,.

Til en bane B af lengde p for o er der naturligt en tilhgrende p-cykel,

= (a1 ... ap),

hvor a = aj er etelementi B, 09 a;+1 = o(a;). Cyklen y afhanger ikke af hvilket element
a, der er valgt i B. @jensynlig galder for alle x € B, at o(x) = y(x). Hvisx ¢ Berx
fixpunkt for y (men ikke ngdvendigvis for o). Da banerne udger en klassedeling af X, er de
tilherende cykler disjunkte. Specielt kommuterer cyklerne hgrende til banerne for o.
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(2.12) Cykelseetningen. Lad o vare en permutation af X, lad By, ..., B, vere banerne for
0,09 lady1, ..., y, vere de tilharende cykler. Da geelder ligningen,
O=Y1""Vm: (2.12.1)

Bevis. Ligningens to sider er (bijektive) afbildninger X — X. Det er pastanden, at de to
afbildninger er den samme, altsa at de har samme veerdi for hvert element x € X. Venstresi-
dens veerdi i x er o (x). Da banerne udger en klassedeling, ligger x i én bane, fxi B;. Vi har
da y;(x) = o(x). Elementerne x og y; (x) ligger begge i banen B;, og de er derfor fixpunkter
for alle de gvrige cykler y;. Hgjresidens veerdi i x er derfor y;(x) = o(x), altsa lig med
venstresidens. Hermed er ligningen bevist. a

(2.13) Eksempel. Fremstillingen (2.12.1) af o som et produkt af disjunkte cykler hgrende til
banerne, kaldes ogsa cykelfremstillingen af . Bemaerk, at cyklen harende til en et-punkts-
bane (svarende til et fixpunkt for ') er en 1-cykel, og altsa identiteten. Fjernes 1-cyklerne fas
en fremstilling af o som produkt af disjunkte cykler af leengde sterre end 1.

Det skal understreges, at nar o selv er identiteten, sa er alle cyklerne 1-cykler, og der
er ingen cykler tilbage, nar de fjernes. Det er her, og i almindelighed, konventionen, at et
produkt med ingen faktorer siges at fremstille identiteten.

Det er umiddelbart at bestemme cykelfremstillingen af en given permutation. Betragt fx
permutationen o € Sg i (2.2.2). Velg et tal z, der flyttes af o. Vi kan for eksempel veelge
tallet z = 4. Af tabelnotationen for o fremgar, at 4 — 5, og videre, at 5 — 8, og videre, at
8 — 1, og endelig at 1 — 4. Hermed er den farste bane bestemt, og den tilhgrende cykel
er 4-cyklen (4581). Velg nu et nyt tal, der flyttes af o og ikke er et af de allerede bergrte.
Vi kan for eksempel veelge tallet 2. Det ses, at 2 — 7, at 7 — 6, at 6 — 3, og endelig, at
3 + 2. Hermed er den anden bane bestemt, og den tilhgrende cykel er 4-cyklen (276 3).
Nu er der ikke flere tal blandt de 8, og vi har fremstillingen af o som produkt af to disjunkte
4-cyKiler,

47258361
o_( 7281 2 3 4>_(4581)(2763).

(2.14) Hovedseaetning. Lad X vere en endelig mangde. Da galder:

(1) Enhver permutation o af X kan fremstilles som et produkt af transpositioner.
(2) Era € X et givet element, kan der i fremstillingen valges transpositioner af formen
(ax) forx € X\ {a}.

(3) Er X = {x1,...,x,} en nummerering af elementerne i X, kan der i fremstillingen
veelges transpositioner af formen (x; xj41) for j = 1,...,n — 1 (,transposition af
naboer®).

Bevis. Det falger af Cykelsatningen, at o kan fremstilles som produkt af cykler. Hver af
disse cykler kan ifglge Ligning (2.9.3) fremstilles som produkt af transpositioner. Herved fas
en fremstilling af o som produkt af transpositioner. Hermed er (1) bevist.
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En transposition (x1 x2) er af formen (a x), hvis enten x1 eller x, er lig med a. Hvis bade
x1 0g x7 er forskellige fra a, sa falger det let, at

(x1x2) = (ax1)(axz)(axy); (2.14.1)

transpositionen (x1 x7) er altsa et produkt af tre transpositioner af formen (a x). Pastanden
(2) folger derfor af (1).

Antag, at X er nummereret, X = {x1, ..., x,}. Det fglger da af (2), at o kan skrives som
produkt af transpositioner af formen (x1 x;). For at vise (3) er det derfor nok at vise, at hver
af transpositionerne (x1 x;), fori = 2, ..., n, kan skrives som produkt af transpositioner af

naboer, dvs transpositioner af formen (x; x;+1). Denne pastand vises ved induktion efter i.
For i = 2 er pastanden triviel, idet (x1 x2) selv er en transposition af naboer. Fori > 2 falger
det af (2.14.1), at

(x1 xi41) = (x; xi4+1) (x1 x;) (X7 Xi4+1)-

P& hgjresiden er (x; x;1) en transposition af naboer, og induktivt er transpositionen (x1 x;)
et produkt af transpositioner af naboer. Altsa er venstresiden, (x1 x;11), et produkt af trans-
positioner af naboer.

Hermed er ogsa (3) bevist. i

(2.15) Eksempel. Fremstillingen af en permutation o som produkt af transpositioner er ikke
entydig. Fx finder vi for transpositionen t = (12) i S3 ligningerne,

T=(12)=(13)(23)(13) =(23)(13)(23).

Permutationen 7 kan altsa fremstilles som et produkt af én transposition (,,sig selv*) og den
har to fremstillinger som et produkt af 3 transpositioner.
Betragt permutationen w i Sg, jfr (2.6). Den er bestemtved w(i) = 10—ifori =1,...,9.
Cykelfremstillingen er
®w=(19)(28)(37)(46)(5). (2.15.1)

Tallet 5 er fixpunkt, og ser vi bort fra identiteten (5), er (2.15.1) en fremstilling af » som
produkt af 4 transpositioner. Det falger af beviset for Satning (2.14), at vi herfra kan fa
en fremstilling af w som produkt af 10 transpositioner af formen (1i), fori = 2,...,9. |
(2.15.1) er (46) = (56)(45)(56) et produkt af tre transpositioner af naboer. Tilsvarende, jfr
beviset for (2.14), kan de 3 andre transpositioner skrives som produkter af transpositioner af
naboer. Herved fas en fremstilling af @ som produkt af mindst 36 transpositioner af naboer.

(2.16) Cykeltype. Lad o veere en permutation i den endelige maengde X. Som navnti (2.11)
udger banerne for o en klassedeling af X. En raekke vigtige invarianter for o er knyttet til
denne klassedeling. Med m (o) betegner vi antallet af baner for . Mere pracist betegner
vi med m (o) antallet af baner af l&engde p for o. Specielt er m1 (o) antallet af fixpunkter
for . Lengden af en bane kan jo hgjst vaere elementantallet i X, s& vi har m (o) = 0, nar
p > |X|. Felgenm1(o), m2(c0), m3(o) ... kaldes ogsa typen af o. Typen angiver altsa hvor
mange et-punkts-baner, 2-punkts-baner osv, der indgar i klassedelingen. Ofte angives typen
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mere kompakt som et ,formelt produkt 1712233 .. .- at en permutation har typen 133251
betyder altsa, at den har 3 fixpunkter, der er 2 baner af leengde 3 og 1 bane af l&ngde 5. For en
permutation o af typen 1122 ... giver cykelsatningen en fremstilling af o som et produkt
af disjunkte cykler, og m, er antallet af p-cykler i fremstillingen. Skrives i fremstillingen
farst 1-cyklerne, dernaest 2-cyklerne osv, sa fas en fremstilling, der matcher falgende billede,

m1 my m3
(k) oo (k) Grok) oo (k) Crosksk)eee (skokok) - oo,

Typen af o kaldes ogsa cykeltypen. Den kan alternativt angives ved et billede som ovensta-
ende.
Et simpelt teelleargument viser formlerne,

m(@) =Y my(@), |X|=)_ pm,o), (2.16.1)

hvor der summeres over p = 1,2, ...; der er kun endelig mange led forskellige fra O i
summerne, idet m,(c) = 0 for p > |X|. Den farste formel udsiger blot, at vi kan telle
antallet m (o) af baner ved at teelle antallet af baner af leengde p og leegge antallene sammen.
Den anden formel udsiger, at vi kan teelle antallet af elementer i X ved at teelle elementerne
i hver bane og leegge antallene sammen: i hver bane af leengde p er der p elementer, sa de
m (o) baner af leengde p bidrager med p-m, (o) til summen.

For en given maéengde X afhanger de mulige typer kun af elementantallet n» = | X|. Hver
type svarer til en partition af » som en sum af et antal 1-taller, et antal 2-taller osv. Forn = 4
er partitionerne:

1+414+1+1=2+2=143=1+1+2=4
svarende til de 5 typer 14, 22, 1131, 1221 41,
(2.17) Eksempel. De 24 permutationer i S4 deles i 5 typer:
cykelbillede type baneantal antal

) ) () 17 4 1
(k%) (k%) 22 2 3
(x)(x %) 1131 2 8

(%) (%) (x %) 1221 3 6
(% % % %) gt 1 6

Typen 1% fastlegger gjensynlig identiteten. Typen 22 fastleegger en dobbelttransposition, dvs
et produkt af to disjunkte transpositioner. Ved en dobbelttransposition i S4 skal tallet 1 om-
byttes med et af tallene 2, 3, 4, og de to resterende tal skal ombyttes. Dobbelttranspositioner
er altsa helt bestemt ved det tal, som 1 ombyttes med; der er altsa 3 dobbelttranspositioner i
S4. Typen 113! fastleegger 3-cyklerne. For en 3-cykel i S, er der 4 muligheder for fixpunktet,
og nar fixpunktet er fastlagt, er der to 3-cykler, som permuterer de tre gvrige tal; der er altsa
4 .2 = 8 cykler af l&ngde 3 i S4. Typen 1221 fastleegger en transposition. En transposition
er bestemt ved fastleeggelsen af de to tal, der ombyttes; der er altsa (‘2‘) = 6 transpositioner
i S4. Endelig fastleegger typen 41 en 4-cykel. Notationen for en 4-cykel kan vealges med et
bestemt tal, fx 1, pa farstepladsen; der er altsd 3 - 2 - 1 = 6 cykler af leengde 4 i Sy4.
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(2.18) Fortegn. For en permutation o af en endelig maengde X defineres fortegnet, sign(o),
som tallet,

sign(o) := (=1)*, hvork = |X| — m(o) = Z(p — Dmy (o). (2.18.1)

Her er m (o) antallet af baner for o, og m,, (o) er antallet af baner af l&engde p. De to udtryk
for k = k(o) erens ifglge (2.16.1).

Antag at X har n elementer. ldentiteten har alle elementer i X som fixpunkter, sa alle
baner er et-punkts-baner. For identiteten har vi altsd my = n, ogmy = m3 = --- = 0. Typen
er altsa 1", og baneantallet er m = n. Fortegnet for identiteten er (—1)"~" = 1.

Betragt en p-cykel v, hvor p > 1. Da er der én bane, som indeholder p elementer, og de
gvrige n — p elementer er fixpunkter. Vihar altsém1(y) =n—p,m,(y) = 1,09m4(y) =0
forg # 1, p. Typener altsd 1”7 p! og baneantalleter m = n — p + 1. Specielt er fortegnet
for en p-cykel lig med (—1)"~" = (—1)?~1,

Bemark specielt, at en transposition har fortegnet —1.

For en given permutation o er tallet m, (o) antallet af p-cykler, der indgar i cykelfrem-
stillingen af o. Enhver p-cykel kan skrives som produkt af p — 1 transpositioner, jfr (2.9.3).
Summenk =) (p—1)m,(c)i(2.18.1) er derfor det antal transpositioner, der fremkommer,
nar man i cykelfremstillingen skriver hver p-cykel som produkt af p — 1 transpositioner. Det
falger specielt, at o kan skrives som produkt af £ transpositioner.

(2.19) Lemma. Lad t veare en transposition og lad o vere en vilkarlig permutation af den
endelige mangde X. Da gelder for baneantallene ligningen,

m(to) =m(o) £ 1. (2.19.1)

Bevis. Lad a og b veere de to elementer, der ombyttes af 7. Som naevnt i (2.11) udger banerne
for o en klassedeling af X. Der er to tilfeelde: Banerne B, (o) 0g By(o) er disjunkte eller de
er ens.

Betragt det forste tilfeelde, hvor banerne B, (o) 0g By (o) er disjunkte. Lad deres leengder
vaere p og g. Vi har altsa

Bu,(0) ={a =a1,az,...,a,}09 By(0) ={b=b1,b2,...,b4},
hvor o (a,) = a 0g o (b,) = b. Det péstas, at
Bu(to) ={a1,...,ap, b1, ..., by} (1)
Hertil skal vi betragte billederne (to')! (a). Vihara = a1. Forl <i < pharvio (a;) = a;1,
og da a; 11 ikke flyttes af 7, er to(a;) = a;+1. Fori = p har vio(a,) = a; 0g dermed
to(ap) = t(a) = b = by. Videre folger det for 1 < j < ¢, atvi har to(bj) = bj41.

Endelig far vi for j = ¢, at to(b;) = t(b) = a = a1. Hermed har vi vist ligningen (1).
De to baner B, (o) og By, (o) for o er altsa forenet til én bane for zo. De gvrige baner for o
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bestar af elementer, der ikke flyttes af z, og de er derfor ogsa baner for ro. Altsa far vi, i det
farste tilfeelde, ligningen,
m(to) =m(o) — 1.

Betragt det andet tilfeelde, hvor B, (o) og By(o) er samme bane. Da b € B, (o), har vi
b = ap+1 med et passende p > 1, og kan antage, at banen har leengden p 4- g. Daer

Ba(a) = {alv e 9ap7 b19 ML) bq}9

hvor o(a,) = b1 = b ogo(by) = a1. Forl < i < p farvi to(a;) = aij41, 0g for
i = pharvito(ay) = t(b1) = a1. Altsd er B,(to) = {a1,...,ap}. Tilsvarende er
By(to) = {b1, ..., by}. Denene bane B, (o) splittes altsé i to baner for o'. De gvrige baner
for o bestar af elementer, der ikke flyttes af 7, og de er derfor ogsa baner for ro. Altsa far
vi, i det andet tilfeelde, ligningen,

m(to) =m(o) + 1.
Folgelig geelder (2.19.1) i begge tilfelde. a

(2.20) Hovedsatning. For permutationer 1« 0g o af den endelige maengde X geelder ligning-
en for fortegnene,
sign(uo) = sign(w) sign(o). (2.20.1)

Bevis. For en transposition 7 har vi ifglge Lemma (2.19), at m(to) = m(c) £ 1. Altsa er
|X| —m(ro) = |X| — m(o) F 1. Heraf fas ligningen for fortegnene,

sign(to) = (—1) sign(o). (1)

For et produkt 71 - - - 7 af k transpositioner fglger det, ved gentagen anvendelse af (1), at
sign(ty - - - ) = (=1)k.

Ifalge Hovedsatning (2.14)(1) kan x og o fremstilles som produkter af transpositioner. An-
tag, at der indgar & transpositioner i en fremstilling af .« og [ transpositioner i en fremstilling
af o. Af fremstillingerne fas en fremstilling af ;1o som produkt af k 4/ transpositioner. Altsa
er

sign(uo) = (= = (=) (=1)' = sign(u) sign(o).
Hermed er (2.20.1) bevist. a

(2.21) Definition. En permutation o af den endelige mangde X kaldes lige, hvis den kan
skrives som et produkt af et lige antal transpositioner, og ulige, hvis den kan skrives som et
produkt af et ulige antal transpositioner. Her medregnes fremstillingen af identiteten som et
produkt af ingen transpositioner (hvor antallet er 0), sa identiteten er en lige permutation.

Ifalge Hovedsztning (2.14)(1) kan enhver permutation skrives som et produkt af trans-
positioner. Enhver permutation er altsa lige eller ulige. Men pa forhand er det ikke klart, at
en permutation o ikke kan vere bade lige og ulige. Det kunne jo teenkes, at o bade kunne
fremstilles som et produkt af et lige antal transpositioner og som et produkt af et ulige antal.
At dette ikke kan vere tilfeeldet, fremgar af det fglgende resultat.
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(2.22) Korollar. En permutation n af en endelig maengde er lige, hvis og kun hvis den har
fortegnet 1, og ulige, hvis og kun hvis den har fortegnet —1. De lige permutationer udger en
undergruppe i gruppen af alle permutationer. Hvis X har mindst 2 elementer, er det preecis
halvdelen af permutationerne, der er lige.

Bevis. En transposition har fortegnet —1. Ved gentagen anvendelse af (2.20.1) falger derfor,
at hvis w er et produkt af k transpositioner, sa har . fortegnet (—1)%. Heraf folger den farste
pastand.

Af en fremstilling af . som produkt af £ transpositioner og en fremstilling af o som et
produkt af / transpositioner far vi umiddelbart en fremstilling af ;o som et produkt af k& + 1
transpositioner. Specielt falger det, at hvis 1« og o er lige permutationer, sa er ogsa o en lige
permutation. Heraf fremgar, at de lige permutationer udger en stabil delmangde af gruppen
Sx af alle permutationer. Som navnt er identiteten en lige permutation. Hvis permutationen
w er skrevet som produkt af k transpositioner,

W=T1-- Tk,
sa far vi fremstillingen for den inverse permutation,
-1 -1 -1
M :‘Ek .‘L’l :‘L’k...fl,

hvor det sidste lighedstegn felger af at en transposition er sin egen inverse. Det fremgar
specielt, at hvis y er lige, sa er ogsé .~ lige. Hermed er vist, at de lige permutationer udgar
en undergruppe.

Hvis X indeholder mindst to elementer, sa findes der en ulige permutation 7 af X, fx en
transposition. Det fremgar af overvejelserne ovenfor, at en permutation w er lige, hvis og
kun hvis T er ulige. Ved u +— 7 defineres altsd en afbildning fra maengden L af lige
permutationer til mangden U af ulige permutationer. Afbildningen er bijektiv. Den inverse
afbildning er nemlig givet ved den samme forskrift v — tv, idet ttu = . Der er derfor
samme antal permutationer i L og U, og da summen af de to antal er lig med antallet af alle
permutationer, ma de hver for sig veere det halve af antallet af alle permutationer.

Hermed er alle korollarets pastande bevist. a

(2.23) Definition. De lige permutationer i den symmetriske gruppe S,, udger ifglge korollaret
en undergruppe. Denne undergruppe kaldes den alternerende gruppe af grad n, og den
betegnes A,,.
Forn = 1, bestar den symmetriske gruppe S; kun af identiteten, som er en lige permutation.
Vi har altsa, at A; = Sy er den trivielle gruppe med ét element, som vi ogsa betegner C;.
For n > 2 falger det af korollaret, at A, bestar af halvdelen af permutationerne i S,.
Gruppen A, har altsg orden 1n!.

(2.24) Seetning. Lad X vere en endelig meengde. Da gelder:

(1) Enhver lige permutation o af X kan fremstilles som et produkt af 3-cykler.

(2) Erdergivetto forskellige elementera, b € X, kan der i fremstillingen veelges 3-cykler
af formen (a b x) forx € X \ {a, b},

(3) Er X = {x1,...,x,} en nummerering af elementerne i X, kan der i fremstillingen
veelges 3-cykler af formen (x; x; 11 xj12) fori =1,...,n — 2.
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Bevis. Det fglger af Hovedsatning (2.14)(2), at o kan skrives som produkt af et antal trans-
positioner af formen (a x) med et fast element a. Antallet er lige, da o er en lige permutation.
Vi kan derfor multiplicere faktorerne to og to. Betragt et produkt (a x)(a y). Hvis x = y,
er produktet blot identiteten. Hvis a, x, y er forskellige, finder vi (ax)(ay) = (a yx), sa
produktet er en 3-cykel. Hermed er (1) bevist.

Ifalge beviset for (1) kan o skrives som produkt af 3-cykler af formen (a y x). Det er
derfor nok at vise, at enhver sadan 3-cykel kan skrives som produkt af 3-cykler af formen
(a bx). Hvis y = b er dette naturligvis oplagt. Hvis x = b, falger pastanden af ligningen,

(ayb)=1(aby)aby).

Endelig, hvis bade x og y er forskellige fra b, sa falger pastanden af ligningen,

(ayx)=(abx)(aby)(aby).

Hermed er (2) bevist.

Ifglge (2) kan o skrives som produkt af 3-cykler af formen (x1 x2 x;), fori =3, ..., n. Vi
viser, ved induktion efter i, at enhver sadan 3-cykel kan skrives som et produkt af 3-cyKler,
der cykler naboer. For i = 3 har vi cyklen (x1 x2 x3), som selv er en 3-cykel af naboer. For
i = 4 fremgar pastanden af ligningen,

2
(x1x2 x4) = (x1x2 x3) (X2 X3X4)°,

som let eftervises. | induktionsskridtet bruges for i > 4 ligningen,

2
(x1x2xi41) = (Xi—1 X xi41) (X1 x2 X)) (X —1 X; Xj41)°,

som let eftervises. Pa hgjresiden er den anden 3-cykel induktivt et produkt af 3-cykler af
naboer, og de gvrige 3-cykler er selv 3-cykler af naboer. Hermed er ogsa (3) bevist. a

(2.25) Eksempel. 15-spillet er et velkendt puslespil. Det spilles med 15 brikker placeret pa
et breet med 4 x 4 = 16 felter. Et af felterne er altsa tomt. Et (tilladt) treek bestar i at en brik
kan skubbes hen pa nabofeltet, safremt dette er tomt. Felterne er naturligt nummereret fra
1 til 16; reekkefalgen fremgar af den farste figur, hvor der er placeret en brik meerket med i
pa felt nummer i. Felt nummer 16 er tomt. Pa den naeste figur er der flyttet rundt pa de 15
brikker. Kan man med tilladte treek komme fra den forste figur til den anden?

1 2 3 4 4 8 |12 | 15 g 0 S a
5 6 7 8 3 7 |11 | 14 S vV | & r
9 |10 | 11 | 12 2 6 | 10 | 13 u d e n

13 | 14 | 15 1 5 9 t a |
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Det er bekvemt at teenke sig, at en ,tom brik* er placeret pa det tomme felt. Et tilladt treek
bestar sa i at ombytte den tomme brik med en brik fra et af nabofelterne. En omflytning af
brikkerne fra én placering til en anden kan angives ved den permutation i S1g, der er bestemt
ved at brikken pa felt nummer i er flyttet hen pa felt nummer o (i). Bemaerk, at permutationen
beskriver, hvordan brikkerne bliver flyttet; den er uafhaengig af hvordan brikkerne er market.
Et tilladt treek er en transposition: den tomme brik ombyttes med en af naboerne. Det er
naturligvis ikke alle transpositioner, der kan udfgres med et tilladt treek. 1 udgangsstillingen
kan vi fx kun udfere transpositionerne (1516) og (12 16). Transpositionen (12 16) farer
brikken pa det 12°te felt hen pa det sidste felt, og felt nummer 12 bliver tomt. Herefter kan
vi udfgre transpositionerne (8 12), (1112) og (16 12).

Betragt fx den tredie figur. Vi kan flytte brikken ‘n’ ned pa det tomme felt, altsa udfere
transpositionene (12 16). Herefter er felt nummer 12 tomt, og vi kan flytte brikken ‘e’ hen pa
det tomme felt, dvs udfare transpositionen (11 12). Herefter kan vi flytte brikken ‘I’ op pa felt
nummer 11, dvs udfere transpositionen (11 15). Endelig kan vi flytte brikken ‘n’, der nu star
pa felt nummer 16, hen pa felt nummer 15, dvs udfgre transpositionen (15 16). Det er maske
lettest at teenke pa, at den ,tomme brik” blev flyttet farst et skridt opad, sa et skridt til venstre,
sa et skridt nedad, og til sidst et skridt til hgjre (hvorved den endte hvor den begyndte). I alt
udfarte vi permutationen,

(1516)(11 15)(11 12)(12 16) = (11 12 15).

Betragt tilsvarende permutationen, der fagrer den ferste figur til den anden. Den er bestemt
ved at brikken pa felt nr 1 er flyttet til felt nr 13, altsa ved 1 — 13, brikken pa felt nr 2 er
flyttet til felt nr 9, altsa ved 2 — 9, osv. Cykelfremstillingen af permutationen er produktet,

(113123514829154)(610117)(16).

Betragt en vilkarlig placering, der kan fremkomme af den farste figur ved en raekke tilladte
treek. Hvert tilladt treek farer den tomme brik til et af nabofelterne. Pa den farste figur er den
tomme brik placeret pa felt nummer 16. Antag, at ogsa den fremkomne placering har den
tomme brik pa felt nummer 16. Det fglger sa, at der ma vaere anvendt et lige antal tilladte
treek, endda et lige antal ,,vandrette” traek og et lige antal ,,lodrette” treek. Da hvert tilladt traek
er en transposition sluttes, at den permutation, der beskriver den fremkomne placering, ma
veare en lige permutation. Det er i gvrigt ikke sa sveert at vise, fx ved brug af Sztning (2.24),
at man faktisk kan opna enhver placering, der beskrives ved en lige permutation og har den
tomme brik pa sidste felt.

Permutationen ovenfor har typen 1141111, og derfor fortegnet (—1)1—3 = —1. Den er
derfor ulige. Placeringen pa den anden figur kan derfor ikke opnas ved tilladte treek fra den
farste figur. Hvordan kan placeringen af brikkerne pa den tredie figur @ndres med tilladte
treek saledes, at der kommer til at sta ,,0gsa sveer uden tal*?

(2.26) Opgaver.
1. Lad y veere en p-cykel. Vis, at y2 er en p-cykel, ndr p er ulige, og at 2 ikke er en cykel,
nar p er lige (og forskellig fra 2).
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2. | den direkte notationer o = (9,7,5, 3,8, 1,6,4,2) en permutation o € Sg. Bestem
fremstillingen af o og af o ~1 som produkt af disjunkte cykler.

3. Skriv permutationen (1374)(15763)(12)(142) som produkt af disjunkte cykler.

4. Ved x — 7x + 3 bestemmes en bijektiv afbildning o: Z/10 — 7Z/10. Idet tallene
1,2, ..., 10identificeres med deres restklasser modulo 10, opfattes o som permutation i Sp.
Angiv o i den direkte notation. Angiv fremstillingen af o som produkt af disjunkte cykler.

5. Ved x — x3 defineres en permutation o af Z/15 og dermed en permutation i Sys. Vis, at
o er bijektiv ved at angive fremstillingen af o som produkt af disjunkte cykler.

6. Angiv de mulige cykeltyper for permutationerne i Ss og Sg.

7. Bestem fortegnet for permutationen (9, 7, 5, 3, 8, 1, 6, 4, 2) (i den direkte notation).
8. Ved x — —x bestemmes en permutation af Z/n. Bestem permutationens fortegn.
9. Angiv de mulige cykeltyper for permutationerne i A4, As, 0g Ag.

10. Vis, at A, ikke er kommutativ, nar n > 4.

11. *Betragt n-cyklen y,, = (12 ... n) og transpositionen t = (12) i S,,. Vis, at de to
permutationer frembringer gruppen S,, i den forstand, at enhver permutation i S,, kan skrives
som et produkt af faktorer, hvor hver faktor er en af de to permutationer y,, og t.

X1 .ev Xp
Y1 Yn

7=

i<j }’j_}’z

12. *For en tabelfremstilling o = (
tal, og vi kan betragte brgken,

) af en permutation o € S,, er x;’erne og y;’erne

Ingen af naevnerne er O, da tallene y; er forskellige. Mere precist ser vi, at differenserne
yj — yi pa ner fortegn er samtlige differenser mellem to af tallene 1, ..., n. Vis, at brgkens
veerdi er £1. Vis, at brekens veerdi ikke &ndres, nar to nabosgijler i tabellen ombyttes, og
slut, at brekens verdi s := s(o) kun afhanger af o og ikke af den valgte tabelfremstilling.
Vis, at s(ou) = s(o)s(u). Vis, at s(o) = sign(o).

13. Lad 0 = (01, ...,0,) € S, veere en permutation i S,, (i den direkte notation). Ved en
inversion for o forsts et par af indices (i, j) medi < j og o; > oj. Antallet af inversioner
£(o) bestemmes sadan: Gennemlgb pladserne, fori = 1,...,n, og tel for hver plads i

hvor mange gange, der pa en senere plads j star et tal, der er mindre end det i'te: o; < o;.
Antag, at oy > ox41, 0g lad o’ veere permutationen, der (i den direkte notation) fas fra o
ved at ombytte tallene oy 0g oxy1. Vis, at £(c’) = £(o) — 1. Vis, at o/ = o1, hvor
7 er nabotranspositionen t, = (k k+1). Slut heraf, at o kan skrives som produkt af £(o)
nabotranspositioner, og specielt, at sign(o) = (—1)¢©).

14. Lad p(n) veere antallet af cykeltyperiS,,, altsa antallet af partitioner af n, og lad pj, (n) vaere
antallet af typer, hvor leengden af den starste bane er 4. @jensynliger p(n) = > ) _; pn(n).

Vis rekursionsformlen: p,(n) = 1ogforh < ner p,(n) = Zj?zl pj(n —h).
15. Lad der vaere givet en bijektiv afbildning u: X — Y. Ger rede for, at hvis o er en permu-

tation af X, sd er “o := po ™! en permutation af Y. Vis, at hvis o er produkt af disjunkte
cykler (x1 ... x,), sd er “o produkt af de tilsvarende disjunkte cykler (s(x1) ... n(xp)).
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16. *Med k = k(o) = n —m(o) = ) (p — 1)m,(o) som i GRP(2.18.1) kan o skrives
som produkt af k transpositioner. Vis, at o ikke kan skrives som produkt af ferre end k
transpositioner.

17. Bestem cykelfremstillingenaf (123 ... n)---(1234)(123)(12).
*Bestem cykelfremstillingen af (12)(123)(1234)---(123 ... n).

18. Antag, at X er en ordnet mangde med n elementer. Vis, at enhver permutation o af X
har en entydig fremstilling som et produkt af falgende form (med k£ > 0 transpositioner):

o = (i1 j1) - Gk jx), hvorig < jofors =1,...,k0g j1 <--- < ji, *)

0g at n — k er antallet af baner for o. [Vink: For o = id anvendes den tomme fremstilling
(k = 0). For o # id kan man lade j(o) betegne det starste element, der flyttes af o.
Begrund, at i en fremstilling (*) ma der gelde j (o) = ji 09 o (ix) = jk, 0g benyt dette til at
vise pastanden ved fuldsteendig induktion efter j(o).]

Stirling-tallene af farste art, for n > 0 0g 0 < m < n, er antallene,

[n ] := antallet af permutationer i S, med m baner.
m

Vis, at

n .. .
A
1<j<je<<jesn—1
[Vink: Tzl antallet af fremstillinger (*), fx nar X = {0,1,...,n — 1}.]
Udled, ved at multiplicere parenteserne, falgende ligning mellem polynomier:

xx+1)---x+n-1 = Zr[:l]xr.
19. Stirling-tallene af anden art, forn > 0 0g 0 < m < n, er antallene,
{ " } = antallet af klassedelinger af {1, ..., n} med m klasser.
m

| en klassedeling af X = {1, ..., n} med m klasser kan man (entydigt) nummerere klasserne
X1, ..., X, sadan, at nar h; er det mindste tal i X;, saer hy < hy < --- < hy,. Djensynlig
ersa hy = 1,09 h,, < n. Falgen hy, ..., h, kan alternativt bestemmes ud fra falgen
ai, ..., ay, hvor a; er antallet af tal 2 som opfylder h; < h < h;y1 (hvor hy, 41 = n + 1).
Overvej nu:

de aj tal h med hy < h < ho ligger alle i X1;

de ap tal h med ho < h < hs ligger i X1 elleri X»;

de as tal h med hs < h < hg liggeri X1 eller i X, eller i X3; osv.
Slut heraf, at for en given fglge a1, . . ., a,, er der 191292 .. . ;% muligheder for klassedelin-
gen. Vis herved, at

T D D R D DIV Ty

art--tam=n—m I<h<pe< < jn-m<m
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3. Cykliske grupper.

(3.1) Indledning. | det falgende betegner G en fast (multiplikativt skrevet) gruppe, med
neutralt element e. Som naevnt i (1.6) kaldes en delmangde H C G en undergruppe af G,
hvis fglgende betingelse er opfyldt:

(T) Delmangden H er stabil, det neutrale element e ligger i H, og for alle x i H ligger

ogsd x~1iH.
Trivielt geelder betingelsen, nar H := G opfattes som delmangde af sig selv. Dae-e = e 0g
e~1 = e, gaelder betingelsen ogsa for delmangden H := {e}. De to delmangder G og {e} er

altsa undergrupper i G. De kaldes ogsa de trivielle undergrupper af G. En undergruppe H
kaldes en a&gte undergruppe, hvis H C G.
| dette kapitel vil vi naermere betragte de sakaldte cykliske undergrupper.

(3.2) Potenser. For hvertelement g € G defineres potensen g med eksponentn € Z saledes:
Forn > 0O saettes

g§ =888
for n = 0 seettes g0 := ¢, og for n > 0 seettes g~ := (g~ 1)". Specielt, forn = 1, erg! = g,
og for n = —1 er potensen g1 det inverse element til g.
Herom gelder potensreglerne, for alle n, p € Z, og alle g, h € G,

gt =g, 0)
g =gl g", (1)
g =(g")", (2)
(gh)" = g"h", nar gh = hg. (3)

Reglen (0) var jo en del af definitionen. Betragt de resterende potensregler. Nar p og n er
positive falger ligningerne umiddelbart: Vi har

p+n p n
— —_——
idet antallet af faktorer pa hgjresiden er p + n; videre er
p p
g =(---g - (g--g, medn parenteser,

idet antallet af faktorer pa hgjresiden er pn; endelig er

n n n

—_— —_—— —

thi af de 2n faktorer pa venstresiden er n faktorer lig med g og n faktorer lig med £, og dem
kan vi kommutere, da gh = hg.

Hvis n = O eller p = 0 falger de tre ligninger umiddelbart. Hvis p og/eller n er negative,
kan de tre regler vises ved at opdele i en raekke tilfelde afhaengige af fortegnene af tallene p,
n, p+nog pn.
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Hvis gruppen G er kommutativ og additivt skrevet, anvendes altid additiv notation for
potenserne: Den n’te potens af et element g, for n > 0, er bestemt som

n

g+g+--+g,

Det er derfor naturligt at betegne den n’te potens med ng. For n = 0 er altsd 0g = 0 og for
n > 0er (—n)g = n(—g). Med denne notation er potensreglerne falgende:

lg=g, (p+n)g=pg+ng, (pn)g=png), n(g-+h)=ng+nh.

Bemerk, at den tredie potensregel er uden forbehold, idet en additivt skrevet gruppe altid
antages at vaere kommutativ.

(3.3) Bemarkning. Alternativt kan potensreglerne bevises ved et induktionsargument. Hertil viser vi
farst, for et givet element g € G, at potenserne = (n) := g", som funktion af n € Z, er karakteriseret ved
ligningerne,

al)=g, a(n+1)=n)- -gforallen cZ. (%)

Eller anderledes udtrykt: Funktionen z(n) := g" opfylder ligningerne, dvs ¢! = g og g"*! = g"g,
og det er den eneste funktion, der gar det. Af (*) fas nemlig farst 7(2) = #(1)g = g - g, dernast
7(3) =7(2)g =g - g - g 0g induktivt, for n > 0, felger det, at =7 (n) = g - - - g med n faktorer. Videre fés af
(*), ved multiplikation med g1, at 7 (n) = n(n + 1)g~1, og s& fés 7(0) = w(1)g~! = gg~! = e, dernast
7(=1) =7(0)g !t =egt = g1, dernast 7(—2) = n(—1)g~t = g1 - g%, og induktivt, for n > 0, falger
det, at 7 (—n) = g~1.-- ¢~ med n faktorer.

Af dette resultat kan vi udlede potensreglerne. For at vise den farste betragtes, for et fast p € Z,
funktionen 7 (n) := (g”)"tg?*". Bjensynlig er 7 (1) = (g”)'gPg = g, 0g

mn+1) = (g")TgP "t = (gP)TgP g = m(n)g.

Altsa er ligningerne (*) opfyldt. Falgelig er 7 (n) = g", dvs (g?)"1gP*" = ¢". Multiplikation med g” fra
venstre giver s den farste potensregel.

For at vise den anden betragtes, for et fast p € Z, funktionen = (n) := g?". @jensynlig er = (1) = g”, 0g
ved brug af farste potensregel fas

m(n+1) =gh*P =glgl = m(n)g”.

Altsa er ligningerne (*) opfyldt med ¢ := g”. Falgelig er = (n) = (g”)", dvs g”" = (gP)".

Antag nu, at gh = hg. Forat vise den tredie potensregel viser vi farst, at der for alle n geelder gh™ = h"g.
Hertil betragtes funktionen = (n) := g~1h"g. @jensynlig er 7 (1) = g~ *hg = g~tgh = h, og

an+1) =g Wtlg =g I hg = g7 W gh = 7 (n)h.

Folgelig er 7(n) = h", dvs g~1h"g = h". Ved multiplikation med g fra venstre fas den gnskede ligning
h"g = gh". Dernast betragtes funktionen z (n) := g"h". @jensynlig er = (1) = gh, 0g

m(n+1) =g" "t = g"gh"h = g"h"gh = m(n)(gh).

Falgelig er w(n) = (gh)", dvs g"h" = (gh)".



GRP 3. Cykliske grupper 77

(3.4) Elementorden. For et element g i G er der to muligheder: Enten er g £ e for alle
n > 0, eller ogsa findes naturlige tal n sdledes, at g” = e. | det forste tilfelde siges g at have
uendelig orden, og vi skriver |g| = oo. | det andet tilfeelde defineres g’s orden, betegnet |g|,
som det mindste naturlige tal » saledes, at g" = e.

Tallet 1 er det mindste naturlige tal, og vi har g1 = e, hvis og kun hvis g = e. Heraf ses,
at det neutrale element e i G altid har orden 1, og at alle andre elementer i G har orden starre
end 1.

(3.5) Seetning. Lad g vare et element i G. Da er delmangden,

1

(g):={....g % g egg%g .}

bestaende af alle potenser g', en undergruppe af G. Hvis g har uendelig orden, sa gaelder for
alle hele tal i, j, at g' = g/, hvis og kun hvisi = j; i dette tilfelde er (g) uendelig. Hvis
g har endelig orden n, s& galder for alle hele tal i, j, at g' = g/, hvis og kun hvisi = j
(mod n); i dette tilfelde er de n potensere, g, ..., g" ! forskellige, og

() =1{e.g....g" % (3.5.1)

specielt har (g) orden n.
I begge tilfelde gealder altsa, at g’s orden er lig med ordenen af undergruppen (g).

Bevis. Delmangden (g) er stabil, idet vi for to potenser g og g/ har gig/ = g'*/ e (g)
ifalge den farste potensregel. Det neutrale element e tilhgrer (g), idet e = g°. Endelig har
vi for hver potens g/, at (g')~1 = g~/ e (g). Folgelig er (g) en undergruppe.

For hele tal i, j er g/ = g/, hvis og kun hvis g'~/ = e. Den anden ligning fas nemlig
af den farste ved multiplikation med g =/, og den farste fas af den anden ved multiplikation
med g/.

Antag, at g har uendelig orden. Hvis g = g/, kan vi antage, ati > j. Altsder g’/ = e,
hvori — j > 0. Da g har uendelig orden, folger det, ati — j = 0, altsa at i = j. Heraf ses,
ati — g’ er eninjektiv afbildning Z — G. Billedmangden er gjensynlig (g), s& specielt er
(g) uendelig.

Antag, at g har endelig orden . Betragt en potens g*. Ifglge Saetningen om division med
rest findes hele tal ¢ og r séledes, at k = gn +r 0g 0 < r < n. Falgelig finder vi,

=g = (¢")ig" =elg" =g

Heraf fremgar specielt, at venstresiden i (3.5.1) er indeholdt i hgjresiden, og dermed at lighed
gaelder. Dan er ordenen af g 0og 0 < r < n, falger det yderligere, at g" = ¢, hvis og kun hvis
r = 0. Altsé er g&¥ = ¢, hvis og kun hvis r = 0, dvs hvis og kun hvis n | k.

For hele tal i, j er g/ = g/, hvis og kun hvis g'=/ = ¢. Af det lige viste, med k :=i — j,
folger derfor, at g' = g/, hvis og kun hvisi = j (mod n). Nar0 < i, j < n, falger det
specielt, at g/ = g/, hvis og kun hvis i = j. De n potenser pé hgjresiden af (3.5.1) er altsa
forskellige.

Hermed er pastandene ogsa vist i tilfaeldet, hvor g har endelig orden. Satningens sidste
pastand er en umiddelbar konsekvens af det allerede viste. a
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(3.6) Korollar. Antag, at elementet g i G har endelig orden n. Da gelder for hvert helt tal
k, at gk = e, hvis og kun hvis n gar op i k.

Bevis. Pastanden er blot specialtilfeeldet i := k og j := 0 i Setningen. a
(3.7) CykKlisk gruppe. Hvis ¢ € G har endelig orden n, felger det af Setning (3.5), at
potenserne g’ fori =0, ..., n — 1 er forskellige, og at de herefter gentages cyklisk,

gn — e’gn—{—l — g’.”’an—l :gn—l’an —e, g2n+1 =g, ....

Undergruppen (g) bestéende af alle potenser g’ kaldes, i alle tilfalde, den cykliske under-
gruppe frembragt af g. Det fremgar af Saetning (3.5), at undergruppens orden, altsa element-
antallet i (g), altid er lig med g’s orden.

Hvis gruppen G er endelig, er (g) ogsa endelig. Det farste tilfeelde i Seetning (3.5) er derfor
udelukket. I en endelig gruppe har altsa alle elementer endelig orden, endda hgjst orden lig
med gruppens orden |G|. Vi skal senere se, at ordenen af et element altid er divisor i |G]|.

Det er vaerd at bemaerke, at hvis g ligger i en undergruppe H af G, saer (g) € H, dvsalle
potenser g’ tilhgrer H. Da H er stabil, far vi nemlig, fori > 0,atg’ = g---g € H. Trivielt
er g% = e € H. Ogendelig far vi, fori < 0,at g’ = (¢7))~1 € H. Altsder (g) C H.

Gruppen G kaldes en cyklisk gruppe, hvis der findes et element g € G saledes, at G = (g).

Bemark, at ,,regning“i en cyklisk gruppe G = (g) foregar ved addition af eksponenterne:
g'g/ = g'tJ. Huvis gruppen har endelig orden n, kan eksponenterne adderes modulo n.
Bemaerk specielt, at en cyklisk gruppe er kommutativ, idet g'g/ = git/ = g/t = gigi,

(3.8) Eksempel. Betragt gruppen Z, af hele tal med addition som komposition. For et helt
tal g er den additive potens ng blot produktet n - g. Den cykliske undergruppe (g) frembragt
af et helt tal g bestar altsa af alle produkter,

(g) ={ng|neZ}

Denne undergruppe betegnes ogsa gZ eller Zg. For g = 0 fas den trivielle undergruppe
Z0 = {0} bestaende alene af 0. For g = 1 har vi gjensynlig Z1 = Z. Gruppen Z er altsa den
cykliske gruppe frembragt af tallet 1. For ¢ > 1 er Zg en ikke-triviel undergruppe af Z; den
bestar af de hele tal, som er multipla af g.

(3.9) Eksempel. Betragt den (additive) restklassegruppe Z/n, defineret i (1.11). For en
restklasse [x]i Z/n og i > 0 far vi for den additive potens,

i i

i[x]=[x]—|—---—|—[x]:[x—i—---—l—x]z[ix].

For i = 0 har vi 0[x] = [0] = [0x], og fori < O farvii[x] = —(—=i)[x] = —[—ix] = [ix].
Ligningen i[x] = [ix] geelder altsa for alle hele tal i. Specielt far vi for x = 1, at i[1] = [i].
Den cykliske undergruppe frembragt af restklassen [1] bestar altsa af alle restklasser [i].
Restklassegruppen Z/n er altsa cyklisk, frembragt af restklassen [1].
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(3.10) Eksempel. Betragt for et naturligt tal » den (multiplikative) gruppe (Z/n)* af primiske
restklasser. Elementerne i (Z/n)* er restklasser [a] modulo n, hvor a er primisk med n. Det
neutrale element er restklassen [1], og gjensynlig er [a]? = [a“]. Ordenen af en primisk
restklasse [a] er altsd det mindste positive tal d sledes, at [a?] = [1], eller, med andre ord,
det mindste positive tal 4 saledes, at

a’=1 (mod n).

Restklassen [1] har orden 1 og restklassen [—1] har orden 2, ndr n > 2. | almindelighed er
der ikke nogen ,,formel* til bestemmelse af ordenen.

Betragt for eksempel de primiske restklasser modulo 7. Der er 6 restklasser, [1], [2], [3],
[4], [5], [6]. Vi finder

2l=2 22=4, 282=1;
31=3 32=2 33 =6, 3*=4, 3=5 3°=1.

Det folger, at restklassen [2] har orden 3 og at restklassen [3] har orden 6. Specielt ses, at
gruppen (Z/7)* er cyklisk, frembragt af restklassen [3]. Man kan vise, at der for hvert primtal
p geelder, at gruppen (Z/ p)* af primiske restklasser modulo p er cyklisk.

(3.11) Eksempel. Den cykliske (multiplikative) gruppe C,,, defineret i (1.13), bestar af de
n potenser ¢4, fora =0,...,n — 1, hvor ¢, = e2mi/n \fj har ¢" = 1, sd ¢, har orden n.
Gruppen C,, er altsa den cykliske undergruppe af C* frembragt af ¢,,.

(3.12) Eksempel. Diedergruppen D4 har orden 8. Den bestar af identiteten id, af to drejninger
D og D~ med vinkler £ /2, videre af D?, som er drejningen med vinklen 7 (eller multipli-
kation med —1), samt endelig af 4 spejlinger S; = DS fori =0, ..., 3. Drejningerne D og
D~ har orden 4, og de frembringer den samme cykliske undergruppe af orden 4. Drejningen
D? har orden 2, og frembringer altsd en cyklisk undergruppe af orden 2. Spejlingerne har
ligeledes orden 2, og hver spejling frembringer altsa en cyklisk undergruppe af orden 2.

De cykliske undergrupper af D4 er saledes gruppen (id) = {id} bestaende alene af identite-
ten, den cykliske undergruppe (D) af orden 4 frembragt af D, heri den cykliske undergruppe
(D?) af orden 2, samt yderligere 4 undergrupper (S;) af orden 2 frembragt af de 4 spejlinger.

(3.13) Eksempel. Kvaterniongruppen Qg har orden 8. Identiteten 1 frembringer den trivielle
gruppe (1) = {1}. Matricen —1 frembringer en cyklisk undergruppe af orden 2. For matricen
i harviil =i, i = —1, og dermed i® = —i og i* = 1. Matricen i har alts orden 4, og

(hy ={1,1, -1, —i}

er altsa en cyklisk undergruppe af orden 4. Tilsvarende har vi yderligere to cykliske under-
grupper (j) og (k) af orden 4.
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(3.14) Eksempel. Lad X veere en endelig maengde, og betragt den fulde permutationsgruppe
Sx. Foren p-cykel y = (x1 ... xp) har vi gjensynlig y?(x;) = x;4;, hvor indices regnes
modulo p, og ¥ (x) = x, nar x er forskelligt fra x;j’eme. Fori =1,..., p — 1 falger det
specielt, at y? (x1) = xj41 # x1. Altsder y! #idfori =1,..., p— 1. Videre falger det, at
yP = id. Heraf ses, at en p-cykel har orden p.

Betragt nu en vilkarlig permutation o. Ifalge Cykelsatningen er o et produkt,

o=V Y 1)
af parvis disjunkte cykler y;. Da y,y; = y;vs, folger det af tredie potensregel, at

ol — yli_._yri.

Betragt en cykel y; i fremstillingen. Lad os antage, at y, er p-cyklen y, = (x1 ... xp).
Elementerne x; er netop de elementer, der flyttes af y; alle andre elementer er fixpunkter for
vs. Det falger specielt, at hvert element der flyttes af y,/ ma vzre et af x;’erne. Heraf ses, at
o' = id, hvis og kun hvis y/ = id for s = 1, ..., r. Hvis y, er en py-cykel, altsa af orden
ps, har vi altsé o = id, hvis og kun hvis p, | i fors =1, ..., r. Ordenen af o er altsa det
mindste feelles multiplum af ordenerne af de disjunkte cykler v, i fremstillingen (1).

(3.15) Lemma. Lad g veere et element i G af endelig ordenn. Da har potensen g' ordenn/d,
hvord = (¢, n) er starste felles divisor fort og n. Yderligere galder, at (g') = (g%).

Bevis. Potensen g’ tilharer undergruppen (g), som ifglge antagelsen har den endelige orden
n. Specielt fglger det, at g’ har endelig orden. For hvert helt tal & geelder fglgende to
biimplikationer:

n
(e =e & n|th < -1k

Den forste biimplikation fglger nemlig af Korollar (3.6), og den anden er en velkendt egenskab
ved starste felles divisor.

Nu fremgar det umiddelbart, at ordenen af g’, altsa det mindste positive tal k saledes, at
(g")* = e, er lig med det mindste positive tal k, som er et multiplum af n/d. Ordenen er alts&
lig med n/d.

For at vise ligheden (g") = (g¢) bemarker vi farst, at vi har r = ¢d, da d er divisor i
t. Folgeliger g = (g%)1 e (g%). Elementet g’ tilhgrer altsd undergruppen (g?), og heraf
folger (g') < (g?). For at vise den omvendte inklusion benytter vi, at den starste falles
divisor d har en fremstilling d = xt + yn, hvor x, y er hele tal. Folgelig er g¢ = g*'+" =
(8" (g")Y = (gh*e’ = (¢')". Altsier g? € (g), og dermed (g?) < (g").

Hermed er lemmaet bevist. a

(3.16) Szetning. Antag, at G er en cyklisk gruppe, G = (g). Da er enhver undergruppe H af
G ligeledes cyklisk. Hvis G er uendelig, og H # {e}, sa er H uendelig. Hvis G har endelig
ordenn, sa er H’s orden divisor i n, og for hver divisor d i n findes preecis én undergruppe af
orden d, nemlig undergruppen (g"/?), og der findes preecis ¢(d) elementer af orden d.
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Bevis. DaG = (g), erhvertelementi G en potens g’. Det skal vises, for en given undergruppe
H C G, at H = (g'") med en passende eksponent ¢. For den trivielle undergruppe H = {e}
har vi gjensynlig H = (g°). Antag derfor, at H # {e}, alts& at der i H findes et element
g/ # e. Specielter s& j # 0, og da vi ogsd har g~/ = (g/)~! € H, kan vi antage, at j > 0.
Der findes altsé positive tal j siledes, at g/ € H. Lad nu ¢ vaere det mindste positive tal
saledes, at g’ € H. Saet ho := g’. Det pastas, at

H = (ho). D)

Elementet ho tilhgrer H, og felgelig er (7o) < H. For at vise den omvendte inklusion
betragtes et vilkarligt element 2 = g’ i H. Ifalge Seetningen om division med rest findes hele
tal ¢, r sdledes,ati = gt +ro0g0 <r <t. Nuer

h=g =gi"" =g"lg" = (ho)g".

Vihar g" = hgqh, 0g da H er en undergruppe, falger detat g” € H. Desudener0 <r < t.
Valget af ¢, som den mindste positive tal med g’ € H, sikrer derfor, atr = 0. Altsder g”" = e,
ogsaderh = hg € (ho). Hermed er den omvendte inklusion, og dermed ligningen (1), bevist.

Antag, at G = (g) er uendelig og at H # {e}. Da har g uendelig orden, og H = (g’) med
t > 0. Falgeliger (g')! =g £ efori > 0,0gsder H = (g') uendelig.

Antag endelig, at G er endelig, af orden n, altsa at frembringeren g har orden n. Lad d
vere divisor i n. S& har g"/ orden d, sd undergruppen (g"/?) har orden d. Antag omvendt,
at H er en undergruppe i G. Ifalge det allerede viste er H cyklisk, H = (g’), og sa falger
det af Lemma (3.15), at H = (g"/?) med en passende divisor d i n. Denne divisor ma veere
H’s orden, da (g"/¢) har orden d. Hermed har vi vist, at H’s orden er divisor i n, og at
undergruppen (g"/?), for en divisor d i n, er den eneste undergruppe af orden d.

Elementet g’ frembringer G, netop nar g’ har orden n. Af Lemma (3.15) falger, at det
sker preecis, nar ¢ er primisk med n; den cykliske gruppe G har altsa ¢(n) frembringere.
Elementerne af orden d er frembringerne for den entydigt bestemte cykliske undergruppe af
orden d. Af det lige viste, med n := d, ses s4, at antallet af sddanne elementer er ¢(d). O

(3.17) Lemma. Lad g og h vere elementer i G af endelige ordener n og m. Antag, at
gh = hg. Da har gh endelig orden, og ordenen er divisor i nm. Hvisn og m er primiske, har
gh orden nm. Hvisn og m ikke er primiske, har gh orden mindre end nm.

Bevis. Ifglge tredie potensregel er (gh)’ = g'h!. Hvisn |iogm | i,harvig! = eogh’ =e,
og folgelig er (gh)’ = e. Specielt, for i := mn, slutter vi, at (gh)"™ = e, og heraf falger, at
gh’s orden er divisor i nm. Mere precist slutter vi, at nar k er det mindste feelles multiplum
af n og m, sé er (gh)X = e. Ordenen af gh er altsé divisor i det mindste faelles multiplum k.

Hvis n og m ikke er primiske, sa er det mindste faelles multiplum mindre end produktet
nm. | dette tilfeelde har gh altsa orden mindre end nm.

Antag nu, at m og n er primiske. For at bestemme ordenen af gh betragtes et helt tal i
séledes, at (gh)! = e. St x := g'. Daer

x=gi =hl
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Af x = g’ folger, at x har en orden, der er divisor i n, og af x = 1~/ falger, at x har en orden,
der er divisor i m. Falgelig har x orden 1. Altsder x = e. Dae = g/, er i et multiplum af n
og dae = A', eri et multiplum af m. Falgelig er i et multiplum af mn. Det mindste positive
multiplum af mn er mn. Heraf folger, at gh har orden mn. a

(3.18) Eksempel. 1 (3.17) er det essentielt, at g og 2 kommuterer. Betragt fx i gruppen
SL,(Z) felgende 3 matricer,

S::[g _ol]’ ’::[(1) H ”::[—01 —11]

En let udregning giver s> = —1 0g s* = 1 (hvor 1 er enhedsmatricen), og felgelig har s orden
4. Videre er v® = 1, s& v har orden 3. Produktet sv er matricen 7, og vi finder

S

Potensen ¢/ er altsd kun lig med 1, ndr i = 0. Produktet r = sv har altsd uendelig orden.

(3.19) Produkt af grupper. For to givne grupper G1 og G2 betragtes produktmangden
G = G1 x Gy bestdende af par (g1, g2). | produktmangden G defineres koordinatvis
komposition ved

(g1, g2)(h1, h2) ‘= (g1h1, g2h2).

Det er umiddelbart at se, at produktmangden G med denne komposition er en gruppe. Den
kaldes produktgruppen, eller det direkte produkt af G1 og G». Det neutrale element i G er
parret e = (e1, e2), hvor e 0g e2 er de neutrale elementer i G1 0g G2, 0og det inverse til
(g1, g2) er parret (g, *, g, ).
Betragt et par g = (g1, g2) € G. Djensynlig er g = (g}, g5). Altsa har vi biimplikatio-
nerne, ' o . .
g =e & (g1, 8) = (e1,e2) &< g; =100 g; = e2.

Antag, at g1 0g g» har endelige ordener kq 0g k». Det falger af biimplikationerne, at g/ = e,
hvis og kun hvis k1 | i 0g k2 | i. Ordenen af parret g = (g1, g2) er derfor det mindste feelles
multiplum af k1 og k».

(3.20) Seetning. Lad G1 og G» vere cykliske grupper af endelige ordener n1 og ny. Da er
produktgruppen G1 x G2 cyKklisk, hvis og kun hvis n1 og ny er primiske.

Bevis. Lad m vere det mindste feelles multiplum for n1 og no. Som bekendter m = niny/d,
hvor d er den starste feelles divisor for nq, no. Specielter m = niny, hvisny og no er primiske,
0og m < ning, hvis n1 0g ny ikke er primiske.

For et par ¢ = (g1, g2) i produktgruppen G = G1 x G er der n1 muligheder for g; og
n» muligheder for g». Produktgruppen G har altsa orden n1ny. Lad k1 0g k» veere ordenerne
af g1 og g2. Da G1 er cyklisk af orden n1, er k1 divisor i ny. Fglgelig er k1 divisor i m, som
var et multiplum af n1. Tilsvarende er k3 divisor i m. Som naevnt i (3.19), falger det, at g’s
orden er divisor i m.
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Antag farst, at ny og ny ikke er primiske. Daerm < niny. Dahvertelement g € G ifalge
det viste har en orden, som er divisor i m, har intet element i G orden n1n,. Gruppen G, som
har orden n1n2, er derfor ikke cyklisk.

Antag dernast, at ny og ny er primiske. Valg som g1 en frembringer for G1, altsa et
element af orden n1 i G1, og velg tilsvarende g, af orden ny | G2. Da ny 0g ny er primiske,
har elementet ¢ = (g1, g2) orden n1n2, og det frembringer derfor gruppen G. Gruppen G er
saledes cyklisk. i

(3.21) Eksempel. Gruppen C4 x C3 har orden 4 - 3 = 12. Den er cyklisk.
Gruppen C, x Cy har orden 4. Den kaldes ogsa Klein’s Vierer-gruppe. Den er ikke cyklisk.

(3.22) Opgaver.

Bestem i hver af grupperne R* , R*, C*, og U de elementer, der har endelig orden.
Hvilke tal kan veere orden af et element i den additive gruppe R?

Angiv en primisk restklasse modulo 17, hvis orden i gruppen (Z/17)* er lig med 16.
Hvilke permutationer i S4 har orden 2?

Angiv symmetrierne af orden 2 i diedergruppen D,,.

Hvilke ordener har symmetrierne i diedergruppen Dg?

7. Vis, for elementer g, & i en gruppe G, at g og hgh 1 altid har samme orden. Vis, at gh og
hg altid har samme orden.

8. Vis, for et element g i en gruppe G, at g og g~* har samme orden. Vis, at hvis G har lige
orden, sa findes der et element af orden 2 i G.

9. Betragt n-cyklen y = (12...n)1S,. Lad d vare ordenen af potensen y'. Vis, at
cykelfremstillingen af y* er et produkt af n/d cykler af leengde d.

10. En cyklisk gruppe G har orden 2006. Bestem antallet af frembringere for G.

11. Lad G veere en cyklisk gruppe af orden n. Vis for hvert naturligt tal &, at antallet af
lzsninger g € G til ligningen g¥ = e er lig med den starste faelles divisor (n, k).

12. Lad G vare en uendelig cyklisk gruppe og lad H # {e} vere en vilkarlig gruppe. Vis,
at G x H ikke er cyklisk.

13. Vis, at en permutation af ulige orden i S, ma veere en lige permutation.
14. Angiv de mulige cykeltyper for permutationer i S,, af orden 2.

15. Giv et eksempel pa en endelig gruppe, der indeholder to elementer g, 4 séledes, at g og
h har orden 2 og gh har orden 3.

16. Vis, at enhver p-gruppe, dvs en ikke-triviel gruppe hvis orden er en potens af primtallet
p, indeholder et element af orden p.

© gk wbdpE
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4. Sideklasser.

(4.1) Indledning. Lad G veere en fast (multiplikativt skrevet) gruppe. Produkt af elementer
I G udvides umiddelbart til en komposition (produkt) af delmangder, idet vifor A, B € G
seetter

AB:={ab|aec Aogb e B}.

Lad H vere en undergruppe af G. For hvert element ¢ € G kan vi da betragte produktet
gH, altsa delmangden,
gH ={gh|h e H}

Delmengder af G af denne form kaldes sideklasser modulo H. En delmangde A af G er
altsa en sideklasse, hvis der findes et element g € G saledes, at A = gH.

Hvert element ¢ € G bestemmer en sideklasse, nemlig sideklassen g H, men, som vi
skal se, kan to forskellige elementer g og g’ bestemme den samme sideklasse: vi kan have
¢H = g¢g'H for g # g’. Antallet af sideklasser kaldes undergruppens index i G, og det
betegnes |G:H|. Mangden af sideklasser betegnes G/H. Index er altsa elementantallet i
mangden G/ H. Hvis der er uendelig mange sideklasser, skrives |G:H| = oo.

| dette kapitel viser vi, hvordan sideklasserne modulo en given undergruppe H deler
gruppen G i lige store delmangder. Dette (helt elementaere) resultat spiller en hovedrolle
I mange kombinatoriske anvendelser af gruppeteori. Desuden viser vi, at hvis H er en
normal undergruppe, sa er der en naturlig komposition i maengden af sideklasser. Med denne
komposition bliver mengden G/ H af sideklasser selv en gruppe, kvotientgruppen.

(4.2) Lagrange’s Indexsaetning. Sideklasserne modulo en given undergruppe H udger en
klassedeling af G, og to elementer x, x" i G ligger i den samme sideklasse, hvis og kun hvis
x~Yx" e H. Hver sideklasse har samme elementantal som H, og antallet af sideklasser er
bestemt ved formlen,

|Gl = |G:H| - |H]|.

Bevis. Det skal farst vises, at sideklasserne udgar en klassedeling af G, altsa at sideklasserne
ikke er tomme og at G er den disjunkte forening af sideklasserne. Den sidste betingelse
betyder, at hvert element i G ligger i preecis én sideklasse.

En sideklasse er en delmangde af formen gH. Da g = ge, slutter vi, at g € gH. Altsa
er sideklasserne ikke tomme, og elementet g ligger i sideklassen g H. Vi mangler at vise,
for g € G, at gH er den eneste sideklasse, der indeholder g. Antag derfor, at g ligger i
sideklassen ¢’H. Daer g = g’ho med hg € H. Da H er en undergruppe, gelder for hvert
element h € H, at hoh € H 0og hglh € H, og dermed, at

gh =g'hoh € g'H, gh= ghalh € gH.

Altsder gH C ¢g'Hog g'H C gH. Folgelig er g H = gH. Hermed er vist, at sideklassen
g H er den eneste sideklasse, der indeholder g.

Elementet x € G tilhgrer sideklassen x H. Hvis elementer x og x’ tilhgrer samme side-
klasse, ma denne sideklasse altsa veere x H. Folgelig er x’ € xH. Vi har altsd x’ = xh med
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he H,ogsderx~tx’ =h € H. Antagomvendt, at x 1x’ € H. Daerx’ = xx 1x’ € xH,
og da ogsd x € xH, ligger x og x’ i samme sideklasse, nemlig i x H.

En vilkarlig sideklasse har formen gH. Ved h — gh defineres gjensynlig en surjektiv
afbildning H — gH. Afbildningen er ogsa injektiv, thi hvis gh, = gh», fas ved multiplika-
tion med g~ fra venstre, at k1 = hy. Afbildningen H — gH er altsé bijektiv. Folgelig har
H og g H samme elementantal.

Da sideklasserne udger en klassedeling af G, kan elementantallet i G, nar G er ende-
lig, bestemmes ved at addere elementantallene i sideklasserne. Alle sideklasser har samme
elementantal, sa additionen giver antallet af sideklasser, |G:H|, ganget med det falles ele-
mentantal, | H|, hvilket er den sggte formel.

Hvis G er uendelig, ma enten H vaere uendelig eller antallet af sideklasser veere uendeligt
(eller begge dele), og det er, med oplagt regning med oo, indholdet af formlen i dette tilfaelde.

Hermed er Indexsatningen bevist. a

(4.3) Korollar. For en undergruppe H af en endelig gruppe G gelder, at undergruppens
orden, |H|, og index, |G:H|, er divisorer i |G]|.

Bevis. Af Indexsatningen fremgar, at | H| og |G: H | endda er komplementaere divisorer i den
forstand, at deres produkt er lig med |G|. a

(4.4) Observation. Klassedelinger svarer som bekendt til ekvivalensrelationer, og a&kviva-
lensrelationen svarende til sideklasserne modulo H er bestemt i s&etningen: to elementer x, x’
i G er akvivalente, hvis og kun hvis x ~1x’ € H. /kvivalente elementer siges ogsa at veere
kongruente modulo H, og vi skriver:

x'=x (mod H) <£> xx' e H.

Sideklassen g H er &kvivalensklassen, der indeholder g, og den kan ogsa betegnes [¢]. Mang-
den af sideklasser G/H er altsa kvotienten af G mht akvivalensrelationen. Den kanoniske
afbildning G — G/ H er afbildningen, der til etelement ¢ € G knytter den &kvivalensklasse,
som indeholder g; det er altsa afbildningen g — gH.
Hvis index |G:H| = r er endeligt, er der r sideklasser, g1H, ..., g-H, 0g G er den
disjunkte forening,
G=gHU---UgH.

Hvis gruppen G er (kommutativ og) additivt skrevet, bruges den additive notation natur-
ligvis ogsa for kompositionen af delmangder, indfert i (4.1). Summen af to delmangder
A, B C G er altsa delmangden,

A+B={a+b|laecAogb e B}

For en undergruppe H af en sadan gruppe er sideklassen, der indeholder g, altsa delmangden
g + H. Kongruens modulo H far her formen,

/

xX'=x (mod H) <= x'—x e H.
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(4.5) Eksempel. For den trivielle undergruppe H := {e} har vi g{e} = {g}. Sideklasserne er
altsd delmangderne med ét element, og vi kan identificere G /{e} med G. Specielt er antallet
af sideklasser lig med elementantallet i G, altsa |G:{e}| = |G]|.

Den anden trivielle undergruppe er H := G. Her er eG = G, sa der er kun én sideklasse
modulo G. Specielter |G:G| = 1.

Betragt i den additive gruppe Z undergruppen nZ bestaende af alle multipla af et givet
naturligt tal n. En sideklasse er her en delmangde af Z af formen a + nZ, bestaende af
tal a + gn for g € Z. Sideklasserne er altsa restklasserne modulo 7, og kongruens modulo
undergruppen nZ er kongruens modulo n. Der er som bekendt » restklasser, sa |Z : nZ| = n.

(4.6) Eksempel. Betragt den symmetriske gruppe G = Ss, af orden 3! = 6. Transpositionen
T = (12) har orden 2, s H := (z) er en undergruppe af orden 2. Der er altsa 3 sideklasser.
Idet o betegner 3-cyklen (12 3) finder vi,

H={1), 12}, oH={(123),13)}, o’H=1{(132),(23)}
Sideklasserne H, o H og o2 H er altsd de tre sideklasser, og | S3:H| = 3.

(4.7) Korollar. Et vilkarligt element g i en endelig gruppe G har en orden, som er divisor i

|G|. Specielt gelder altid ligningen,

g6l =e.

Bevis. Lad d veere ordenen af g. Ifglge (3.5) har undergruppen (g) orden d. Af Korollar (4.3)
folger sa, at 4 er divisor i |G]|.
Dad er divisor i |G|, har vi |G| = gd med et helt tal ¢, og felgelig er

gl =gt = (g1 = el =e.
Hermed er de to pastande bevist. a

(4.8) Korollar. En gruppe G, hvis orden er et primtal p, er cyklisk. Mere precist galder for
hvertelementg # ¢ i G, atG = (g).

Bevis. For et element g # e har den cykliske undergruppe (g) orden stagrre end 1, da den
indeholder e og g. Da ordenen er divisor i primtallet p, ma ordenen altsa vaere p. Altsa har
delmzngden (g) samme elementantal som G, og felgeliger (g) = G. a

(4.9) Fermat’s lille Seetning. Hvis primtallet p ikke er divisor i det hele tal a, sa er
a’t=1 (mod p).

Bevis. For et primtal p har vi ¢(p) = p — 1. Hvis p ikke gar op i a, er a og p primiske.
Derfor er Fermat’s lille Seetning indeholdt i det fglgende resultat. a

(4.10) Euler’s generalisering. Lad n vare et naturligt tal, og lad a vere et helt tal primisk
med n. Da galder kongruensen,

a®™ =1 (mod n), (4.10.1)

hvor ¢ (n) er Euler’s ¢-funktion.
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Bevis. Da a er primisk med n er restklassen [a] en primisk restklasse. Altsa er [a] element
i gruppen (Z/n)*. Denne gruppe har orden ¢(n), og restklassen [1] er det neutrale element.
Af Korollar (4.7) fér vi derfor ligningen [¢]¢" = [1]. Denne ligning mellem restklasser
modulo n er &kvivalent med kongruensen (4.10.1). a

(4.11) Lemma. For undergrupper H, K af G gelder, at feellesmangden HNK er en under-
gruppe og produktet H K er en foreningsmangde af sideklasser modulo K. For elementan-
tallet i HK gelder ligningen,

|HK|=|H : HNK| - |K]|. (4.11.1)
Hvis K C H gelder ligningen,
|G:K| = |G:H| - |H:K]|. (4.11.2)

Bevis. Det er let at se, at fellesmangden H N K af to undergrupper selv er en undergruppe.
Produktet H K er gjensynlig foreningsmangden af sideklasserne 2K for h € H. To forskel-
lige af disse sideklasser er disjunkte, og elementantallet i hver af dem er |K|. Det er altsa
indholdet i (4.11.1), at antallet af disse sideklasser er lig med index |H : HNK|.

Index |H : HNK| er antallet af sideklasser af formen h(HNK), for h € H. Det er altsa
pastanden, at antallet af sideklasser af formen h(HNK), for h € H, er lig med antallet af
sideklasser af formen A K, for h € H. Hertil undersgges, for i, h1 € H, inklusionen,

h1(HNK) C hK. (1)

Den er gjensynlig opfyldt for 11 = h. Enhver sideklasse af den farste form er altsa indeholdt
i en sideklasse af den anden form og enhver sideklasse af den anden form indeholder en
sideklasse af den farste form. For at vise, at der er lige mange sideklasser af de to former, er
det derfor nok at vise, at en sideklasse af den anden form kun indeholder én sideklasse af den
farste form. Det skal med andre ord vises, at hvis inklusionen (1) er opfyldt, sa er sideklassen
h1(HNK) lig med sideklassen h(HNK).

Antag alts3, at inklusionen (1) er opfyldt, med , h; € H. Elementet k1 ligger pa ven-
stresiden, og dermed i K. Vi har altsa 1 = hk med k € K. Da H er en undergruppe og
k=h"thy,erk € H. Altsder k € HNK. Folgelig er hy = hk € h(HNK), og heraf falger
hi1(HNK) = h(HNK), som gnsket. Hermed er (4.11.1) bevist.

Antag nu, at K € H. Betragt forst tilfeeldet, hvor K har endeligt index » i H. Da har vi
en deling af H i en foreningsmangde af r disjunkte sideklasser,

H=mnmKU---Uh,.K.

Afbildningen x — gx er en bijektiv afbildning af G pé sig selv (med y — g1y som den
inverse). Den afbilder gjensynlig H pa g H og sideklassen 2K pa sideklassen ghK . Falgelig
er sideklassen g H den disjunkte forening af de r sideklasser gh; K. Antallet af sideklasser
i G/K er derfor r gange antallet af sideklasser af formen gH, altsd r - |G:H|, hvilket er
ligningen (4.11.2).

Hvis |H:K| = oo, er der uendelig mange sideklasser af formen 2K for h € H. Specielt er
der uendelig mange sideklasser i G/ K. Begge sider af (4.11.2) er altsa oo i dette tilfeelde. O



GRP 4. Sideklasser 89

(4.12) Eksempel. Bortset fra valg af betegnelser er der pracis to grupper af orden 6. Antag
nemlig, at G er en gruppe af orden 6. De mulige ordener af elementerne i G erda 1, 2, 3 og
6.

Det er udelukket, at alle elementer g # ¢ har orden 2. Antag nemlig, indirekte, at g% = e
for alle ¢ € G. Hvert element i G har da sig selv som det inverse. Velg to forskellige
elementer t1 og 12 af orden 2. Produktet t17> er da forskelligt fra e, t1, T2, 0g lig med sin
egen inverse,

TIT) = (7:11:2)_1 = rz_lrl_l = TT1.

Vi har altsé 2 = t2 = e og T172 = 1271 Heraf folger let, at de fire elementer e, 1, 72, T1 72
udger en undergruppe af G. Dette er imidlertid i modstrid med Indexsatningen, da G har
orden 6.

Der findes alts& i G et element af orden 3 eller 6. Hvis g har orden 6, har g2 orden 3.
Altsé findes i G et element o af orden 3. Lad K = {e, o, o2} veare den cykliske undergruppe
frembragt af o. Det pastds, at K er den eneste undergruppe i G af orden 3. Antag nemlig,
indirekte, at H # K er endnu en undergruppe af orden 3. Feellesmaengden H N K er da en
undergruppe af K. Ordenen af H N K er derfor divisor i 3. Ordenen kan ikke vare 3, da
K ¢ H. Altsaer |[HNK| = 1. Af (4.11.1) falger derfor, at |[HK| = 3 -3 = 9, hvilket er en
modstrid, da G kun indeholder 6 elementer.

Da K er den eneste undergruppe af orden 3, folger det specielt, at o 0og 02 = oL er
de eneste elementer af orden 3. Hvis g har orden 6, har g3 orden 2. Falgelig findes i G et
element T af orden 2. Dat ¢ K, er K og K de to sideklasser. Vi har altsd G = K U 7K,
sa G bestar af de 6 elementer i listen,

e, o, 0’2, 7,70, taz.
Produkt af vilkérlige to af disse 6 elementer er igen et element i listen. Vi har ¢ = e og
2 = ¢. For at bestemme produktet af vilkérlige to elementer er det derfor nok at afgare, hvor
i listen produktet oz befinder sig. Det er let at se, at T 1ot har samme orden som o, alts&
orden 3. Falgelig mé& r 1ot enten vaere o eller o2, | det farste tilfeelde har viot = o, idet
andet tilfeelde er ot = to2. Vi har altsa de to muligheder,

ot =10 eller ot =102
Vi har saledes vist, at i en gruppe G af orden 6 findes elementer  af orden 2 og o af orden
3 saledes, at gruppens elementer er de seks elementer i listen. Yderligere er multiplikation
I G bestemt ved en af de to muligheder ovenfor. Der er derfor hgjst to muligheder for
gruppen G, bortset fra valg af betegnelser for elementerne i G. Det er klart, at ved den farste
mulighed er G kommutativ, ved den anden mulighed er G ikke-kommutativ. Da vi kender en
kommutativ gruppe, nemlig den cykliske gruppe Cg, 0g en ikke-kommutativ gruppe, nemlig
den symmetriske gruppe Ss, forekommer begge muligheder.

(4.13) Normale undergrupper. For en given undergruppe H af G kan man, svarende til
definitionen i (4.1), betragte delmangder af formen,

Hg ={hg | h € H},
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for elementer ¢ € G. Delmangder af denne form kaldes hgjre-sideklasser modulo H, og
meengden af hgjre-sideklasser kan betegnes H\G. Sideklasserne betragtet i (4.1) kaldes ogsa
venstre-sideklasser. (Huskeregel: Hg er en Hgjre-sideklasse.)

Hvis A er en venstre-sideklasse modulo H, s& er delmangden A~ := {a~! | a € A}
en hgjre-sideklasse. Mere precist gaelder (¢H)™! = Hg~1. Heraf folger let, at der ved
A — A1 defineres en bijektiv afbildning fra mangden af venstre-sideklasser pA mangden
af hgjre-sideklasser. Specielt er antallet af hgjre-sideklasser modulo A lig med antallet af
venstre-sideklasser, altsa lig med index |G: H|.

Hvis G er kommutativ, er gjensynlig gH = Hg, men hvis G ikke er kommutativ, vil
klassedelingerne med venstre-sideklasser og med hgjre-sideklasser i almindelighed veere for-
skellige.

En undergruppe N af G siges at veere en normal undergruppe, hvis den opfylder en af
falgende tre &kvivalente betingelser:

(i) Foralle g € G galder gN = Ng.
(ii) Foralle g € G glder gNg=1 = N.
(iii) For alle g € G gaelder gNg~1 C N.

Betingelserne er &kvivalente. Er nemlig ligningen i (i) opfyldt, far vi ligningen i (ii) ved
multiplikation med g~ fra hgjre, og tilsvarende fés (i) af (ii) ved multiplikation med g fra
hgjre. Ligningen i (i) medfarer naturligvis inklusionen i (iii). Antag endelig, at inklusionen i
(iii) gaelder for alle g. For g := g~! falger det s, at g1 Ng < N. Ved multiplikation med g
fra venstre og g~ ! fra hgjre fés inklusionen N € gNg~1. Sammenligning med inklusionen
i (iii) giver sa ligheden i (ii).

Hvis gruppen G er kommutativ, er gh = hg for alle g, 4. Ligningen i (i) gelder derfor
altid. 1 en kommutativ gruppe er altsa enhver undergruppe normal.

(4.14) Lemma. Lad N vere en normal undergruppe i G. Der findes da netop en komposition
“«” i mengden G/ N af sideklasser modulo N séledes, at der for alle elementer g1, g2 € G
galder, at

(g1N) * (g2N) = g182N. (4.14.1)
Med denne komposition er G/ N en gruppe, hvis neutrale element er sideklassen N = eN .

Bevis. Betragt modulo N to sideklasser A; og A;. Velg elementer g1 € A1 09 g2 € As.
Daer A1 = g1N og A2 = goN. Ligningen (4.14.1) fastleegger derfor kompositet A % A2
som sideklassen g1 g2 N. Men ligningen definerer ikke uden videre kompositionen “x’. Hertil
kreeves, at definitionen er ,lovlig“. En sideklasse A kan jo skrives pa formen gN med et
vilkarligt element ¢ € A. | definitionen indgar et valg af g1 0g g2, og det skal sikres, at
hgjresiden er uafhaengig af dette valg. Et alternativt valg er givet ved elementer g7 € g1N 0g
g, € g2N. Det skal vises, at g1g0N = g185,N. Da gy € g1N 0g g5 € g2 N, er g; = giky 09
gh = goko med k1, ko € N. Altsd har vi ligningen,

8185 = g1kigoko = gng(gz_lkng)kZ-
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Pa hgjresiden er gz_lklgz e N, fordi ky € N og N er normal. Altsaer (gz_lklgz)kg e N. Af
ligningen folger derfor, at g} g5 € g182N. Altsd er gjg5N = g1g2N, som gnsket. Hermed
er vist, at definitionen af *x’er lovlig.
Nu fglger det umiddelbart, at G/N er en gruppe: For tre sideklasser g1 N, g2 N 0g g3N
far vi, at
(81N * g2N) * gaN = (g182N) * g3N = (8182)83N = g182¢3N,

og tilsvarende er g1 N * (g2 N * g3N) = g1g2g3N. Altsa er ‘x’ associativ. Af (4.14.1) falger
umiddelbart, at sideklassen N = eN er neutralt element for ‘x’. Endelig far vi, for g € G, at

gNxg *N=gg 'N=eN=N,ogg 'N+xgN =g gN=eN=N,

og heraf fremgar, at sideklassen g 1N er den inverse til sideklassen gN.
Hermed er lemmaet bevist. a

(4.15) Definition. Nar N er en normal undergruppe i G, er kvotienten G/ N, altsa mangden af
sideklasser modulo N, en gruppe med kompositionen beskrevet i (4.14). Den kaldes kvotient-
gruppen af G modulo N. Nar G er multiplikativt skrevet, vil vi ogsa skrive kompositionen i
G/N multiplikativt. Produktet af sideklasser er altsa fastlagt ved ligningen,

(81N)(g2N) = g182N.

Hvis G er en kommutativ, additivt skrevet gruppe, skrives kompositionen i kvotientgruppen
ogsa additivt. Sum af sideklasser er her fastlagt ved ligningen,

(81+N) + (g2+N) = (g1 + g2) + N.

(4.16) Eksempel. Den trivielle undergruppe N := {e} er altid normal, idet vi har geg ™ = ¢

for alle elementer g € G. Sideklasserne modulo {e} er delmangderne med ét element, sa
de svarer til elementerne i G. Kvotientgruppen G/{e} kan altsa naturligt identificeres med
gruppen G.

Den anden trivielle undergruppeer N := G. Derer kundenenesideklasse G = ¢G = Ge.
Specielt er G en normal undergruppe i G, og kvotientgruppen G/G er en gruppe med ét
element. Kvotientgruppen er altsa den trivielle gruppe Cj.

| en kommutativ gruppe er enhver undergruppe normal, og kvotientgruppen G/N er altsa
defineret for enhver undergruppe N. Det er klart, at kvotientgruppen igen er kommutativ.

Betragt, for et givet » > 1, undergruppen nZ i den additive gruppe Z. Sideklasserne er
restklasser modulo n, og komposition af sideklasser defineret i (4.14) er netop den velkendte
addition af restklasser. Kvotientgruppen Z/nZ er altsa den additive gruppe Z/n af restklasser
modulo 7.

Undergruppen H = (t) af S, behandlet i Eksempel (4.6), bestar af ¢ = (12) og identi-
teten. For 3-cyklen o = (12 3) finder vi

oot =(123)(12)(321) = (23).

Altsd er oto~1 ¢ H. Undergruppen H er derfor ikke normal i Sa.
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(4.17) Observation. En undergruppe N af index 2 i G er altid normal. Det skal hertil vises,
at venstre-sideklasser og hgjre-sideklasser er de samme: gN = Ng for alle g. Dette faglger
af, at der er netop to sideklasser (bade venstre- og hgjre-). Den ene er N, og den anden ma
derfor veere komplementermangden af N i G.

(4.18) Eksempel. Af Lagrange’s Indexsatning fremgar, at ordenen af en undergruppe af G
altid er divisor i |G|. Der geelder ikke omvendt, at der for enhver divisor d i |G| eksisterer en
undergruppe af orden d.

For eksempel har den alternerende gruppe A4 af orden 12 ingen undergrupper af orden
6. Antag nemlig, indirekte, at N C A4 er en undergruppe af orden 6. Da har N index 2,
og N er folgelig normal i A4. Kvotientgruppen A4 /N er derfor en gruppe af orden 2. Det
folger specielt for hvert element g € Ag, at sideklassen gN opfylder (¢N)? = N. Altsd
gelder g2 € N for hvert element ¢ € A4. En 3-cykel (a bc) er en lige permutation, og vi
har (a bc) = (a cb)?. Altsd vil enhver 3-cykel tilhgre N. Men dette er en modstrid, da der
er 8 cykler af leengde 3 i Az og kun 6 elementer i N.

(4.19) Opgaver.
1. Betragt den multiplikative gruppe C*. Angiv for undergruppen R* sideklasserne zR*.
Besvar det tilsvarende spgrgsmal for undergrupperne Uog R* af C*. Lad K veere cirkelskiven

bestemt ved uligheden |w — 1| < % Beskriv delmangderne zK for z € C*. Udger de en
klassedeling af C*?

2. Betragt den additive gruppe C, med undergruppen R. Angiv sideklasserne z + R. Lad K
vaere cirkelskiven bestemt ved uligheden |w| < 1. Beskriv delmangderne z + K. Udger de
en klassedeling af C?

3. Vis for den additive gruppe R, at undergruppen Z har uendeligt index. Hvilket index har
undergruppen Q?

4. Den cykliske gruppe Cq bestér af potenserne af ¢ := €27/, Vis, at potenserne 1, ¢3, ¢8
udger en undergruppe H af Cg. Marker pa en figur de 3 sideklasser u H for u e Co.

5. Lad H og K vere undergrupper af orden n og m i en gruppe G. Vis, at hvis (n, m) = 1,
sder HNK = {e}.

6. Lad a, b veere hele tal, der ikke begge er lig med 0. Vis ligningerne,
aZ. + bZ = dZ, aZ N bZ, = mZ,

hvor d er den starste felles divisor for a, b, og m er det mindste feelles multiplum.

7. Vis, at for hver restklasse a i (Z/21)* er al? = [1]. Hvilke elementer i (Z/21)* har den
stgrste orden?

8. Vis, for to forskellige ulige primtal p og ¢, at gruppen (Z/ pg)* har orden (p — 1)(g — 1).
Vis, at gruppen ikke kan vare cyklisk. [Vink: brug Den kinesiske Restklassesztning.]

9. Vis, for Euler’s -funktion, at 3, ¢(d) = n.
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10. Lad T og U vaere mangden af reelle 2 x 2-matricer af, henholdsvis, formerne,

[6 0] o [o 1]

hvor wv # 0 for matricerne i 7. (1) Vis, at U og T er undergrupper af GL2(R). (2) Vis, at U
er en kommutativ gruppe, og at 7' ikke er kommutativ. (3) Vis, at U er en normal undergruppe
af T, og beskriv, for en given matrix ¢t € T, sideklassen tU. (4) Vis, at T /U er kommutativ.
(5) Vis, at T ikke er normal i GL2(R).

11. Lad H og G vere undergrupper af en gruppe G. Antag, at G* har index 2 i G, og st
H* := HNG™. Hvornarer H™ = H? Vis,athvis H ¢ G*,sdhar H* index 2 i H.

12. Hvilke undergrupper af kvaterniongruppen Qg er normale? Samme spgrgsmal for die-
dergruppen Dg.

13. Bestem samtlige undergrupper i A4, 0g angiv de normale.

14. Vis, at hvis K og N er normale undergrupper af G, sder KN og K N N ogsa normale
undergrupper.

15. Vis for en normal undergruppe N af gruppen G, at sideklassen gN i kvotientgruppen
G/N har en orden, der er divisor i ordenen af g. Vis, at hvis G er endelig og G/N har et
element af orden d, sa har gruppen G et element af orden d.

16. Lad N vere en normal undergruppe af gruppen G. Antag, at N og G/N er cykliske og
at deres ordener er primiske. Vis, at hvis gruppen G er kommutativ, sa er den cyKklisk.

17. *S@t U = (Z/p")*, hvor p er et ulige primtal. Lad Uy veere delmangden bestaende af
restklasser [#] modulo pY foru = 1 (mod p). Vis, at Uy er en undergruppe af U. Vis, fx
ved induktion efter v, at

A+p)”  =14p" (mod p**l).

Slut heraf, at restklassen [1 + p] i Ug har orden p*~1, og dernast, at Ug er cyklisk af orden
p"~L. Fik du brug for, at p var ulige? Man kan vise, at gruppen (Z/p)* er cyklisk. Slut
heraf, at gruppen U = (Z/p")* er cyklisk.

18. Vis, at gruppen (Z/2")* ikke er cyklisk, nar v > 3.
19. For hvilke n er gruppen (Z/n)* cyklisk?

20. For elementer g, 4 i en gruppe G er kommutatoren elementet [g, 4] := ghg ~1h~1. Vis,
for en undergruppe N af G, at falgende betingelser er &kvivalente:

(i) N indeholder alle kommutatorer.
(if) N er normal og kvotientgruppen G/N er kommutativ.

21. Lad G vere en gruppe og lad G’ vaere kommutatorundergruppen, dvs undergruppen
frembragt af alle kommutatorer. Vis, at G’ er en normal undergruppe og at kvotientgruppen
G /G’ er kommutativ. Vis, at kommutatorundergruppen G’ er den mindste blandt de normale
undergrupper N saledes, at G/N er kommutativ. Bestem G’ for G = D3, Dg, S3, Qs.
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22. *Vis, at hvis gk = e for alle elementer g i en endelig kommutativ gruppe G, sé er |G|
divisor i en potens af k. [Vink: Vis pastanden ved fuldsteendig induktion efter |G|. I indukti-
onsskridtet betragtes en kvotientgruppe G/H, hvor H er en (nasten vilkarlig) undergruppe
af G.]

23. Vis, at der er preecis to ikke-kommutative grupper af orden 8, nemlig ... .

24. *Vis, at der findes uendelig mange primtal p med p = 1 (mod 4). [Vink: s&t x =
2p1--- pr 0g Kig pa en primdivisor p i x? 4 1. Vis og udnyt, at x (mod p) har orden 4 i
gruppen (Z/p)*.] (Dirichlet’s setning udsiger mere generelt, at nar (a, n) = 1, sa findes der
uendelig mange primtal p med p = a (mod n).)

25. *Bestem kommutatorundergrupperne S, og A,.. [Vink: For n > 5 er enhver 3-cykel en
kommutator af to 3-cykler. Undersgg ogsa, hvad der sker for n < 4.]

26. Lad N vere en normal undergruppe af gruppen G. To sideklasser, A1 = g1 N 0g
Ay = goN, er specielt delmangder af G. Produktet A1A> har derfor to definitioner, i
GRP(4.1) og i GRP(4.15). Giver de to definitioner samme resultat?



GRP 5. Homomorfi og isomorfi 95

5. Homomorfi og isomorfi.

(5.1) Definition. Lad G og G’ vaere grupper. En afbildning ¢: G — G’ kaldes en gruppe-
homomorfi eller blot en homomorfi, hvis der for alle x, y € G gelder, at

p(xy) = e(x)e(y). (5.1.1)

En bijektiv gruppehomomorfi kaldes ogsa en (gruppe-)isomorfi.

I (5.1.1) har vi antaget, at begge grupper G og G’ er multiplikativt skrevne. Det skal
understreges, at produktet xy pa venstresiden er kompositet i G og at produktet ¢ (x)¢(y) pa
hgjresiden er kompositet i G’. Hvis G og G’ er (kommutative) additivt skrevne grupper, far
betingelsen formen

p(x +y) =) +o(); (5.1.2)
den far formen ¢(x + y) = ¢(x)@(y), hvis fx G er additivt skrevet og G’ er multiplikativt
skrevet.

Det fremgar af (5.1.2) at homomorfier mellem grupper er analoge til lineare afbildninger
mellem vektorrum, og de spiller en tilsvarende fundamental rolle. | dette kapitel kigger vi
narmere pa homomorfier og isomorfier, og vi viser tre fundamentale isomorfisatninger.

(5.2) Observation. For en gruppehomomorfi ¢: G — G’ gaelder ligningerne,

pl@=¢, b H=p@™,
hvor e og ¢’ i den farste ligning er det neutrale element i henholdsvis G og G’. Med w := ¢(e)
har vi nemlig ww = ¢(e)p(e) = p(ee) = ¢(e) = w, altsd ww = w. Ved multiplikation
med w—! fds w = ¢’. Altsd er p(e) = ¢’. Videre har vi ligningerne,

P()p(x ™) = pxx™h) = p(e) = €/,
og heraf folger, at p(x 1) = p(x) 1.

(5.3) Kerne og billede. Lad ¢: G — G’ veere en gruppehomomorfi. For hver undergruppe
H < G er billedmangden ¢(H) en undergruppe af G’. For y1, y2 € ¢(H) har vi nemlig
y1 = @(h1) 09 y2 = ¢(h2) med hy, hy € H,0g séer y1y2 = ¢(h1)e(h2) = ¢(h1hy). Da H
er en stabil delmaengde af G, er h1hy € H, og falgelig er y1y, € ¢(H). Altsd er (H) en
stabil delmangde af G’. Videre er ¢’ = ¢(e) € ¢(H), sa det neutrale element tilharer o (H).
Erendelig y € ¢(H), sd er y = ¢(h) og dermed y=1 = ¢(h™1) € ¢(H). Altsder o(H) en
undergruppe af G’.

Specielt ses, at billedmangden ¢(G) er en undergruppe af G’. Den kaldes ogsa billed-
gruppen eller billedet for homomorfien ¢.

For hver undergruppe H’ af G’ er originalmangden ¢ —1(H’) en undergruppe af G. For
x1, x2 € ¢ Y(H') har vi nemlig ¢(x1), ¢(x2) € H'. Da H' er en stabil delmangde af G’,
folger det, at ¢ (x1x2) = @(x1)@(x2) € H', og falgeliger x1x» € ¢ 1(H'). Altsder o~ 1(H")
en stabil delmangde af G. Videre er p(e) = ¢’ € H’, sa det neutrale element e tilhgrer
¢~ L(H'). Erendeligx € ¢~ 1(H'),sderp(x) € H',ogdetfolger,atp(x 1) = p(x)~1 € H’;
altsderx~1 e o~ 1(H).

Specielt ses, at originalmaengden ¢ ~1(¢’) er en undergruppe af G. Den kaldes ogsa kernen
for homomorfien .
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(5.4) Lemma. For enhver gruppehomomorfi¢: G — G’ er kernen ¢—1(¢’) en normal un-
dergruppe af G. Endvidere er ¢ injektiv, hvis og kun hvis ¢ ~1(¢’) = {e}.

Bevis. Som navnt i (5.3) er kernen N := ¢ ~1(¢’) en undergruppe af G. Hvis i € N og
g € G, farvi

0(ghg™) = p(@eee™) = p()'v(e) ™t = p(R)p(®) ' =¢,

og heraf fremgar, at ghg~t € N. Altsd er N en normal undergruppe.

Antag, at ¢ er injektiv. Hvis x € N, sd er p(x) = ¢’ = ¢(e), og falgelig er x = e.
Altsd er N = {e}. Antag omvendt, at N = {e}. Lad x1, xp veere elementer i G saledes, at
@(x1) = ¢(x2). Daer

p(x1xyY) = et =,
og altsd x1x, 1 € N = {e}. Folgelig er x1x,* = e, og altsd x1 = xp. Afbildningen ¢ er
derfor injektiv. i

(5.5) Eksempler. (0) Den trivielle homomorfi ¢: G — G’ er afbildningen defineret ved
@(g) = ¢ foralle g € G. Den er gjensynlig en homomorfi. Dens kerne er G, og dens
billedgruppe er den trivielle undergruppe {¢’} af G’.

(1) Hvis H € G er en undergruppe, sa er inklusionsafbildningen, x — x for x € H, en
injektiv homomorfi H — G. Dens kerne er den trivielle undergruppe {e} af H.

(2) Lad N C G vere en normal undergruppe. Ligningen (4.14.1) bestemmer produktet
i kvotientgruppen G/N. Det fglger af ligningen, at den kanoniske afbildning, x +— xN, er
en homomorfi G — G/N. Den kaldes ogsa den kanoniske homomorfi. @jensynlig er den
surjektiv. Dens kerne er den givne normale undergruppe N, thi sideklassen N er det neutrale
elementi G/N, og vihar xN = N, hvisog kun hvisx € N.

(3) Lad g vere et element i gruppen G. Ifalge Farste Potensregel er g'+/ = gig/. Med
andre ord er afbildningen i — g’ en gruppehomomorfi Z — G. Billedgruppen er den
cykliske undergruppe (g). Kernen bestar af de hele tal i, for hvilke g/ = e. Ifglge (5.4) er
kernen en undergruppe af Z, og afbildningen i — g* er injektiv, hvis og kun hvis g/ = e for
alle i # 0. Hvis afbildningeni — g’ ikke er injektiv, er kernen en undergruppe forskellig fra
{0} i Z. Den er derfor cyklisk af formen Zn med et tal n» > 0. Det er Kklart, at tallet n netop
er ordenen af g.

(4) Ifalge Seetning (2.20) er fortegnet for permutationer en homomorfi sign: S,, — {£1}.
Homomorfien er surjektiv, narn > 1. Kernen for homomorfien er undergruppen A,, bestaende
af alle lige permutationer. Undergruppen A,, er altsa en normal undergruppe af S,,.

(5) For eksponentialfunktionen x — e* galder som bekendt ligningen e* > = e*e”, og
e er altid forskellig fra 0. Eksponentialfunktionen er altsa en homomorfi,

exp: R — R*,

fra den additive gruppe af reelle tal til den multiplikative gruppe af reelle tal forskellige
fra 0. Som bekendt er eksponentialfunktionen injektiv og billedet er maengden af positive
reelle tal. De positive tal udger en undergruppe R* af den multiplikative gruppe R*, og vi
kan opfatte eksponentialfunktionen som en isomorfi R — R*. Den inverse afbildning er
logaritmefunktionen, der er en isomorfi log: R% — R.
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Som bekendt gelder, at den komplekse eksponentialfunktion er en surjektiv homomorfi,
exp: C — C*.

Dens kerne er undergruppen 2 i Z bestaende af komplekse tal af formen 27rig med g € Z.
Tilsvarende definerer 6 — ¢'? en surjektiv homomorfi,

R — U,

af den additive gruppe R pa den multiplikative gruppe U af komplekse fortegn. Dens kerne
er undergruppen 2z Z.

(6) For determinant af matricer geelder som bekendt ligningen det(A B) = det(A) det(B).
Heraf ses, at determinanten definerer en homomorfi,

det: GL,(R) — R*.

Kernen, der bestar af matricerne med determinant 1, er den specielle lineare gruppe SL,, (R).
Denne undergruppe er altsa normal i den generelle linezre gruppe GL,, (R).

(5.6). Lad x: G — G vere en given homomorfi mellem grupper G og G. For en grup-
pehomomorfi g: G — H er den sammensatte afbildning @« en homomorfi G — H. En
homomorfi ¢: G — H, der har formen ¢ = @ « med en (passende) homomorfig: G — H,
siges at veere induceret via « af homomorfien @ (eller bare: induceret fra G).

Homomorfiseetningen. Lad der vare givet en surjektiv gruppehomomorfix: G — G, 0g
lad N := k1) betegne kernen. Da gzlder for en vilkarlig gruppehomomorfig: G — H,
at ¢ er induceret fra G, hvis og kun hvis ¢(N) = {e}.

Bevis. Hvis ¢ er induceret via « af g, altsé ¢ = gk, sder p(N) = @(k(N)) = @({e}) = {e}.
Antag omvendt, at ¢(N) = {e}. Det skal vises, at der findes en homomorfi o: G — H
saledes, at ¢ = @ «, altsa en homomorfi g: G — H, som opfylder ligningerne,

ok (x)) =¢p(x), forallex € G. (5.6.1)

Disse ligninger fastlaegger afbildningen @: Da « er surjektiv, har hvert element y € G nemlig
formeny = x(x) med x € G,o0gsaer g(y) = @(k(x)) = ¢(x). For den sggte homomorfi @
ma der altsa geelde, at

P(y) = @x), nary=(x), (*)
og hermed er veerdien @(y) bestemt. Specielt kan der hgjst vaere én afbildning @ saledes, at
ligningerne (5.6.1) er opfyldt.

Vi viser nu, at (*) er en lovlig definition af en afbildning ¢: G — H. Man kan ogsa kalde
definitionen i (*) en ,,dynamisk definition*: For at bestemme veerdien ¢ (y) skal vi foretage
et valg, nemlig valge et element x € G med «(x) = y, og ,lovligheden” betyder, at den
opnaede veerdi er uafhangig af det foretagne valg. Det er let at indse uafhaengigheden: For
et andet valg, lad os sige x’ € G med x(x’) = v, er k(x') = «(x). Heraf folger, at x'x 1
ligger i kernen for «, alts& i N. Antagelsen om at ¢(N) = {e} sikrer s&, at ¢(x’x 1) = ¢, 0g
det medfarer, da ¢ er en homomorfi, at ¢ (x") = ¢(x). Hajresiden i (*) er altsa uafhaengig af
det foretagne valg.
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Videre er afbildningen ¢: G — H en homomorfi. Betragt nemlig to elementer y1, y2i G.
Velg i G elementer x1, x sdledes, at y1 = «x(x1) 0g y2» = k(x2). Daer y1yy = k(x1)k(x2) =
Kk (x1x2). Af (*) falger derfor, at

9(y1y2) = p(x1x2) = @(x1)@(x2) = @(y1)@(y2).
Altsa er @ en homomorfi. Endelig fremgar det umiddelbart af (*), at for x € G er g(k (x)) =
¢(x). Derfor er ¢ induceret via « af @. a

(5.7) Observation. | Homomorfisatningen indgar betingelsen, at ¢ (N) = {e}, altsa at der
for alle x € N gelder ¢(x) = e, hvor e er det neutrale element i H. Hvis H er en additivt
skrevet kommutativ gruppe, sa er kravet, at ¢(x) = 0 for alle x € N. | analogi med dette
tilfeelde udtrykker man ofte betingelsen ¢ (N) = {e} ved at sige, at ¢ forsvinder pa N.

Standardanvendelsen af satningen er pa den kanoniske homomorfix : G — G/N, bestemt
ved g — gN, hvor N er en given normal undergruppe af G. Hvis en homomorfig: G — H
forsvinder pa N, sa findes ifglge Homomorfisetningen en homomorfig: G/N — H saledes,
at

(8D = ¢(g), (5.7.1)

hvor [g] = gN. Det fremgar af beviset for Homomorfisatningen, at @ er entydigt bestemt.
Man siger ogsa, at homomorfien ¢: G/N — H er induceret af ¢.

(5.8) Isomorfisaetningen. Ladg: G — G’ vere en gruppehomomorfi, og lad N := ¢~1(¢')
betegne kernen. Da fastleegger forskriften,

xN — ¢(x),
en veldefineret isomorfi G/N —> ¢(G) af G modulo kernen pa billedgruppen ¢(G).

Bevis. At forskriften bestemmer en veldefineret afbildning svarer til at definitionen er lovlig:
For at anvende forskriften til at bestemme billedet af en sideklasse S, skal man skrive side-
klassen pa formen S = x N; man skal altsa veelge et element x i sideklassen S for at bestemme
billedet af S. Det skal altsa vises, at det opnaede billedelement i G’ ikke afhanger af det
foretagne valg. Antag hertil, at x og x” begge ligger i sideklassen S. Sa er x’ € xN, altsa
x'=xhmedh € N. DaN = ¢~1(¢), folger det, at o (x') = ¢(xh) = @(x). Hermed er vist,
at definitionen er lovlig. @jensynlig udger de opnaede billedelementer netop delmangden
¢(G) af G’. Forskriften bestemmer altsa en surjektiv afbildning : G/N — ¢(G).

Afbildningen @ er en homomorfi. Betragt hertil to sideklasser S,7 € G/N. Velg
repreesentanter: S = xN og T = yN. Produktet af sideklasserne er da sideklassen ST =
xyN. Altsa er

?(ST) =9(xyN) = pxy) = e()p(y) = o(S)e(T).

For et fuldfare beviset, skal det vises, at ¢ ogsa er injektiv. Det er nok at vise, at kernen for
@ kun bestar af det neutrale elementi G/N. Antag hertil, for en sideklasse S, at@(S) = ¢’. Er
S =xN,eraltsd p(x) = ¢. Mensderx € o~ 1(e¢'), altsd x € N, og derforer S =xN = N
det neutrale elementi G/N.

Hermed er Isomorfisaetningen bevist. a

(5.9) Eksempler. (1) Lad g veere et element i gruppen G. Som navnt i Eksempel (5.5)(3)
eri — g' en homomorfi Z — G. Billedet er den cykliske undergruppe (g). Hvis g har
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uendelig orden, er homomorfien injektiv, altsa en isomorfi Z — (g). Antag, at g har endelig
orden n. Homomorfiens kerne er da undergruppen nZ af Z. Af Isomorfisaetningen falger
derfor, at i — g' inducerer en isomorfi,

Z/n7 —> (g).

(2) Fortegnet for permutationer er en homomorfi sign: S,, — {£1} = C,. Dens kerne er
undergruppen A,,. For n > 2 er homomorfien surjektiv, og den inducerer en isomorfi,

S, /A, — C».

(3) Den komplekse eksponentialfunktion er en surjektiv homomorfi exp: C — C*, med
kernen 27riZ. Homomorfien inducerer derfor en isomorfi,

C/27iZ =5 C*.
Tilsvarende inducerer 7 — ¢!! en isomorfi,
R/217 =5 U.

(4) Determinant af kvadratiske matricer er en homomorfi GL,,(R) — R*, og dens kerne
er undergruppen SL,,(R) bestdende af matricer med determinant 1. Det er let at indse, at
homomorfien er surjektiv. Den inducerer derfor en isomorfi,

GL,(R)/SL,(R) = R*.

(5.10) Definition. Gruppen G siges at veere isomorf med gruppen G’, hvis der findes en
isomorfi ¢ : G —> G’. Isomorfien ¢ er specielt en bijektiv afbildning G — G’, og det er let
at se, at den inverse afbildning ¢ ~1: G’ — G igen er en isomorfi. Vi kan derfor blot tale om,
at to grupper er isomorfe.

Isomorfe grupper kan i mange henseender betragtes som ens. En isomorfi ¢: G — G’
etablerer specielt en bijektiv forbindelse mellem elementerne i G og G’: til hvert element
g € G svarer et og kun ét element ¢’ € G’. Da ¢ ogsa er en homomorfi, svarer produkt
g1g2 af to elementer g1, g2 i G under denne bijektive forbindelse til produktet g; g5 af de
to tilsvarende elementer g}, g5 i G’. Det fglger, at grupperne G og G’ samtidig har alle
egenskaber, der kan udtrykkes for abstrakte grupper, altsa at G har egenskaben, hvis og kun
hvis G’ har egenskaben. Fx har G og G’ samme orden, G er kommutativ hvis og kun hvis
G’ er kommutativ, G er cyklisk hvis og kun hvis G’ er cyklisk, osv, osv.

(5.11) Eksempel. Af Eksempel (5.9)(1) fremgar, at en cyklisk gruppe G er isomorf med
restklassegruppen Z/nZ, hvis G er af endelig orden n, og isomorf med Z, hvis |G| = oo.
Alle cykliske grupper af samme orden er altsa isomorfe.

Specielt er alle cykliske grupper af orden # altsa isomorfe med den additive gruppe Z/nZ.
Gruppen Z/nZ er derfor den eneste (pa neer isomorfi) cykliske gruppe af orden n. Med samme
sprogbrug kan vi havde, at den multiplikative gruppe C,, er den eneste cykliske gruppe af
orden n.

Af Korollar (4.8) falger, at for et primtal p er der kun én gruppe af orden p, nemlig den
cykliske gruppe C,,.
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Som naevnt i (3.20) kan et produkt af to cykliske grupper selv veere en cyklisk gruppe. Fx
folger det, at C, x C3 er en cyklisk gruppe af orden 6. Pa naer isomorfi har vi altsa ligheden,

CoxC3=Csg.

Det falger ligeledes, at produktet C, x Co ikke er en cyklisk gruppe. Grupperne C4 0g
C, x Cy, der begge har orden 4, er altsa ikke isomorfe. Det er ikke svert at vise, at (pa nar
isomorfi) er C4 og C, x C, de eneste grupper af orden 4.

(5.12) Eksempel. Det fremgar af Eksempel (4.12), at der (pa naer isomorfi) er precis to
grupper af orden 6, nemlig den cykliske gruppe Cg 0g den symmetriske gruppe S3. Da
C, x C3 er kommutativ, fglger det ogsa heraf, at C, x C3 ma vare isomorf med Cg. Da
diedergruppen D3 er ikke-kommutativ, falger det, at D3 ma vere isomorf med Ss.

(5.13) Noether’s farste Isomorfisetning. Lad H og N vere undergrupper af G, hvor N
antages at vare normal. Da er delmaengden HN = {hn | h € H og n € N} en undergruppe
af G. Yderligere er N en normal undergruppe af HN og H N N er en normal undergruppe
af H, og der findes en naturlig isomorfi,

H/(HNN)—> HN/N. (5.13.1)

Bevis. Vi viser forst, at delmangden H N er stabil. Betragt altsa to elementer 4111 0g hono
i HN, hvor altsa i1, hp € H og n1, ny € N. For produktet har vi sa, at

(hin1)(hany) = hinthony = hiha(hy tniho)ny.

Hajresiden er et produkt af fire faktorer. Produktet i1k, af de to ferste faktorer tilhgrer
gjensynlig H. Da N er normal, ligger den tredie faktor, 75 1n1h2, i N, og produktet af de
to sidste faktorer ligger derfor i N. Heraf falger, at hgjresiden ligger i HN. Altsder HN en
stabil delmangde af G. Da e = ee, ligger det neutrale element i HN. Endelig har vi, for
he Hogn € N, at
(hn) L =n"th™t = n Y tn Y.

P& hgjresiden er hn~1h~1 € N, da N er normal. Det folger derfor, at (hn)~t € HN. Altsa
er HN en undergruppe.

Forh ¢ Herh = he € HN,sa H € HN. Tilsvarende er N € HN. Derfor er H
og N undergrupper af HN. Da ligningen gNg—! = N gelder for alle elementer g € G,
gaelder den specielt for elementer g € HN. Falgelig er N endda en normal undergruppe af
HN. Den kanoniske homomorfix: HN — HN/N definerer ved restriktion en homomorfi
ko: H— HN/N,hvorved h € H afbildes pa sideklassen N i HN/N. Homomorfien «q er
surjektiv, thi enhver sideklasse i HN /N har formen hnN = hN, 0og kN er billedetafh € H.
Det neutrale element i HN/N er sideklassen N, sa kernen for «o bestar af de elementer
h € H, for hvilke hN = N, altsa af de elementer 7 € H, for hvilke # € N. Kernen for «g
er altsa fellesmaengden H N N. Specielt er H N N derfor en normal undergruppe af H, og
isomorfien (5.13.1) fas ved at anvende Isomorfisatningen pa «o. a

(5.14) Observation. Af isomorfien i (5.13.1) falger specielt, at de to grupper har samme
antal elementer. Noether’s farste Isomorfisaetning medfarer altsa ligningen,

|H: HON| = |HN : N|. (5.14.1)
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Ifelge Indexseetningener |[HN| = |HN : N|-|N|. Ligningen (5.14.1) er derfor eekvivalent
med ligningen |[HN| = |H : HNN| - |N|, som vi beviste i (4.11) uden at forudsatte, at N er
normal.

(5.15) Noether’s anden Isomorfisetning. Lad der vere givet en homomorfi¢: G — G/,
og lad K vere kernen for ¢. Da galder:

Ved H — ¢(H) defineres en bijektiv afbildning fra meengden af de undergrupper H af
G, der omfatter K, pa maengden af alle undergrupper af ¢(G). Den inverse afbildning er
bestemt ved L — ¢~1(L), for undergrupper L af ¢(G).

Under denne bijektive afbildning galder for en undergruppe N af G, med N O K, at N
er normal i G, hvis og kun hvis ¢(N) er normal i (G). Yderligere galder, nar N er normal
I G og N D K, at der findes en naturlig isomorfi,

G/N —= ¢(G)/¢(N). (5.15.1)

Bevis. Lad U/ betegne mengden af de undergrupper H af G, for hvilke H D K, og lad U/’
betegne maengden af alle undergrupper af ¢ (G).

Det folger af (5.3), at for hver undergruppe H af G er billedmangden ¢ ( H) en undergruppe
i G'. Specielter ¢(G) en undergruppe af G, g ¢ (H) er en undergruppe af ¢ (G). Tilsvarende
folger det, at for hver undergruppe L af G’ er originalmangden ¢ ~1(L) en undergruppe af
G, og originalmangden vil specielt omfatte K = ¢ ~1(¢).

Ved H — ¢(H) defineres falgelig en afbildning ®: 4/ — U, og ved L — ¢ 1(L)
defineres falgelig en afbildning W: /" — 4. Det er pastanden, at afbildningen @ er bijektiv
og at afbildningen W er den inverse. Hertil skal det vises, at W o ® er den identiske afbildning
af U og at ® o W er den identiske afbildning af ¢/’.

Betragt farst ligningen ® o W(L) = L, hvor L € U’, dvs L er en undergruppe af ¢(G).
Ligningen udsiger, at

ol lLy=1L. (5.15.2)

Det er let at vise denne ligning; den geelder for afbildninger i almindelighed, og udnytter blot,
at L er en delmangde af billedmangden ¢(G).
Betragt dernast ligningen W o« ®(H) = H, hvor H € U, dvs H er en undergruppe af G
0g H D K. Ligningen udsiger, at
o Y(9H)=H. (5.15.3)

Det er en simpel egenskab ved afbildninger, der sikrer, at hgjresiden er indeholdt i venstresi-
den. For at vise ligheden skal vi vise den omvendte inklusion, og hertil er antagelserne ngd-
vendige. Lad altsa g veere et element i venstresiden, altsé g € ¢ "1 (¢ H). Daer ¢(g) € ¢(H).
Folgelig findes et element 1 € H saledes, at ¢(g) = ¢(h). Da ¢ er en homomorfi, slutter vi,
at p(gh™) = p(g)p(h)™t = ¢'. Altséer gh~! element i kernen for ¢, dvs gh~! € K. Da
K C H, falger det, at gh—! € H. Altsd er g = (gh~1)h produkt af to elementer i H, og da
H er en undergruppe, folger detat g € H.

Hermed er vist, at afbildningen ®: &/ — U’ er bijektiv og at afbildningen W er den inverse.

Antag, at N er en normal undergruppe af G, altsd at ghg =1 € N foralleg € Gogh € N.
Daer p(g)p(h)e(g)~t € o(N) foralle g € G og h € N. Heraf ses, at ¢(N) er en normal
undergruppe af ¢(G).
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Lad nu N e U vere en vilkarlig undergruppe med N 2 K. Vi har lige vist, at hvis N er
normal i G, saer ¢(N) normal i ¢(G). Vi mangler at vise, at hvis ¢(N) er normal i ¢(G), sa
er N normal i G; desuden skal vi bestemme isomorfien (5.15.1).

Antag altsa, at ¢(N) er normal i ¢(G). Lad «: ¢(G) — ¢(G)/@(N) vaere den kanoniske
surjektive homomorfi. Opfattes ¢ som en surjektiv homomorfi ¢: G — ¢(G), far vi ved
sammensatning en surjektiv homomorfi k¢: G — ¢(G)/@(N), hvorved ¢ € G afbildes
pa sideklassen ¢(g)p(N). Betragt kernen for k. Det neutrale element i ¢(G)/¢@(N) er
sideklassen ¢ (N). Elementet g tilhgrer altsa kernen, netop nar ¢ (g)@(N) = ¢(N), dvs netop
nar ¢(g) € ¢(N). Kernen bestar altsa af de elementer g, for hvilke ¢(g) € ¢(N), dvs kernen
er 9~ 1(¢N). Davi har antaget, at N € U, falger det af (5.15.3), at ¢ 1 (¢N) = N. Den
surjektive homomorfi kp: G — ¢(G)/@(N) har altsa kernen N. Heraf falger farst, at N er
normal i G, og dernast fglger isomorfien (5.15.1) af Isomorfisaetningen. a

(5.16) Note. En situation, hvor man pa én gang har givet flere grupper og homomorfi-
er mellem dem, kan ofte anskueliggeres med et diagram. Man ,afsetter” grupperne som
punkter i planen, og man tegner pile mellem punkterne svarende til homomorfierne. Hvis
homomorfierne blot er inklusioner, svarende til at nogle af grupperne er undergrupper af
andre, tegner man blot streger, og man sgrger for at de starste grupper anbringes gverst pa
tegningerne. Noether’s isomorfiseetninger kan anskueliggeres af fglgende diagrammer:

G G’
HN
G{—10(G)
EANAN Nf—tov)
Hny o) =K (€
) (e)

(5.17) Observation. Noether’s anden Isomorfisetning anvendes oftest pa den kanoniske
(surjektive) homomorfi G — G/K, hvor K er en given normal undergruppe af G. For
en undergruppe H af G, med H D K, bestar billedet af sideklasserne 2K, for h € H.
Billedet kan altsa identificeres med kvotientgruppen H/K . Deter altsa pastanden i Satningen,
at samtlige undergrupper i G/K har formen H/K, med en entydigt bestemt undergruppe
H 2 K. Yderligere gelder, at de normale undergrupper af G/K er undergrupperne N/K,
hvor N O K ernormal i G. Isomorfien (5.15.1) er her en isomorfi,

. GJ/K
G/N — ——.
(5.18) Opgaver. N/K .
1. Lad g veere et element i gruppen G. Vis, at afbildningeni +— g* er en homomorfi Z — G,
og at det er den eneste homomorfi Z — G saledes, at 1 — g. Bestem antallet af homomorfier
7Z — G.

2. Vis, for en gruppe G, at antallet af homomorfier C,, — G er det samme som antallet af
lgsninger g € G til ligningen g"” = e. Bestem antallet af homomorfier Cg — Sg.
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3. Vis, ata — [a], er en homomorfi af additive grupper Z — Z/n, 0g angiv kernen.

4. Antag d|n. Vis, at [a], — [a]aq er en veldefineret afbildning Z/n — 7Z/d. Vis, at
afbildningen er en homomorfi af additive grupper, og bestem dens kerne.

5. Antag, atd |n. Vis, at afbildningen [a],, — [a]s definerer en homomorfi af multiplikative
grupper (Z/n)* — (Z/d)*. Vis, nar d = p er et primtal og n = p", at homomorfien er
surjektiv, og bestem ordenen af kernen.

6. *Vis, for enhver divisor d i n, at homomorfien (Z/n)* — (Z/d)* er surjektiv.

7. Vis,athvisg: G — G’ og¢’: G’ — G” er gruppehomomorfier, sa er ogsa den sammen-
satte afbildning ¢’ c¢: G — G” en homomorfi.

8. Vis, at hvis ¢: G — G’ er en gruppeisomorfi, s& er den inverse afbildning ¢~ 1: G’ — G
en isomorfi.

9. Lad ¢: G — G’ veere en gruppehomomorfi. Vis, for g € G, at ordenen af ¢(g) er divisor
i ordenen af g. Vis, at ¢((g)) = (¢(g)).

10. Betragt afbildningen,
[/g i] = (1, v),

for v # 0. Matricerne pa venstresiden udger en undergruppe T af GL2(R), og parrene pa
hgjresiden udgar gruppen R* x R*. Vis, at afbildningen er en homomorfi, og bestem kernen.

11. Vis, at homomorfierne Z — 7 netop er afbildningerne x — gx for g € Z. Vis, at
homomorfierne Q — Q netop er afbildningerne x — gx for g € Q.

12. Vis, at de kontinuerte homomorfier R — R netop er afbildningerne x — gx for g € R.
13. Vis, at gruppen R\{1} med ,produktet*a * b := a + b — ab er isomorf med R*.
14. Vis, at de additive grupper Z og Q ikke er isomorfe.

15. Vis, for en gruppe G, at afbildningen g — g1 er en homomorfi, hvis og kun hvis G er
kommutativ.

16. Find de steder i noterne, hvor Klein’s Vierer-gruppe er defineret. Er det samme gruppe,
der defineres?

17. Vis, at i S4 udgar identiteten og de 3 dobbelttranspositioner en undergruppe V, der er
isomorf med Klein’s Vierer-gruppe. Vis, at V er en normal undergruppe af Sg.

18. Lad N vere en normal undergruppe af G, og lad K vere en normal undergruppe af N.
Vis, ved et eksempel, at K ikke ngdvendigvis er normal i G. [Vink: Klein’s Vierer-gruppe
kan bruges som N i et eksempel.]

19. *Lad N vere en normal undergruppe af G. Vis, at hvis N er cyklisk, sa er enhver
undergruppe af N normal i G.

20. Vis, at en linezr afbildning £: V — W mellem vektorrum er en gruppehomomorfi, nar
vektorrummene opfattes som additive grupper.

21. Lad ¢: G — G’ veere en gruppehomomorfi. Vis, at |G| = |¢(G)]| - @~ 1(e)|.
22. Vis, at nar n er ulige, sa findes en isomorfi Co x D, —> D,.
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23. Vis, at felgende grupper er ikke-isomorfe [strengt taget: ,.er parvis ikke-isomorfe”]:
C2 x Cg, C12, A4, Dg. [Vink: sammenlign fx antallene af elementer af orden 2.]

24. Vis, at grupperne Ss og Dg x Ds ikke er isomorfe.
25. Bestem, som funktion af n, en gvre graense for antallet af grupper af orden n.

26. Mangden af ortogonale matricer med determinant 1 betegnes O™ (n). Vis, at O™ (n) eren
normal undergruppe af index 2 i den ortogonale gruppe O(n), og at O(n)/ O™ (n) er isomorf
med C,. Gruppen O™ (n) kaldes den specielle ortogonale gruppe, og betegnes ogsa SO(n)
eller SO, (R).

27. Vis, at mengden af alle matricer af formen [ﬂ a4

0 1] for a € 7Z, udger en undergruppe G
la

af GL,(Z). Vis, at delmangden N bestaende af alle matricer af formen [0 1] fora e nZer
en normal undergruppe af G. Vis, at G/N er isomorf med diedergruppen D,,.

28. Visforetgivetelement g i engruppe G, atafbildningen x — gxg ! erengruppeautomorfi
af G, dvs en isomorfi af G pa sig selv.

29. Lad G veare en gruppe, og lad Aut(G) vaere mangden af automorfier af G. Automorfierne
er specielt permutationer af G, sa Aut(G) er en delmeangde af Perm(G). Vis, at Aut(G) er
en undergruppe af Perm(G). For hvert element g € G er afbildningen p, (x) = gxg~len
automorfi af G. Vis, at g — p, er en homomorfi G — Aut(G). Beskriv kernen. Vis, at
billedgruppen er en normal undergruppe af Aut(G).

30. *Antag for grupper H, N, at der er givet en gruppehomomorfi 2 — p;, fra gruppen H
til gruppen Aut(N). Vis, at produktmaengden G := N x H med kompositionen,

(n1, h1)(n2, ho) = (n1pp, (n2) , hihy), *)

er en gruppe. Vis (med en oplagt notation), at delmeéengden N x 1 af G er en undergruppe
isomorf med N og at 1 x H er en undergruppe isomorf med H. Vis, idet vi opfatter N
og H som undergrupper af G, at N er en normal undergruppe af G og at den sammensatte
homomorfi H — G — G/N er en isomorfi. Vis, forn € N ogh € H, at py(n) = hnh™1L.
Med kompositionen (*) kaldes gruppen N x H det semidirekte produkt af N og H og betegnes
N x, H.

Eksempler: For en kommutativ gruppe A er x — x ! en automorfi af orden 2. Herved
defineres en homomorfi p;: C; — Aut(A). Vis, at C x,, Co = Dy.

Klein’s Vierer-gruppe V har orden 4. Bestem en homomorfi p2: C3 — Aut(V), som ikke
er triviel, og vis, at det semi-direkte produkt V' x ,, C3 er den alternerende gruppe As.

Automorfigruppen for Cs er den cykliske gruppe C,. Slut heraf, at der findes en ikke-triviel
homomorfi p3: V. — Aut(Cs3), og en ikke-triviel homomorfi p4: C4 — Aut(Cz). Vis, at
C3 xp, V = Dg. Vis, at de tre grupper Dg, A4 0g C3 X, C4 er ikke-isomorfe.

31. Vis for undergrupper H, N af G, hvor N er normal,at HN = NH.

32. Vis, ndr H er en undergruppe af G og g € G, at gHg ! igen er en undergruppe. Vis, at
H og gHg ! er isomorfe. Vis, at hvis H er den eneste undergruppe af en given orden, s er
H normal.
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6. Strukturseetning for endelige kommutative grupper.

(6.1) Indledning. Definitionen i (3.19) af produkt af to grupper udstraekkes uden videre til
produkt af » grupper G, ..., G,. Produktmangden G1 x --- x G,, bestaende af alle r-set
(g1,...,8&r) hvor g; € G;, organiseres som en gruppe med koordinatvis komposition,

(81, .-+, 8 )(hy, ..., hy) == (g1h1, ..., ghy).

Det neutrale element er r-sattet ¢ := (e1, ..., e,), hvor e¢; betegner det neutrale element i
G;, og det inverse til et r-s&t (g1, ..., g-) er r-settet (gl_l, g h.

Gruppen G1 x - - - x G, kaldes produktet, eller det direkte produkt af grupperne G1, . . ., G,.
Hvis grupperne G; er kommutative, additivt skrevne grupper, kaldes produktet ogsa den
direkte sum, og det kan betegnes G1 @ - - - @ G,

For ordenen af produktet har vi gjensynlig ligningen,

|G1 x - x G| =|G1|---|Gy|.
Hver af de givne grupper G; er relateret til produktet via to homomorfier: projektionen,

(815 ---58r) > &is (6.1.1)

er en surjektiv homomorfi G1 x --- x G, — G, 0g injektionen,

8i (61, e 8is ---,er)» 8i € Gi9 (612)

hvor hgjresiden har g; pa den i ’te plads, er en injektiv homomorfi G; — G1 x - - - x G,. Via
den i’te injektion kan vi opfatte G; som undergruppe af produktet.

Lad G veere en given gruppe. Er der givet undergrupper Hi, ..., H, af G, defineres ved
(h1,...,h;) — h1---h, enafbildning,

Hy x---x H — G. (6.1.3)

Denne afbildning er i almindelighed ikke surjektiv, ikke injektiv, og ikke en homomorfi. Hvis
afbildningen er en gruppeisomorfi, siger vi, at G er det direkte produkt af undergrupperne
H;. Vi udtrykker det ofte ved at skrive H; x --- x H, = G. Det skal understreges, at
lighedstegnet ikke bruges i betydningen, at de to sider er ens; det betyder her, at det er den
angivne afbildning (6.1.3), der er en isomorfi.

Hvis en gruppe G er isomorf med et produkt af grupper G1 x - - - x G, sa svarer gruppen
G; via den i’te injektion til en undergruppe af produktet, og dermed, via isomorfien, til en
undergruppe H; af G. Det er let at se, at G sa er det direkte produkt af disse undergrupper
H;.

Det er hovedresultatet i dette kapitel, at enhver endelig kommutativ gruppe G er isomorf
med et produkt af cykliske grupper. Det betyder, akvivalent, at der i G findes elementer
g1, ..., g Saledes, at G er det direkte produkt af de cykliske undergrupper (g;).
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(6.2) Observation. Betragt for givne undergrupper Hi, ..., H, af G afbildningen (6.1.3).
Afbildningen er en homomorfi, hvis og kun hvis der for allei < j og h; € H; 0og hj € H;
gealder, at

hihj = hjh;. (6.2.1)

Antag nemlig farst, at afbildningen er en homomorfi. Lad h; = (e1,..., hi, ..., e) veaere
billedet af #; € H; ved den i’te injektion. | produktgruppen Hy x - - - x H, galder ligningen,
fori < j,
hihj = hjh;, *)

idet begge sider er lig med r-sattet (eq, ..., h;, ..., hj, ..., ). Ved afbildningen afbildes
h; p& h; og fzj pa h;. Da afbildningen er en homomorfi, falger ligningen (6.2.1) af (*).

Antag omvendt, at (6.2.1) er opfyldt. Produktet af to r-seet (A, ..., k) og (hY, ..., h)
er r-seettet (hyhy, ..., h,h)), som afbildes i elementet,

p
hvor lighedstegnet falger af (6.2.1). Billedet af produktet er derfor produktet af billederne.
Altsa er afbildningen en homomorfi.

Bemeerk specielt, at betingelsen (6.2.1) er en ngdvendig betingelse for, at G kan vaere det
direkte produkt af undergrupperne H;.

Hvis G er kommutativ, er betingelsen naturligvis opfyldt. For en kommutativ gruppe er
afbildningen (6.1.3) altsa altid en homomorfi.

(6.3) Eksempel. Antag, atn = n1 - - - n, er et produkt af parvis primiske naturlige tal ;. Som
bekendt udsiger Den kinesiske Restklassesatning, atafbildningen [x],, — ([x],,, ..., [x]s,),
der til restklassen af x modulo n knytter r-saettet af restklasser af x modulon; fori =1, ..., r,
er en bijektiv afbildning,

Z/n—>7Z/n1 X - X L/n,. (6.3.1)

Afbildningen er en homomorfi, idet hgjresiden opfattes som det direkte produkt af grupperne
Z/n;. Summen af restklasser [x],, og [y]. er nemlig restklassen [x + y],,, 0g denne restklasse
afbildes pa

([X+Y]n1» cees [X+Y]nr) = ([x]n1+[y]n1’ ) [x]nr+[y]n,-)
= ([x]nl» cees [x]nr) + ([y]nl» cees [)’]nr),

altsd pa summen af billederne. Afbildningen (6.3.1) er altsa en gruppeisomorfi. Den additive
gruppe Z/n pa venstresiden er isomorf med det direkte produkt pa hgjresiden.

Som bekendt er x primisk med », hvis og kun hvis x er primisk med hver faktor »;. Heraf
ses, at afbildningen (6.3.1) definerer en bijektiv afbildning mellem delmangder,

(Z/n)* > (Z/n1)* x - x (Z/ny)*. (6.3.2)

Delmangden (Z/n)* er gruppen af primiske restklasser med multiplikation. Ved en tilsva-
rende udregning, hvor sum erstattes med produkt, ses, at afbildningen (6.3.2) er en homomorfi
mellem (multiplikative) grupper, og dermed en isomorfi. Gruppen (Z/n)* er altsa isomorf
med det direkte produkt af grupperne (Z/n;)*.
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(6.4) Lemma. Lad G vere en gruppe, og lad H og K vere undergrupper af G. Da er
falgende to betingelser &kvivalente:

(i) Gruppen G er det direkte produkt af undergrupperne H og K, dvs afbildningen
H x K — G bestemt ved (h, k) — hk er en isomorfi.

(it) Undergrupperne H og K er normale, og der galder ligningerne H N K = {e} og
HK =G.

Bevis. Billedmangden ved afbildningen H x K — G er gjensynlig delmangden HK af G.
Afbildningen er altsa surjektiv, hvis og kun hvis HK = G.

Antag farst (i), altsa at afbildningen er en isomorfi. Specielt er afbildningen da surjektiv,
sda HK = G. Ved injektionen i — (h, e) afbildes H pa undergruppen H x {e} af H x K.
@jensynlig er H x {e} netop kernen for projektionen H x K — K. Specielter H x {e} en
normal undergruppe af H x K. Tilsvarende er {e} x K en normal undergruppe af H x K.
@ijensynlig er feellesmaengden af H x {e} og {e} x K den trivielle undergruppe i H x K. Ved
isomorfien afbildes H x {e} pa H og {e} x K pa K. Altsd er H og K normale undergrupper
af G, 09 H N K er den trivielle undergruppe {e}. Hermed er betingelsen (ii) eftervist.

Antag omvendt betingelsen (ii). Da HK = G, er afbildningen surjektiv. For at vise, at
afbildningen er en homomorfi, skal vi vise, at hk = kh foralle h € H og k € K. @jensynlig
har vi ligningerne,

h(kh=*k™1) = (hk)(kh) ™t = (hkh =Yk

P& venstresiden er kh~1k—1 e H, fordi H er normal. Heraf falger, at venstresiden ligger i
H. Tilsvarende ligger hgjresiden i K. Altsa ligger (hk)(kh)~ i H N K = {e}. Derfor er
hk = kh. Hermed er vist, at afbildningen er en homomorfi. For at vise, at afbildningen er
injektiv, undersgger vi kernen. Lad (&, k) veere et par i kernen. Daer hk = e. Viharh € H
ogh=k1eK,ogslutter,at h € H N K = {e}. Altsd er h = e. Af hk = e falger, at 0gsa
k = e. Kernen bestar altsa alene af parret (e, ¢). Da afbildningen var en homomorfi, falger
det, at den er injektiv. Hermed er betingelsen (i) eftervist. a

(6.5) Seetning. Antag, atn = ny - - -n, er et produkt af parvis primiske tal n;. Lad G vere
en kommutativ gruppe af orden n. Da er hver delmangde,

Hi'={geG|g" =el
en undergruppe af G, og G er det direkte produkt af undergrupperne H;,

Hy x ---x H — G. (6.5.1)

Bevis. Det fglger af Den kinesiske Restklassesztning, at der for hverti =1, ..., r findes et
helt tal d;, som opfylder kongruenserne,

D di=1 (mod n;), (2)d; =0 (mod n;) for j #i.
Kongruenserne medferer falgende kongruenser:

R)di+---+d, =1 (mod n), (4)din; =0 (mod n).
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Kongruenserne i (1) og (2) medfagrer nemlig, at summen dq + - - - + d, er kongruent med 1
modulo n; foralle i, og sa falger kongruensen (3) af Den kinesiske Restklassesatning. Videre
erdin; = 0 (mod n;) foralle j, thi for j = i er det trivielt og for j # i falger det af (2).
Altsa gaelder kongruensen (4).

Antag nu, at gruppen G er kommutativ af orden n. Lad k vere et helt tal. Hvis gk = e og
h* = e er (gh)* = gkhk = e; trivieltere* = ¢; oghvis gk = ¢,séerogsd (g )k = g% =e.
Heraf faglger specielt, for k := n;, at hver delmangde H; er en undergruppe af G.

Det skal nu vises, at afbildningen (6.5.1), bestemt ved (g1,...,g,) — g1---g- €ren
bijektiv homomorfi. Afbildningen er en homomorfi, fordi G er kommutativ. At afbildningen
er bijektiv betyder, at hvert element ¢ € G kan fremstilles som et produkt,

g=2g1--&, medg; € H;, *)

med entydigt bestemte faktorer g;.

For at vise entydigheden antages, at der er givet en fremstilling (*) af elementet g. Vi har
g;j = e for alle j. Det folger derfor af (1), at gidi = g;, 0og af (2), at g]‘.ii =eforj #£i. Altsa
er

i i d; i _
g = (g1---g)" =81 "'8? =e---gi-e=g.

Heraf falger entydigheden. Mere precist har vi vist, at den i’te faktor i (*) er bestemt som
gi = g%. For at vise eksistensen af fremstillingen mé& vi derfor vise, for et vilkérligt element
g eG,at
dr

g=gdl---g og gdf € H; foralle i.

Da n er ordenen af G, er g" = e. Ligningen g = g ... g% falger derfor af (3). Videre
folger af (4), at (g%)" = e. Altséer g% e H;, som gnsket. 0

(6.6) Observation. Standardanvendelsen af Satning (6.5) er pa primoplgsningen n =
pit -+ pr. For en kommutativ gruppe G af orden n er primtallene p; netop primdiviso-
rerne i |G|. For et sadant primtal p; bestar undergruppen H; af de elementer g, for hvilke
gP'"" = e. For et sddant element er ordenen en divisor i p;”', og derfor er ordenen en potens
pf‘ med u < v;. Antag omvendt, at g € G har en orden, der er en potens pf‘. Ordenen er
divisor i gruppens orden n, og derfor er u© < v;. Falgeliger g € H;.

Det fremgar, at undergruppen H; bestar af de elementer g € G, hvis orden er en potens af
pi. Undergruppen betegnes ogsa G (p;). Det falger af setningen, at G er det direkte produkt
af sine undergrupper G (p;).

Man kan vise, i almindelighed, at undergruppen H; i (6.5) har orden n;. Specielt har
undergruppen G(p;) orden p.".

(6.7) Lemma. Lad G vare en kommutativ gruppe, lad ¢ : G — G veere en surjektiv gruppe-
homomorfi, og lad G veere en undergruppe af G. Antag, at restriktionen Go — G er bijektiv.
Da er G det direkte produkt af Gy og kernen for ¢,

Go x ¢ (@) = G.
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Bevis. Lad K := ¢~1(&) veare kernen for ¢. Ved restriktion definerer ¢ en homomorfi
Go — G. Kernen for restriktionen er gjensynlig Go N ¢~1(&), altsd Go N K, og billedet er
¢(Go). Deteraltsa forudsetningen, at GoNK = {e} 09 ¢(Go) = G. Viefterviser betingelsen
(6.4)(ii). Da G er kommutativ, er Go og K normale, og vi har vist, at Go N K = {e}. Vi
mangler at vise, at G = GoK. Betragt hertil et element ¢ € G. Ifglge antagelsen er
©(g) € p(Gop). Der findes altsa et element go € Gg saledes, at ¢(g) = ¢(go). Det falger, at
k= go_lg tilhgrer kernen for ¢, altsa at k € K. Derfor er g = gok € GoK. Hermed er vist,
at G = GoK. a0

(6.8) Seetning. Lad G vere en endelig abelsk gruppe, og lad m vere den maksimale orden
for elementerne i G. Da har hvert element i G en orden, som er divisor i m.

Bevis. Lad g veere et element af den maksimale elementorden m. Vi skal vise, hvis d er
ordenen af et element / i G, sa er d divisor i m. Antag, indirekte, at d ikke er divisor i m.
For hvert primtal p kan vi skrive m = p*mg og d = p®dy, hvor p ikke gar op i mo og ikke
gar op i dp. Da d ikke er divisor i m, kan vi bestemme primtallet p saledes, at § > p. Nu har
G et element af orden mo, nemlig g”/™°, og et element af orden p?®, nemlig g¢/7°. Da de
to ordener, mq og p®, er primiske, fglger det af Lemma (3.17), at G har et element af orden
p®mo. Men da p®mg > m, er dette i modstrid med, at m var den maksimale orden. 0

(6.9) Seetning. Lad G vere en endelig kommutativ gruppe, og lad go vare et element af
maksimal elementorden m. Da findes en undergruppe K af G saledes, at G er det direkte
produkt af undergrupperne (go) 0og K,

(go) X K = G.

Bevis. Deter nok at vise, at hvis (go) C G, safindes en gruppe G af orden mindre end ordenen
af G og en surjektiv homomorfi ¢: G — G saledes, at restriktionen (gg) — G er injektiv.
Antag nemlig, at dette er bevist. Hvis (go) = G, er pastanden i s&tningen triviel, idet vi
som K kan bruge den trivielle undergruppe {e}. Hvis (go) C G, anvendes den surjektive
homomorfi ¢. For hvert element g i G har billedet g = ¢(g) en orden, som er divisor i
ordenen af g. Da (go) afbildes injektivt ved ¢, har gg samme orden, m, som gg. Falgelig er
2o et element af maksimal elementorden i G. Hvis (gg) C G, gentages processen pa go 09
G. Efter endeligt mange skridt opnas, ved sammensatning af homomorfierne, en surjektiv
homomorfi ¢: G — G séledes, at restriktionen (go) — G er injektiv og (go) = G. Den
sidste ligning betyder, at restriktionen (gg) — G 0gsa er surjektiv, og sa fglger det af Lemma
(6.7), at G er produktet af (go) og kernen for .

Vi antager altsd, at (go) C G, og Vi viser, at den sggte homomorfi¢: G — G kan fés som
den kanoniske homomorfi k : G — G/ (hg) for et passende valgt element g € G. For at G
har orden mindre end ordenen af G kreaves, at hg # e. For at restriktionen (go) — G/(ho)
er injektiv kreeves, at

(80) N (ho) = {e}. )
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Betragt hertil farst et vilkarligt element 4, af orden n, i G og en undergruppe K af G.
Feellesmaengden K N (k) er en undergruppe af (h), sa af Setning (3.16) falger, at

K N (h) = (h'), hvorl|n. 2)

Yderligere falger af (2), at [ er ordenen af sideklassen 2K i kvotientgruppen G/K. Side-
klassens orden bestemmes nemlig ved at betragte eksponenter i med (hK)' = e¢K, dvs med
h' € K, og ligningen (2) sikrer, fori = 1,...n,ath’ € K, hvis og kun hvis/ | i.

For at bestemme det sggte element g veelger vi farst et element 4 ¢ (go). Lad n veere
ordenen af 4. Ifglge (2), med K := (go), har vi

(g0) N (h) = (h'), (3)

hvor I er divisor i n, og I er ordenen af 2 modulo (go). Da k! € (go), er i = gi. Da h! har
ordenn/1, er (gh)"! = e. Falgelig er m divisor i i(n/1), altsd mt = i(n/1) med et helt tal ¢.
Altsaer i = (m/n)tl, og her er m/n et helt tal ifglge Saetning (6.8). Seet

gri=gg"""  hoi=hgt.

Det folger, at g} = g = h', og derfor er hl, = e. @jensynliger g1 € (g0). Dah ¢ (go),
folger det forst, at hg # e. Videre falger det, at sideklassen af 2 modulo (go) ikke &ndres,
hvis & erstattes med hg. Felgelig &ndres ordenen modulo (go) ikke. Ligningen (3) geelder
derfor, hvis h erstattes med /. Da il = e, har vi sdledes opnéet den sggte ligning (1).
Hermed er s&tningen bevist. a

(6.10) Strukturseetning for endelige abelske grupper. Lad G veare enendelig abelsk gruppe
aforden n. Da galder: (1) Gruppen G er isomorf med et produkt af cykliske grupper,

G~Cy x---xCp,, (6.10.1)

hvor m; > 1 for alle i. (Her vedtager vi, at et produkt af ingen grupper er den trivielle
gruppe, saledes at vi for den trivielle gruppe har en isomorfi med » = 0.)

(2) Ordenernemy, ..., m, kan veelges sdledes, atm;_ 1 erdivisorim; fori =1, ..., r—1.
Med et sddant valg er folgen m, . . ., m, entydigt bestemt.
(3) Ordenerne m1, ..., m, kan velges sdledes, at hvert m; er en primtalspotens. Med et

sadant valg er tallene m; (med multiplicitet) entydigt bestemt.

Bevis. Eksistensen af isomorfien (6.10.1) vises ved fuldsteendig induktion efter ordenen |G/|.
Med vedtagelsen navnt i (1) er eksistensen triviel, hvis |G| = 1. Antag, at |G| > 1. Lad
g € G veere et element af maksimal elementorden m. Daerm > 1, og (g) er isomorf med
C,.. Af Sztning (6.9) fas derfor en isomorfi G ~ C,, x G’ med en undergruppe G’ af G. Af
isomorfien felger |G| = m|G’|. Specielter |G’| < |G|. Induktivt er G’ derfor isomorf med
et produkt af cykliske grupper. Fglgelig er ogsa G = C,, xG’ isomorf med et produkt af
cykliske grupper. Hermed er (1) bevist.
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Det samme (induktive) argument giver, at tallene m; kan valges saledes, at m; 1 |m;.
Tallet m := m1 var jo valgt som den maksimale elementorden i G, og med notationen i
argumentet er m, den maksimale elementorden i G’ osv. Da G’ er en undergruppe af G, er
my ordenen af et element i G. Af Sztning (6.8) falger derfor, at my |m1.

For at indse, at tallene m; kan veelges som primtalspotenser, bruges Satning (6.5) pa
primoplgsningen af n. Det falger, at G er isomorf med et produkt af undergrupper G(p),
svarende til primdivisorerne p i n. Hvert element & i G(p) opfylder en ligning 2?" = e.
Heraf falger, at ordenen af hvert element i G(p) er en potens af p. Ifelge det allerede viste
er G(p) isomorf med et produkt af cykliske grupper; hver af de cykliske faktorer ma altsa
veere frembragt af et element, hvis orden er en potens af p. Hver faktor har altsa en orden,
der er en potens af p. Det folger, at G er isomorf med et produkt af cykliske grupper, hvor
hver faktors orden er en primtalspotens.

Vi mangler at vise entydigheden i (2) og i (3). For hvert primtal p kan vi betragte del-
mengden,
G ={xeG|xP =e}

Det er let at se, at ,G er en undergruppe i G. Undergruppens orden er antallet af lgsninger
x € G til ligningen x? = e. For en sadan lgsning x er ordenen en divisor i p. Da p er et
primtal, falger det, at en lgsning x # e til ligningen ngdvendigvis har orden p. Specielt har
vi |,G| = 1, hvis p ikke er divisor i |G|. Hvis G er cyklisk, og p er divisor i |G|, findes
netop én undergruppe af orden p i G. | dette tilfeelde geelder altsd | ,G| = p. Hvis G er et
produkt af grupper G;,

G=G1x-xGy, (6.10.2)
sa er hvert element x € G et r-s@t (x1,...,x,). Vi har x? = e, hvis og kun hvis
(xf,....x) = (e, ..., e), altsd hvis og kun hvis x; € ,G; fori = 1,...,r. Folgelig

er ,G=,G1x---x,G,090G/,G =(G1/pG1) x --- x (G,/,G,). Specielt er
|pG| = |pG1| co |pGr|' (6.10.3)

Af en isomorfi (6.10.1) far vi fremstillingen (6.10.2) med G; = C,,,. Hver gruppe G, er
altsa cyklisk. Det falger, at hver faktor |,G;| i (6.10.3) er lig med 1 eller lig med p. Specielt
er |,G| en potens p*, hvor s < r. Hvis m;4q erdivisorim; fori =1,...,r — 1, ser vi,
at |,G| = p”, hvis p|m, og at |,G| = p* med s < r, hvis p { m,. Hvis hvert m; er en
primtalspotens, m; = p]’.”, servi, at |,G| = p°, hvor s er antallet af indices j, for hvilke
pPj=Pp-

Nu vises entydigheden ved fuldsteendig induktion efter ordenen af G. Lad der veere givet
endnu en fremstilling, med r’ cykliske faktorer af ordener m},...,m’,. Antag, at begge
fremstillinger opfylder kravene i (2). Veelg en primdivisor p i m,. Da |,G| = p”, falger
det, at < /. Af symmetrigrunde er altsa r = r’, og nu falger det, at p |m’.. For kvotienten
G/,G har vi nu to fremstillinger, med cykliske faktorer af ordener my/p, ..., m,/p 0g
my/p, ..., m,/p (hvor nogle af ordenerne m; / p eller m’ / p eventuelt kan vere 1). Induktivt
sluttes, at m1/p = my/p, ..., m,/p = m]./p, hvoraf entydigheden i (2) fremgar.
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Antag i stedet, at alle tallene m; og m; er primtalspotenser. Det skal vises, for hver
primtalspotens p*, at antallet af gange p* forekommer blandt tallene »2; er det samme som
antallet af gange p* forekommer blandt tallene m; Ved at omnummerere faktorerne kan vi
antage, at det netop er ordenerne my, ..., my; 0g my, ..., m.,, derer potenser af p, og vi kan
antage, at my > --- > myogmj > --- > m/,. Det skal sa vises, at s = s’ og at m; = m,
fori =1,...,s. Den farste pastand folger af, at vi har |,G| = p* = p*". Den anden falger
ved at betragte de to fremstillinger af kvotienten G/, G, ganske som i tilfeeldet (2). Hermed
er ogsa entydigheden i (3) bevist. 0

(6.11) Observation. Af Struktursatningen fremgar, hvor mange kommutative grupper der
findes af en given endelig orden n. Lad nemlig n = p;*--- p* veere en primoplgsning.
Enhver kommutativ gruppe G af orden # er sa isomorf med et produkt,

G=Cy x:--xCp,,

hvor hvert m; er en primtalspotens. Af isomorfien fglger ligningen n = my - --m, mellem
ordenerne. Specielt falger heraf, at hvert m; ma vaere en potens af et af primtallene p;, endda
af formen pf‘, hvor 1 < v;. Yderligere falger det, at produktet af de tal m, for hvilke m; er
en potens af p;, er lig med p;i.

De mulige fremstillinger svarer altsa til de mulige mader, hvorpa hvert p;”' kan skrives
som et produkt af potenser af p; eller, &kvivalent, de mulige mader, hvorpa eksponenten v;
kan skrives som sum af positive eksponenter. Disse mulige valg svarer ifglge entydigheden
i (3) precis til de forskellige (pa neer isomorfi) kommutative grupper af orden ».

Det folger i gvrigt af Struktursaetningen, for en kommutativ gruppe G af orden n, at
undergrupperne G(p;) bestemt i (6.6) har orden p;”. Hvert element i G(p;) har nemlig en
orden, der er en potens af p;. Falgelig er G(p;) isomorf med et produkt af cykliske grupper,
hvis ordener er potenser af p;. Specielt har G(p;) en orden, som er en potens af p;. Da vi
desuden har ligningerne,

IG(pD)| - |G(p)| = |G| =n = py* - py°,
folger det, at |G(p;)| = p;" forallei.
(6.12) Eksempel. Der er precis 3 kommutative grupper af orden 24 = 233, nemlig
Coy =CgxC3, CioxCr=CygxCoxC3, CegxCoxCyr=CrxCrxCyxCs.

(6.13) Opgaver.
1. Vis, at gruppen C* er det direkte produkt af sine undergrupper U og R* (enhedscirklen
og den positive reelle halvakse).

2. Antag, at der er givet grupper G; og undergrupper H; € G; fori = 1,...,r. Vis, at
produktet H := Hi1 x --- x H, er en undergruppe i produktet G = G1 x --- x G,. Vis, at
hvis H; er normal i G; for alle i, sd er H normal i G, og der findes en kanonisk isomorfi,

(G1x -+ x Gp)/(H1 % -+ x H) = (G1/H1) x -+ x (G, /Hy).
3. *Vis, at undergruppen H; i (6.5) har orden n;.
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4. Angiv de kommutative grupper af orden 32.

5. Angiv 7 ikke-kommutative grupper af orden 24. [Vink: prgv med grupper af formen
G1 x Gy, hvor G1 ogl/eller G, er nogen af de ikke-kommutative grupper, du kender.]

6. Angiv fremstillingen af (Z/72)* som produkt af cykliske grupper af primtalspotensorden.

7. Enkarakter pagruppen G erenhomomorfi x : G — U. Specielter karaktererne komplekse
funktioner G — C. Vis, at med sedvanlig multiplikation af funktioner udger karaktererne
pa G en kommutativ gruppe. Den kaldes karaktergruppen for G, og vi betegner den G. Vis,
at hvis G er cyklisk af orden n, sa er G cyklisk af orden n. Hvordan bestemmes karaktererne
pa et direkte produkt G1 x G»? Lad G vare en endelig kommutativ gruppe. Vis, fx ved
hjeelp af Struktursaetningen, at der findes en isomorfi G >~ GafG pa karaktergruppen G.

8. Vis, at for en gruppehomomorfi: H — G defineres ved x — x o ¢ en gruppehomomorfi
@ G — H. Vis, athvis H — G er surjektiv, sa er G - H injektiv. *Vis, at hvis H er
undergruppe af en endellg kommutativ gruppe G, sa er G > H surjektiv og kernen for

G — Her undergruppen G/H af G.

9. Lad G vere en endelig kommutativ gruppe. Vis, at for hvert ¢ € G er afbildningen
x + x(g) en homomorfi G — U, altsa en karakter pd G. Vis, at den herved bestemte

afbildning G — G er en homomorfi. Vis, at homomorfien er injektiv, og slut, at den er en
isomorfi.

10. *Lad G veere en endelig abelsk gruppe af orden n. Funktionerne f: G — C udger da et
komplekst vektorrum F(G) af dimension n. Det udstyres med det indre produkt,

(fi. fo) = — Z f1(8) f2(g).

| geG

Vis, at de n karakterer pa G udger en ortonormal basis for 7(G). [Vink: udregn, for to
karakterer x1, x2 0g h € G, summen 3, .., x1(81)x2(82).]

11. Ud fra en fremstilling af formen i (2) i Struktursaetningen (6.10) far man en fremstilling
af formen i (3) ved at bruge Den kinesiske Restklassesatning pa hver faktor C,,,. Hvordan
far man omvendt, fra en fremstilling af formen i (3), en fremstilling af formen i (2)?

12. *Det var nzrliggende at bevise entydigheden i Struktursaetningen (6.10)(2) pa felgende
made: Antag, at vi har givet to fremstillinger G = C,,; x - -+ = mel x - -+ af den navnte

form. Af formen af fremstillingen falger, at m1 (og m}) er den maksimale elementorden i G,
s& m’| = m1. Vi har altsé en isomorfi C,,, xH =~ C,,, xH', hvor H og H' er produkterne af
de gvrige faktorer i fremstillingen. Heraf ville vi gerne slutte, at H ~ H’, for sa falger det
induktivt, at de to fremstillinger er ens. Problemet er, at vi ikke har bevist forkortningsreglen:
Hvis C x H ~ C x H', saer H ~ H’'. Vis, som konsekvens af Struktursatningen, at
forkortningsreglen geelder for endelige kommutative grupper. Vis, at den ikke gelder for
uendelige grupper. | gvrigt kan man vise, at forkortningsreglen geelder for alle endelige
grupper.

13. Lad G veere en endelig kommutativ gruppe. Vis for et primtal p, at antallet af elementer
i G, der har orden 1 eller p, er en potens af p.
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14. *Lad G veere en endelig kommutativ gruppe, og lad a veere produktet af samtlige elementer
i G. Vis,ata = e, paner hvis G har preecis ét element af orden 2; og at a i undtagelsestilfeldet
er det entydigt bestemte element af orden 2. Hvilken konklusion fas for G = (Z/n)*? [Vink:
Kan vises ved hjelp af struktursatningen, men ogsa uden.]
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7. Gruppevirkninger.

(7.1) Indledning. For en given gruppe G vil der altid veere visse maéngder X, som gruppen
virker pa i den forstand, at gruppens elementer ,,ger noget“ ved X: gruppeelementerne flytter
rundt pa elementerne i X. Mange grupper er ,fadt“ med en naturlig virkning pa en bestemt
mangde.

| dette kapitel kigger vi pa en lang reekke begreber knyttet til gruppers virkning. Ho-
vedresultatet er en telleformel af kombinatorisk art, der har anvendelser bade pa abstrakt
gruppeteori og pa konkrete optellinger af mgnstre.

(7.2) Definition. Lad G vere en fast (multiplikativt skrevet) gruppe. Vi vil betegne det
neutrale element i G med symbolet 1. Gruppen G siges at virke pa mangden X, hvis der er
givet en afbildning G x X — X, betegnet (g, x) — g.x, saledes, at falgende ligninger er
opfyldt, forx € X og g, h € G:

1x =x, (gh).x = g.(h.x). (7.2.1)

Hvis der er givet en virkning af G pa X, siges X ogsa at vare en G-mangde.
Nar G virker pa X, kan vi til et givet gruppeelement ¢ € G knytte afbildningen X — X
bestemt ved x — g.x. Denne afbildning betegnes p, eller gx, altsd

Pg(x) = gx(x) = g.x.

Det falger af den forste ligning i (7.2.1), at p1(x) = x for alle x. Afbildningen p1 = 1x er
altsd den identiske afbildning idx. For hvert element ¢ € G er afbildningen p, bijektiv. Af
ligningerne i (7.2.1) falger nemlig, for x € X, at

pgtopg(x) = pgi(gx) = g t(g0) = (§T9)x =Ll =x.

Altsa er pg-10pg = idyx. Tilsvarende, eller ved at erstatte g med gL, folger det, at
Pg o Pg-1 = idx. Altsé er afbildningen p, bijektiv, og den inverse er bestemt ved (pg)_l =
Pg—1-

Da afbildningen p, er bijektiv, er p, element i gruppen Perm(X) af alle bijektive afbild-
ninger af X pa sig selv. Falgelig kan vi opfatte g — p, som en afbildning G — Perm(X),
fra gruppen G til gruppen Perm(X). Afbildningen er en gruppehomomorfi,

o.G — Perm(X). (7.2.2)

Af den anden ligning i (7.2.1) falger nemlig, at vi har pgn(x) = (gh).x = g.(h.x) =
pg(pn(x)). Altsder po, = pg o pp, 0g det er netop betingelsen for at p er en homomorfi.

Homomorfien p kaldes den til virkningen hgrende repreaesentation af G. Nar virkningen
af G pd X er givet, reprasenteres hvert gruppeelement ¢ € G som en permutation p, af
mengden X. Er der omvendt givet en gruppehomomorfi (7.2.2), er det let at se, at der ved
g.x := pg(x) defineres en virkning af G pa X.
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(7.3) Note. En afbildning G x X — X kaldes ogsa en (ydre) komposition. Den knytter til et
gruppeelement g € G og et element x i maengden X et element i X, kaldet kompositet af x
med g. Nar kompositet er betegnet som g.x, kan betingelserne for at kompositionen definerer
en virkning udtrykkes ved ligningerne (7.2.1). Men det skal understreges, at betingelserne
er uafhangige af den notation, der er valgt for kompositet. Af og til skrives blot gx for
kompositet. En anden almindeligt brugt notation er at skrive $x for kompositet. Med denne
notation er betingelserne, at 1x = x og 8"x = 8("x).

Bemark, at notationen g.x for billedet af (g, x) ved en virkning G x X — X er ganske
forstyrrende, nar G er en (kommutativ) additivt skrevet gruppe, idet kravene joer, at 0.x = x
ogat (g +h).x = g.(h.x). | dette tilfeelde vil det veere naturligt at veelge en alternativ nota-
tion for kompositet. Eventuelt kan virkningen bestemmes ved blot at angive den tilhgrende
repraesentation p.

Bemaerk ogsa, at en ydre komposition G x X — X, betegnet (g, x) — x.g, som opfylder
betingelserne,

x.1l=x, x.(gh)=(x.g).h, (7.3.1)
i almindelighed ikke vil veere en virkning af G pa X. Etkravtil en virkning er jo, at kompositet
af x med gruppeelementet gh kan fas ved farst at komponere x med & og dernast resultatet
heraf med g, og dette krav vil i almindelighed ikke veere opfyldt, idet ¢ og # forekommer i
den , forkerte reekkefalge™ i (7.3.1).

En ydre komposition, der opfylder betingelserne i (7.3.1) siges ogsa at veere en hgjre-
virkning af G pa X. | modsatning hertil kaldes en virkning af G pa X, som defineret i (7.2),
0gsa en venstre-virkning.

(7.4) Triviel virkning. Den trivielle virkning af G pa mangden X er bestemt ved
gx:=xforalleg e G, x € X.

Den tilhgrende repraesentation er den trivielle homomorfi G — Perm(X), som afbilder alle
elementer i G pa identiteten idy i Perm(X).

(7.5) Eksempel. (1) Hvis G er en undergruppe i den fulde transformationsgruppe Perm(X)
for maengden X, defineres en virkning af G pa X ved

g.x = g(x).
Den tilhgrende reprasentation er inklusionshomomorfien G — Perm(X).
Specielt fas for X = {1, 2, ..., n} en virkning af den symmetriske gruppe S, pa X.
(2) Den generelle linezre gruppe GL,,(R) virker pa talrummet X := R” idet

g.x = gx,

hvor hgjresiden er produktet af matricen g og n-sa&ttet x opfattet som sgjlevektor. Den
tilhgrende repraesentation afbilder matricen g pa den bijektive linezre afbildning x — gx.

(3) For et reelt vektorrum V er multiplikation af vektorer med skalarer en ydre komposition
R x V — V, betegnet (a, v) — av. Som bekendt gelder ligningerne 1v = v 0g (ab)v =
a(bv), for vektorer v € V og skalarer a, b € R. Multiplikation med skalarer forskellige fra
0 er derfor en virkning af den multiplikative gruppe R* pd mangden V.
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(7.6) Translation. Gruppen G virker pa sig selv, altsd pad maengden X = G, ved translation,
idet vi for g € G og x € G s&tter

g.Xx =gx.

Den anden ligning i (7.2.1) er blot den associative lov i gruppen G, og den farste ligning
folger af, at 1 er det neutrale element i G.
Det er klart, at vi med x.g := xg definerer en hgjre-virkning af G pa sig selv.

(7.7) Cayley’s Seetning. Lad G vere en gruppe og lad Perm(G) vere gruppen af alle permu-
tationer af G. Lad G virke pa sig selv ved translation. Da er den tilhgrende repraesentation
en injektiv gruppehomomorfi,

p. G — Perm(G).

Bevis. Til gruppeelementet g harer ved repraesentationen den bijektive afbildning p, bestemt
ved pg(x) = gx. Da repreesentationen er en homomorfi p: G — Perm(G), er det nok at
vise, at kernen kun bestdr af det neutrale element 1 i G. Antag derfor, at p, er identiteten i
Perm(G). Daer gx = x foralle x € G. Specieltersa gl = 1, og falgeliger g = 1. Hermed
er det bevist, at repraesentationen er injektiv. a

(7.8) Definition. Til en given virkning af G pa en mangde X hgrer virkninger af G pa en
raekke maengder knyttet til X. For eksempel virker G pa potensmangden P(X), idet vi for
en delmaengde A C X definerer

g.A:={g.a|aec A} (7.8.1)
Tilsvarende virker G pa produktmangden X x X ved definitionen,

g.(x1, x2) := (g.x1, g.x2). (7.8.2)

Hvis Y er en vilkarlig mangde, virker G pA mangden X af alle afbildninger £: ¥ — X ved
definitionen,

(8-5)(y) == g.(E(y). (7.8.3)

Betragter vi i stedet mangden Y X af afbildninger n: X — Y fas en virkning af G pa Y X ved
definitionen,

1

(g.m(x) :==n(g ~.x). (7.8.4)

Det er let at se, at ovenstaende definitioner bestemmer virkninger af G pa de betragtede
maengder.

Lad H vere en undergruppe af G. En delmangde Z af X siges da at vaere H-invariant
eller H-stabil, hvis der foralle » € H og z € Z geelder, at h.z € Z. Nar Z er H-invariant,
definerer (h, z) — h.z en afbildning H x Z — Z, som Kklart er en virkning af gruppen H pa
mangden Z. Den siges at fremkomme ved restriktion af den givne virkning af G pa X.

For eksempel bestemmes altid ved restriktion en virkning af H pad X, og for hver G-
invariant delmeangde Z af X bestemmes en virkning af G pa Z.
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(7.9) Eksempel. Den additive gruppe R virker pa sig selv ved translation. For ¢ € R er
translationen p, bestemt ved p, (x) = x +¢ for x € R. Ligningen (7.8.4) fastleegger, hvordan
gruppen R virker pa mangden af alle afbildninger n: R — Y, hvor Y er en vilkarlig mangde.
Afbildningen p;(n) er bestemt ved p; () (x) = n(x — 1).

(7.10) Eksempel. Diedergruppen D,, er defineret som en undergruppe i den generelle linezre
gruppe GLo(R). Gruppen GL»(R) virker pd planen R?, sd ved restriktion fas en virkning
af diedergruppen D,, pd R?. De n hjgrner p1, ..., p, = po i n-kanten, jfr (1.21), udger en
D,-invariant delmangde X af R2. Specielt virker D,, p& mangden af de n hjgrner, og den
tilhgrende repraesentation er en homomorfi p: D,, — Sx. Reprasentationen er injektiv, hvis
n > 3. Ernemlig p, identiteten i Sy, s& er specielt p,(po) = po 09 pe(p1) = p1, altsd
gpo = po 09 gp1 = p1; da vektorerne po og pi er linezrt uafhengige og x — gx er en

linezer afbildning, falger det, at ¢ = 1. Identificeres de n hjgrner p1, ..., p, i reekkefaglge
med tallene 1, 2, .. ., n, svarer reprasentationen til en homomorfi,
p.D,—>S,.

Denne homomorfi er altsa injektiv, nar n > 3. Bemark, at under denne homomorfi afbil-
des drejningen D med vinklen 27 /n pa n-cyklen (12 ... n). Spejlingen i aksen gennem
midtpunktet af kanten po p1 afbildes i permutationen w bestemtved w(i) =n+ 1 — .

(7.11) Eksempel. Hexaedergruppen H, som vi senere ser naermere pa, bestar af de 24 drej-
ninger i rummet R3, under hvilke en given terning (med midtpunkt i origo) er invariant;
drejningerne er omkring symmetriakser, der kan vaere en sideakse (linie gennem midtpunktet
af to modstdende sider), en kantakse eller en hjorneakse. Specielt virker H p& hele R3.
Delmangden bestaende af hexaederets hjgrner er invariant, sa H virker pa denne delmangde
med 8 elementer. Drejningerne i H permuterer altsa de 8 hjarner, og herved bestemmes en
repreesentation H — Sg. De 6 sidemidtpunkter udger ligeledes en invariant delmangde, og
herved bestemmes en reprasentation H — Sg.

Hexaedergruppen virker ogsa pad mangden af delmangder af R3. Systemet bestiende
af de 12 kanter er gjensynlig en invariant delmangde. Drejningerne i H permuterer altsa
de 12 kanter, og herved bestemmes en repraesentation H — Sio. Tilsvarende virker H
pa systemet af de 6 sider; den tilsvarende repraesentation H — Sg er naturligvis identisk
med repraesentationen bestemt ved virkningen pa sidernes midtpunkter. Videre virker H pa
systemet af de 4 hjgrneakser. Det er ikke sveert at vise, at den tilhgrende reprasentation
H — S, er bijektiv; specielt er H isomorf med S4. Endelig virker H pa systemet bestaende
af de 3 sideakser. Herved bestemmes en repraesentation H — S3. Det er ikke sveert at vise,
at homomorfien H — Sg er surjektiv. Dens kerne er Klein’s Vierer-gruppe.

(7.12) Definition. Antag, at gruppen G virker pd maengden X. To elementer x, x” € X kaldes
da G-&kvivalente, og vi skriver

x' ~x  (eller udferligt: x’&vx),
hvis der findes et gruppeelement g € G saledes, at x’ = g.x. Relationen er en akvivalens-
relation. Den er nemlig refleksiv, fordi x = 1.x; den er symmetrisk, thi af x’ = g.x falger
x = g~ Lx’; endelig er den transitiv, thi af x’ = g.x og x” = h.x’ folger x” = (hg).x.
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/kvivalensklasserne kaldes baner. For et givet element x € X kan vi betragte banen
gennem x (eller bestemt ved x), dvs banen, der indeholder x. Det er delmeengden G.x
bestemt ved

Gx:={gx|geqG} (7.12.1)

Elementantallet i en bane kaldes ogsa banens leengde. Det er Klart, at l&engden er endelig, nar
G er en endelig gruppe eller nar X er en endelig mangde.
Mangden af akvivalensklasser, altsd mangden af baner, kaldes banerummet, og betegnes

X/G  (leses: ,,X modulo G*).

Banerummet er altsa kvotienten af X mht G-akvivalens.

Ligningen g.x = x, for g € G og x € X, har fundamental betydning. Huvis ligningen er
opfyldt, siges elementet x at veere fixpunkt for (eller invariant under) gruppeelementet g, og
g siges at stabilisere x.

For et givet element x € X betegnes med G, mangden af de elementer ¢ € G, der
stabiliserer x, altsa

Gy ={geG|gx=x} (7.12.2)

Det er let at se, at G, er en undergruppe af G. Den kaldes ogsa isotropigruppen eller
stabilisatorgruppen for x.
For et givet gruppeelement g betegnes med X8 mangden af de elementer x, der er fix-
punkter for g, altsa
X8 ={xeX|gx=x} (7.12.3)

Endelig siges elementet x € X at veere fixpunkt for virkningen af G, eller at veere G-
invariant, hvis det er fixpunkt for hvert gruppeelement g. Alternativt er x et fixpunkt for
virkningen, hvis og kun hvis isotropigruppen G, er hele G eller, &kvivalent, hvis og kun
hvis banen G.x bestar alene af x (banen er en et-punkts-bane). Mangden af fixpunkter for
virkningen betegnes X €, altsé

XO=()X8={xeX|G,=G}={xeX|Gx={x}}.
geG

(7.13) Eksempler. (1) Betragt den trivielle virkning af G pa X. Her er G-&kvivalens blot
lighed. Alle baner er et-punkts-baner, og banerummet kan identificeres med X. Ethvert punkt
x € X er fixpunkt for virkningen.

(2) Betragt for en endelig maengde X virkningen af permutationsgruppen G := Perm(X)
pa X. For to forskellige elementer x, x’ € X er transpositionen y = (x x’) en bijektiv
afbildning saledes, at x’ = y(x). Alle elementer er derfor akvivalente, og der er kun én
bane. Betragt, for en given permutation o € Perm(X), den cykliske undergruppe (o),
bestéende af potenserne o for i € Z. Ved restriktion bestemmes en virkning af (o) pa X.
Banen gennem x er her delmangden bestdende af billederne o (x) for i e Z. Banerne for
virkningen af gruppen (o) er med andre ord netop banerne for permutationen o. Det er Klart,



120 Grupper

at vi har o (x) = x, hvis og kun hvis o (x) = x for alle i € Z. Elementet x € X er alts&
fixpunkt for permutationen o, hvis og kun hvis det er fixpunkt for virkningen af (o) pa X.

(3) Betragt virkningen af GL, (R) pa talrummet R". En vektor x € R”" er fixpunkt for
matricen g, hvis og kun hvis gx = x, dvs hvis og kun hvis x er egenvektor for den lineare
afbildning x — gx med egenveerdi 1. Nul-vektoren O er fixpunkt for enhver lineaer afbildning,
og altsa fixpunkt for virkningen. For to vilkarlige vektorer x, x’, forskellige fra 0, findes som
bekendt en linear afbildning, der afbilder x i x’. Det falger, at vektorerne forskellige fra O
udger en bane.

(4) Betragt virkningen af R* pa et vektorrum V, givet ved multiplikation af vektorer med
skalarer. Nul-vektoren 0 er fixpunkt, idet a0 = 0 for alle @ € R*; nul-vektoren udger altsa
én bane. For en vektor v # 0 bestar banen af alle multipla av med a # 0. Banen fas altsa af
det 1-dimensionale underrum bestemt ved v ved at fjerne nul-vektoren.

(5) Den additive gruppe R virker pa C ved drejninger: representationen er bestemt ved
0:(z) = e''z. Tallet O er fixpunkt for virkningen, s& {0} er en bane. De gvrige baner er
cirklerne med centrum i O.

(6) Betragt virkningen af G pa X := G bestemt ved translation. For to givne elementer
x,x’ € G findes et gruppeelement ¢ € G séledes, at x’ = g.x, nemlig g := x'x~1. Alle
elementer er derfor ekvivalente, og der er kun én bane. Ligningen gx = x er kun opfyldt for
g = 1. For hvert x € G er isotropigruppen G, altsa den trivielle undergruppe {1} af G.

Betragt nu restriktion til en given undergruppe H af virkningen bestemt ved translation.
Gruppen, der virker, er altsd H, og den virker pA X := G. Banen gennem x € G, altsd
delmengden H.x, er gjensynlig hgjresideklassen Hx, og banerummet er derfor mangden
H\G af hgjresideklasser modulo H.

(7) Betragt virkningen af den additive gruppe R pa funktioner n: R — Y, jfr Eksempel
(7.9). For et givet reelt tal ¢ er p;n(x) = n(x — t). Funktionen 5 er altsa fixpunkt for
gruppeelementet ¢, hvis n(x — t) = n(x) for alle x, dvs hvis n er periodisk med periode ¢.

(7.14) Note. Elementerne i banerummet er delmeangder af X af formen G.x, med x € X.
I overensstemmelse med andre tilsvarende notationer ville det faktisk vaere mest naturligt at
betegne banerummet G\ X (det leeses ,,X modulo G* og ma naturligvis ikke forveksles med
komplementeermangde). Vi vil imidlertid normalt anvende notationen X /G for banerummet
(jfr dog (7.13)(6) for virkningen af H pa G). Det skal understreges, at ved notationen X /G
savel som ved de gvrige notationer i (7.12) er det underforstaet, hvilken virkning af G pa X
der er givet.

(7.15) Baneformlen. Lad der veere givet en virkning af gruppen G pa mangden X . Betragt
et vilkarligt element x € X. Den ved g — g.x bestemte afbildning G — X er da konstant
pa hver sideklasse modulo isotropigruppen G ., og den inducerer en bijektiv afbildning,

G/Gy = G.x, (7.15.1)
af mangden af venstre-sideklasser modulo isotropigruppen G, pa banen G.x. For laengden

af banen geelder formlen,
|G.x| = |G : Gy, (7.15.2)
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altsa at lengden af banen gennem x er lig med index af isotropigruppen G .. Specielt gzlder,
nar G er en endelig gruppe, at hver banes lengde er divisor i |G/|.

Bevis. Lad I := G, veere isotropigruppen. For alle elementer g, go € G geelder biimplikati-
onen,
gl =gol < gx=gox.

Antag nemlig ferst, at g/ = gol. Daer g € gol, og altsa g = goh med h < 1. Falgelig
er g.x = (goh).x = go.(h.x) = go.x. Antag omvendt, at g.x = go.x. Daer (go_lg).x =
go_l.(g.x) = go_l.(go.x) = (go_lgo).x = 1.x = x. Folgelig er go_lg € I, og dermed er
gl = gol.

Elementerne g, som opfylder gI = gol er netop elementerne g € gol. Implikationen
fra venstre mod hgjre sikrer altsa, at afbildningen g — g.x er konstant pa sideklassen go/.
Vi kan derfor definere en afbildning v : G/I — X ved at fastsette, at vaerdien v (gol) er
go.x. Implikationen fra hgjre mod venstre sikrer, at i er injektiv. Billedmangden for v er
gjensynlig banen G.x. Afbildningen 1 definerer derfor den bijektive afbildning (7.15.1).

Formlen (7.15.2) foelger af, at afbildningen i (7.15.1) er bijektiv, idet elementantallet i
G/G, joerindex af G,. Af Lagrange’s Indexsatning falger nu specielt, nar G er endelig, at
|G.x| erdivisori |G]|. a

(7.16) Eksempel. Gruppen G virker pa sig selv ved translation, og dermed, jfr (7.8), ogsa
pa mangden af delmangder af G. For en delmangde K € G og g € G er den translaterede
delmangde blot produktet g K. Antag, at K er en undergruppe af G. For K, opfattet som
delmangde af G, bestar banen gennem K altsa af sideklasserne g K ; banen er altsa meaengden
G /K af sideklasser modulo K.

Lad nu H vere endnu en undergruppe af G. Ved restriktion fas en virkning af H pa
delmangder af G. Under denne virkning bestar banen gennem K af sideklasserne #K for
h € H. Antallet af sddanne sideklasser er altsa leengden af denne bane. Ifglge baneformlen
er leengden lig med index i H af isotropigruppen for K. @jensynliger hK = K, netop hvis
h € K. Isotropigruppen er altsa H N K. Vi genfinder altsa resultatet fra (4.11)(1), at antallet
af sideklasser hK for h € H er ligmed index |H : HNK|.

(7.17) Konjugering. Gruppen G virker pa sig selv, altsd pA mangden X = G, ved konjuge-
ring, idet vi for g € G og x € G setter

8 1= gxg L.

Det er nemlig Klart, at 1x = x og da
8 = (gh)x(gh) ™t = ghxh™'g™ = g("mg™ = ¢ ("),

er begge ligninger svarende til (7.2.1) opfyldt. Ved denne virkning svarer til hvert element
g € G den bijektive afbildning x — gxg~1. Den kaldes konjugering med g. Det er verd at
bemeerke, at konjugering med g er en gruppeautomorfi, dvs en bijektiv homomorfi af gruppen
pa sig selv. Dette falger af ligningerne,

1 1

— -1 —
S(xy) = gxyg ~ =gxg ~gyg ~ =5%8y.
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For den til denne virkning hgrende akvivalensrelation har vi for elementer x, x” € G, at
x” ~ x, hvis og kun hvis der findes et element g € G séledes, at x’ = gxg~1. /Ekvivalente
elementer siges ogsa at vaere konjugerede, og banerne for virkningen, altsa akvivalensklas-
serne, kaldes konjugeretklasser i gruppen G.

For et givet element x i G bestar isotropigruppen af de elementer g € G for hvilke
gxg~ ! = x. Djensynlig er gxg~1 = x, hvis og kun hvis gx = xg. Isotropigruppen er alts&
undergruppen,

Clx):={geG|gx=xg}

bestaende af de elementer ¢ € G, der kommuterer med x. Denne undergruppe kaldes
centralisatoren for elementet x € G, og den kan udfarligt betegnes C(x). Da g specielt
kommuterer med alle potenser g/, er (g) € C(g).

For et givet element g i G bestar fixpunkterne for g af de elementer x € G, for hvilke
gxg~t = x. Fixpunkterne for g er altsd de elementer x € G, der kommuterer med g;
meengden af fixpunkter for ¢ € G er altsa centralisatoren C(g).

Det folger, at fixpunkterne for virkningen er de elementer x € G, der kommuterer med
alle elementer ¢ € G. Denne delmangde af gruppen G kaldes gruppens centrum, og den
betegnes Cent(G), altsa,

Cent(G) :={x € G | gx = xg foralle g € G}.

Deter letat indse, at Cent(G) er en undergruppe af G. Bemark, at konjugeretklassen indehol-
dende gruppeelementet x bestar alene af x, hvis og kun hvis x tilhgrer centret. Elementerne
i centret svarer altsa til konjugeretklasser med netop ét element.

Det falger af Baneformlen, at antallet af elementer i G, der er konjugerede til et givet
element x € G er lig med index |G : C(x)|. Specielt gelder, nar G er en endelig gruppe, at
elementantallet i en konjugeretklasse er divisor i |G|.

Lad os endelig bemarke, at disse begreber er trivielle for en kommutativ gruppe. Hvis G
er kommutativ, er $x = gxg~! = gg~1x = x, s& konjugering er den trivielle virkning. For
hvert element x € G bestar konjugeretklassen gennem x alene af x, og centralisatoren for x
er hele gruppen G. En kommutativ gruppe er lig med sit eget centrum.

(7.18) Konjugerede permutationer. To permutationer af en endelig maengde X er konjuge-
rede, hvis og kun hvis de har samme cykeltype.

Bevis. Lad n veere en permutation af X, og lad y veere en p-cykel, y = (x1 ... xp). Vi
péstdr forst, at for den konjugerede permutation “y = uy =1t har vi ligningen,

L= (u(x1) ... pn(xp)). (7.18.1)

Ky
Det skal vises, at ligningens to sider er den samme afbildning X — X, altsa at de antager
samme veerdi i ethvert element x € X. Sat y := u~1(x). Antag forst, at x ikke er et af
elementerne u(x;). Hgjresidens veerdi i x er da x. Videre er y ikke et af elementerne x;, sa
venstresidens veerdi er wy (y) = u(y) = x. Antag dernaest, at x = (x;). Hajresidens veerdi
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er da wu(x; 1) (hvor indices regnes modulo p). Videre er y = x;, sa venstresidens veerdi er
wyx; = n(x;11). 1 begge tilfeelde har ligningens to sider altsd samme veerdi i x.

Antag nu, at to permutationer o og o’ af X er konjugerede, altsé at o’ = po =1 med en
permutation . Ifglge cykelseetningen har vi en fremstilling af o som produkt af disjunkte
cykler,

o=--(Xg...xp) -, (7.18.2)

svarende til banerne for permutationen o. | fremstillingen medtager vi en 1-cykel for hvert
fixpunkt for o. Typen af o er falgen mq, my, ..., hvor m,, er antallet af p-cykler, der indgar i
fremstillingen. Da konjugering er en gruppehomomorfi, far vi af (7.18.1) for den konjugerede
permutation fremstillingen som et produkt af cykler,

o = (X xy) (7.18.3)

hvor x! := 1(x;). Djensynlig er (7.18.3) fremstillingen af " som produkt af disjunkte cykler.
Da antallet af p-cykler i de to fremstillinger er det samme, har o 0g o’ samme type.

Antag omvendt, at o og o’ har samme type. Vi har fremstillinger (7.18.2) og (7.18.3), og
her ordner vi i begge fremstillinger faktorerne saledes, at vi farst skriver 1-cyklerne, dernast
2-cyklerne osv. Da de to permutationer har samme type, star der nu i begge fremstillinger
en p-cykel under en p-cykel. | den gverste fremstilling star alle elementer i X i en bestemt
reekkefglge pa hgjresiden, og de samme elementer star i en bestemt reekkefalge pa hgjresiden
af den nederste fremstilling. Vi kan derfor bestemme en permutation w af X ved for x € X
at opsgge placeringen af x i den gverste fremstilling og sa definere w(x) som det element,
der star under x i den nederste fremstilling. Med permutationen w1 har vi ifglge den viste
udregning, at o’ = po L.

Hermed er resultatet bevist. a

(7.19) Eksempel. Betragt de to permutationer i Sy,

o=(12)34),
o' = (13)(24).

De er begge et produkt af to disjunkte transpositioner, altsd begge af type 22, og de er derfor
konjugerede. Det fremgar af beviset for (7.18), at en permutation ., der konjugerer o over i
o’,erbestemtved 1 +— 1,2 — 3,3 2,09 4 — 4, altsd som transpositionen ;. = (2 3).
Der er naturligvis andre valg af . | fremstillingen af o’ kan vi jo ombytte 1 og 3 og ombytte
2 0g 4, og vi kan ombytte transpositionerne (1 3) og (24).

Som naevnti Eksempel (2.17) er der 5 typer permutationer i S4, og altsa 5 konjugeretklasser.

(7.20) Tealleformlen. Lad der veare givet en virkning af gruppen G pa meengden X. Da
galder formlen,
1X| = X9+ 1G : Gyl (7.20.1)
J



124 Grupper

hvor | X €| er antallet af fixpunkter for virkningen, og hvor der i summationen er valgt ét
element x; fra hver bane, der ikke er en et-punkts-bane.

Bevis. Da banerne udgar en klassedeling af X, kan elementantallet | X | bestemmes som sum-
men af banernes lengder. Et-punkts-banerne svarer til elementerne x € X¢; de bidrager
hver med et 1-tal, altsé i alt med antallet | X ©|. | hver bane Bj, som ikke er en et-punkts-bane,
velges et element x;. Ifglge Baneformlen (7.15) har vi da |B;| = |G : G;|. Bidraget fra
banerne B; er altsd summen pa hgjresiden af (7.20.1). Hermed er formlen bevist. a

(7.21) Observation. Det er en pointe i Talleformlen, for en endelig gruppe G der virker pa
en endelig mengde X, at leddene i summen pa hgjresiden er divisorer i |G| og starre end
1. Antag for eksempel, at G er en p-gruppe, dvs en gruppe, hvis orden er en potens p” af
et primtal p. En divisor starre end 1 i p” har formen p* med s > 1; specielt er en sadan
divisor delelig med p. | summen i (7.20.1) er alle leddene altsa delelige med p, og vi far
kongruensen,

1X| = X% (mod p). (7.21.1)

Specielt ses, at hvis p ikke gar op i elementantallet | X |, sa findes der fixpunkter for virkningen.
Hvis der findes fixpunkter og p gar op i | X|, sa findes der mindst p fixpunkter.

(7.22) Klasseformlen. For enhver gruppe G galder formlen,

G| = [Cent(G)| + Y |G : C(x))l,
j

hvor der i summationen er valgt ét element x; fra hver konjugeretklasse uden for centret.

Bevis. Klasseformlen er blot teelleformlen anvendt pa virkningen af G pa sig selv givet ved
konjugering. a

(7.23) Seetning. Enhver ikke-triviel p-gruppe har et ikke-trivielt centrum.

Bevis. Centret Cent(G) er en undergruppe af G, og som i (7.21) fglger det af Klasseformlen,
at |Cent(G)| = |G| = 0 (mod p). Det er specielt udelukket, at |Cent(G)| = 1. Altsa er
Cent(G) ikke den trivielle undergruppe {1}. a

(7.24) Korollar. I enhver gruppe G af orden p™, hvor p er et primtal, findes en kaede af
normale undergrupper,

{1}=GocG1cGaC---C G, =G,

hvor G; har orden p'.

Bevis. Pastanden vises ved induktion efter n. Den er triviel for n = 1. Antag, atn > 1 og
at pastanden geelder for n — 1. Ifglge (7.23) findes et element & # 1 i centret for G. Da
G er en p-gruppe, har 4 en orden, der er en potens p”. Ved at erstatte 2z med RP"" Kan vi
antage, at & har orden p. Den cykliske undergruppe G1 := (h) har derfor orden p. Enhver
potens A’ ligger i centret, og kommuterer derfor med et vilkérligt element g € G. Altsd er
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ghig~! = h' € G1. Heraf folger, at G1 er en normal undergruppe af G. Da G har orden p,
har kvotientgruppen G := G/G1 orden p"/p = p"~. Induktivt findes altsd i G en kade af
normale undergrupper,

{i}:ﬁo cGLC---CGu1=0G,

hvor G; har orden p’. Lad k: G — G vere den kanoniske homomorfi, og betragt origi-
nalmengden G; := k1(G;_1) fori = 1,...,n. @jensynlig er G;_1 C G;. Det falger
af Noether’s anden Isomorfisetning, at G; er normal i G, af index lig med |G:G;_1| =
p"~1/pi—t = p"~i. Altsd har G; orden p', som gnsket. 0

(7.25) Eksempel. Lad p veere et primtal. Enhver gruppe G af orden p? er da abelsk. Der
findes nemlig et element g = 1 i centret for G. Hvis g har orden p?, er G = (g) cyKklisk, og
dermed abelsk. Antag derfor, at g har orden p. Velg et element 2 ¢ (g). Da g kommuterer
med alle elementer i G, er undergruppen (g) specielt normal. Falgelig er (#)(g) en gruppe.
Den indeholder (g), og ogsa elementet /2, som var valgt uden for (g). Da |G| = p?, ma vi
have (h)(g) = G. Gruppen G bestar derfor af alle produkter 4’g/. Vilkarlige to sddanne
produkter kommuterer, fordi g og 2~ kommuterer. Altsa er G abelsk.

Det falger af Struktursztningen, og faktisk ogsa let af overvejelserne ovenfor, at G er
isomorf med enten C 2 eller med C), x Cp,.

(7.26) Burnside’s Formel. Lad der vere givet en virkning af en endelig gruppe G pa mang-
den X. Antallet af baner, altsa tallet | X /G|, er da bestemt ved formlen,

1X/G| = 1 Z |X8], (7.26.1)

6] =

hvor X8 = {x € X | g.x = x}.
Bevis. Lad R € G x X betegne delmangden,

R:={(g,x) | gx =x}

Vi viser formlen ved at teelle antallet af elementer i R pa to mader.

Mangden R er en delmangde af produktmangden G x X. Vi har derfor to projektioner,
p.R — Gogqg:R — X, bestemt ved p(g,x) = g 09 ¢g(g, x) = x. Hvert element af
R ligger i pracis én originalmaengde p~1(g) for g € G. Elementantallet |R| kan derfor
bestemmes som summen, over g € G, af elementantallene |p~1(g)|. Tilsvarende kan |R)|
bestemmes ud fra afbildningen ¢. Vi har derfor ligningerne,

Y@l =IRI=) " lg )l

geG xeX

For et givet element g € G bestér p~1(g) af alle par (g, x), for hvilke g.x = x. Sadanne par,
med et givet g, svarer til de elementer x € X, for hvilke g.x = x, altsa til elementerne i X8.
Vi har derfor ligningen,

IRl =) X5 (7.26.2)

geG
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For et givet element x € X bestdr ¢ —1(x) af alle par (g, x) saledes, at g.x = x. Sadanne
par, med et givet x, svarer til de elementer g € G, for hvilke g.x = x, altsa til elementerne i
isotropigruppen G . Vi har derfor ligningen,

IRl =) |Gl (7.26.3)

xeX

Banerne for virkningen udger en klassedeling af X. Vi kan derfor opna summen i (7.26.3)
ved farst for hver bane B at beregne delsummen af leddene |G | hgrende til elementer x € B,
og dernast addere delsummerne. Betragt en bane B og leddet |G| hgrende til et element
x € B. Vi har da ligningerne,

Gl _Jal

G| = —— = —,
GGyl |B]

thi den farste fglger af Lagrange’s Indexsatning (4.2), og den anden af Baneformlen (7.15).
Heraf ses, at leddene |G| for x € B alle er ens, og lig med |G|/|B|. Da antallet af led,
svarende til x € B, er lig med | B|, slutter vi, at delsummen af led |G | for x € B er lig med
|G|. Leddene i (7.26.3) svarende til elementer x i en given bane bidrager altsa med tallet |G|
til summen. Antallet af baner er | X/G|. Altsa far vi af (7.26.3) ligningen,

IRl =1X/G|-1G]. (7.26.4)

Burnside’s formel felger af (7.26.2) og (7.26.4) efter division med |G|. a

(7.27) Bemerkning. | Burnside’s formel er funktionen ¢ + |X¢| konstant pa hver konjugeretklasse.
Er nemlig to elementer g, ¢’ € G konjugerede, sa er ¢’ = hgh™' med h € G, og det er nemt at se, at
afbildningen x — h.x definerer en bijektiv afbildning x¢ —> x¢'.

Ved beregningen af summen 3_ . |X¢| er det derfor ofte naturligt at inddrage delingen af G i konju-
geretklasser. Er disse klasser bestemt, kan vi for hver konjugeretklasse K betragte delsummen 3°, g |X8].
Vealges etelement g1 € K, er leddene i delsummen alle lig med | X81| og antalletaf leder |K| = |G:C(g1)| =
|G|/|C(g1)|. Delsummen deK | X8| er altsd lig med |G| - | X3t|/|C(g1)|, hvor g1 er et element i konjuge-
retklassen K. Indsattelse i Burnside’s Formel giver derfor ligningen,

Xsi
X/Gl=) ||C(g,-|)| , (7.27.1)

hvor der i summen er valgt ét element g; fra hver konjugeretklasse i G.
(7.28) Polya’s Formel. Antag, at gruppen G er endelig og virker pa den endelige mangde X .

Lad F vere en vilkérlig endelig meengde, og betragt virkningen af G pd mangden F := FX
af afbildninger n: X — F. Da gelder formlen,

1

|F/Gl = —
|G|

> F|mEn), (7.28.1)

geG

hvor m(gx) er antallet af baner for den til g svarende permutation gx = pg af X.
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Bevis. Virkningen af G p& mangden F = FX af afbildninger er beskrevet i (7.8). For at
bevise formlen er det nok at vise, for hvert element g € G, at

|F8| = |F|™&x), (7.28.2)

thi sa fglger (7.28.1) umiddelbart af Burnside’s Formel (7.26.1), med X = F.

Mangden F¢ bestar af de afbildninger n: X — F, som er fixpunkter for g, dvs opfylder
g.n = n eller, &kvivalent, at n(g~1.x) = n(x) for alle x.

Hvis n(g~1.x) = n(x) for alle x, s& far vi, ved at seette x 1= g'.x fori = 1,2, ...,
ligningerne,

nx)=n(g.x) = r](gz,x) = ...

Omvendt falger af den farste af disse ligninger, for x = g~ 1.x, at n(g~t.x) = n(x).
Afbildningen n: X — F tilhgrer altsa ¢, hvis og kun hvis ligningerne er opfyldt for alle
x € X. Elementet g’ .x er billedet g)"((x) ved potensen af permutationen gy, sa elementerne
g'.x udger banen gennem x for permutationen gy. Altsd er n € F¢, hvis og kun hvis
afbildningen , er konstant pa hver bane for permutationen gx. Der er m(gx) baner, og for
hver bane er der | F| muligheder for veerdien af . Antallet af afbildninger n: X — F, derer
konstante p& hver bane for gy, er derfor | F|"(8x),

Hermed er formlen bevist. i

(7.29) Meanstre. Polya’s Formel teeller mgnstre i fglgende forstand: Mangden X opfattes
som en mengde af pladser eller felter, og F opfattes som en mangde af farver. En afbildning
n: X — F knytter til hvert felt x en farve n(x). Afbildninger n: X — F kan altsa opfattes
som farvelegninger af X: veardien n(x) forteller, hvilken farve der er lagt pa feltet x.
Nar gruppen G virker pa X, vil permutationerne gy, for g € G, typisk vere interessante
symmetrier af felterne. Farvelaegningen g.n fremkommer af farveleegningen » ved at flytte
farven n(x) pa feltet x hen pa feltet g.x. /Ekvivalensklasser af farvelegninger kaldes ogsa
mgnstre. Polya’s Formel er altsa en formel for antallet af mgnstre.

(7.30) Eksempel. Hvor mange forskellige mgnstre kan der males pa en terning, nar hver af
terningens 6 sider kan males med en af N mulige farver? Her bestar meaengden X af felter
af terningens 6 sider, og mangden F af farver har N elementer. Terningen kan altsa farve-
legges pd N® méder. Dette antal er naturligvis korrekt, men om det er svaret pa spgrgsmalet
afhaenger af hvad vi leegger i, at der spgrges om forskellige mgnstre. Det er naturligt at opfatte
to farvelaegninger som ens, hvis den ene fremgar af den anden ved en drejning af terningen.
Efter denne opfattelse skal vi altsa bestemme antallet af mgnstre under virkningen af hexae-
dergruppen H pé terningen. Hexaedergruppen bestar af 24 drejninger. De kan deles i 5 klasser
bestdende af identiteten, af 6 stk %-drejninger om en kantakse, af 8 stk %-drejninger om en
hjgrneakse, af 3 stk %-drejninger om en sideakse, og af yderligere 6 stk %-drejninger omen
sideakse. Hexaedergruppen virker pa mangden X bestaende af de 6 sider, og dermed pa
farvelaegningerne. | tabellen herunder har vi for hver klasse af drejninger g i H anfart antallet
af drejninger i klassen, og typen af den tilhgrende permutation gx. Tallet i den sidste sgjle
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er gruppens orden, 24, delt med antallet af drejninger i klassen. Det er velkendt, at klasserne
netop er konjugeretklasserne i H, sa tallene i sidste sgjle er faktisk ordenen af centralisatoren.

Drejning g antal cykelbillede type m(gx) |C(g2)]
identiteten 1 EE)E ) ) 18 6 24
3-drejningom kant 6 (k%) (k%) (x %) 23 3 4
L-drejning om hjgrne 8 (% %) (% % %) 32 2 3
s-drejningomside 3 (R 1222 4 8
;-drejning omside 6 () (%) xxx) 1241 3 4

Indsattelse i Polya’s Formel giver nu for antallet af forskellige mgnstre udtrykket,

1 N
ﬂ(N6+6N3+8N2+3N4+6N3):_+_+_+_+_.

Det er naturligvis smart at checke, at udtrykket for N = 1 giver veerdien 1.

(7.31) Opgaver.
1. Diedergruppen G := D,, virker p& planenR?, og specielt p& delmangden X bestaende af de
n hjgrner p1, ..., p, in-kanten, jfr (1.21). Vis, at de n hjgrner udger én bane. Bestem isotro-
pigruppen for hvert af hjgrnerne. Bestem de vektorer v i planen, for hvilke isotropigruppen
G, har orden 1.

2. Den specielle ortogonale gruppe O (3) virker p& rummet R3. Beskriv banerne og isotro-
pigrupperne.

3. Den symmetriske gruppe S,, virker pa meangden {1, ..., n}. Talrummet R” kan opfattes
som mengden af afbildninger {1,...,n} — R, og falgelig virker S,, pa talrummet R”.
Angiv vektoren y.(a, b, ¢, d), nér y er 3-cyklen (234). Hvilke vektorer i R* er invariante
under dobbelttranspositionen (1 3)(24)? Hvilke vektorer i R” er invariante under n-cyklen
(12 ... n) og hvilke er invariante under virkningen af S,,?

4. Betragt vektoren (0, 0, 0, 0, 1, 1) i R®. Beskriv, for virkningen af Sg pa R®, isotropigruppen
for vektoren og banen gennem vektoren.

5. Den cykliske gruppe C,, virker pa de » hjgrner i en regular n-kant, og dermed ogsa pa
meengden af delmangder af hjgrnerne. Specielt virker C,, pd mangden X bestdende af alle
delmengder med & hjgrner, hvor k > 1 er givet. Antag, at k er primisk med n. Vis, at
isotropigruppen for hvert element K € X er den trivielle undergruppe {1} af C,,. Slut heraf,
at binomialkoefficienten (Z) er delelig med n. (Det er nu ogsa ret let at vise direkte.)

6. En virkning af gruppen G pa X kaldes fixpunktsfri, hvis gruppeelementet 1 € G er det
eneste, der har fixpunkter. Vis, at virkningen af G pa sig selv ved translation er fixpunktsfri.
Kan den symmetriske gruppe S4 virke fixpunktsfrit pa en meengde med 36 elementer?

7. Antag, at G eren gruppe af ordenn, ogat g € G har ordend. Afbildningen p, : x — gxer
enpermutationaf G. Vis, at p, eretproduktafn /d disjunkte cykler af orden d. Permutationen
pg €r i gvrigt billedet af g ved repreesentationen G — Perm(G) bestemt ved translation.
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8. Lad G vere en endelig gruppe af orden n. For g € G s@ttes x (g) 1= (—1)@=D/d hyor
d er ordenen af g. Vis, at x: G — {%1} er en homomorfi. Vis, at en gruppe af orden 2u,
hvor u er ulige, har en undergruppe af index 2.

9. En virkning af gruppen G pa mangden X kaldes transitiv, hvis der kun er én bane, altsa
hvis der for alle x’, x i X findes et gruppeelement g saledes, at x’ = g.x. Vis, at nar en
kommutativ gruppe virker transitivt, sa har hvert element g € G enten alle elementer eller
ingen elementer i X som fixpunkter.

10. Bestem centralisatoren for transpositionen (12) i Sa.

11. | en partitionn = A1 + --- 4+ Ag, hvor A; € N, skelner man ikke raekkefglgen af
leddene, og partitionen kan enten angives ved fglgen af addender altid ordnet aftagende,
Al = A2 = oo = A > 0, eller ved typen 112™m23™3 ... hvor m1 er antallet af 1-taller
blandt A;’erne, m2 er antallet af 2-taller osv. Fx kan partitionen 18 = 1+1+3+4+3+3+3+4
angives som (4, 3, 3, 3, 3, 1, 1) eller som 123*41 (det er et ,,formelt* produkt, som ikke skal
regnes ud).

For en klassedeling af en mangde X med n elementer i k klasser udgar klassernes ele-
mentantal en partition (A1, ..., Ax), som kaldes klassedelingens type. Bemeerk, at antallet af
klassedelinger af en given type (A1, ..., Ax) ikke er givet ved multinomialkoefficienten,

n _ n!
My i) Al Al

Multinomialkoefficienten ovenfor angiver nemlig antallet af opdelinger af X i nummerede
delmengder X1, ..., X med |X;| = A;; hvis vi, som her, antager at »; > 1 for alle i,
sa fas de nummerede opdelinger blot ved at nummerere klasserne i en klassedeling (under
kravet | X;| = A;). Slut heraf, at det sggte antal klassedelinger af en given type (A1, ..., Ax)

er bestemt at dividere multinomialkoefficienten med m1!m>!---. Vis herved: Antallet af
klassedelinger af den givne type (A1, A2, ..., Ax) er bestemt som tallet
n! n!
milmol - Al 2l mylma!- - (A)ymlymz...°

og antallet af permutationer i S,, af denne type er bestemt som tallet

n! n!

mitmol- - Ao Ag _ml!mz!....]_mlzmz...'

Hvor mange permutationer kommuterer med en permutation af den givne type?

12. Vis, at to permutationer i A, af samme cykeltype ikke ngdvendigvis er konjugerede i
gruppen A,,.

13. Beskriv konjugeretklasserne i planens flytningsgruppe O(2).
14. Beskriv konjugeretklasserne i diedergruppen D4 og i kvaterniongruppen Qsg.
15. Bestem centrum i hver af grupperne D4, Ds 0g Qs.
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16. En perlekade har k perler. Overvej, at perlekaedens symmetrigruppe er diedergruppen
Dx. Hvor mange perlekader kan der laves med 6 perler, nar der er perler af N farver at veelge
imellem? Vis, at med 6 perler af 2 farver kan der laves 13 forskellige kaeder. P& hvor mange
forskellige mader kan man smykke en hals med en af disse kaeder?

17. Bestem antallet af perlekeeder med 8 perler, som indeholder 4 hvide og 4 rade perler.

18. P& hvor mange mader kan man nummerere en ternings seks sider? Hvor mange af disse
nummereringer opfylder, at numrene pa modstaende sider altid har summen 7?

19. Vis, at der ved SA := SAS~! defineres en virkning af gruppen G := GL,(R) pa
mengden X := Mat, (R). Matricer, der er &kvivalente under denne virkning, kaldes regulaer-
akvivalente eller simileere. Lad f: V — V vare en lineer afbildning af et n-dimensionalt
vektorrum ind i sig selv. Vis, at matricerne, der beskriver f mht de forskellige baser for V,
udger én bane.

20. Vis, at der ved SA := SAS' defineres en virkning af gruppen G := GL, (R) pd mangden
X = Mat,(R). Vis, at delmangden ¥ € Mat, (R) bestdende af alle symmetriske matricer
er invariant under virkningen.

21. Visforetprimtal p,atgruppen UT3(Z/ p) af uni-triangulaere 3 x 3-matricer (1 i diagonalen
og 0 under) med koefficienter i Z/p har orden p3. Bestem i gruppen normale undergrupper
af ordener p og p?. Vis, at UT3(Z/2) er diedergruppen Dg4. Vis, nér p > 2, at alle matricer
(pa neer 1) i UT3(Z/ p) har orden p.

22. For en undergruppe H af en endelig gruppe G virker G ved translation pa meengden
X = G/H af sideklasser. Bestem isotropigruppen for en given sideklasse x H. Bestem
kernen for den tilhgrende repraesentation G — Perm(G/H). Vis, at kernen er den starste
undergruppe af H, som er normal i G.

23. Antag, at p er den mindste primdivisor i ordenen af G, og at H er en undergruppe af
index p. Vis, at H er normal.

24. Til en julefrokost deltager 20 personer, som sidder ligeligt fordelt omkring et rundt
bord. Hver person har medbragt en pakke og legger den pa bordet foran sig. Under den
obligatoriske pakkeleg permuteres pakkerne. Efter pakkelegen er der imidlertid 2 personer,
der har faet deres egen pakke.

a. Vis, at man kan dreje bordet saledes, at ingen far sin egen pakke.

b. *Samme opgave i tilfaeldet, hvor kun 1 person har faet sin egen pakke.

c. *Gelder det samme, hvis der er 25 deltagere?

25. Lad Uy, ..., Uy veere delmangder af en fast endelig mangde U. Set

summen er over alle delmangder med r elementer af indices. Leddet svarendetiliq, ..., i, er
antallet af elementer u € U, som ligger i alle de r delmangder U, , ..., U;, (og maske i flere
af delmangderne U;). For r = 0 er det den tomme delmangde af indices, og feellesmangden
pa hgjresiden fortolkes som hele U, altsd No = |U|.
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Lad E; betegne antallet af elementer u € U, som opfylder u € U; for precis ¢ veerdier af
i. Specieltersa Ny = Ex = |U1N---N Uy, og

No =|U|, Eo=|U\ (UiU---UUy)|, 0g No — Eqg = |U1U- - - UUg]|.
Vis, forr =0,...,k, at

t -
Nr = Z <F)E;; specielt Ng = Eg + - - - + Ex.

r<e<k

Vis, at disse ligninger kan udtrykkes som en enkelt ligning mellem polynomierne N(x) :=
Y Nyx" 09 E(x) =), E.x",nemlig N(x) = E(x + 1). Slut heraf, at E(x) = N(x — 1),

0g dermed, at
Z t
Er = (_1)t_r (r)N[.

r<e<k

Ligningerne udtrykker princippet om telling ved inklusion—eksklusion. Specielt er
Eg=No— N1+ +(=1)*Ny 0g No—Eg=Ni—Np+ -+ (=) N

26. En farvelegning af {1, ..., n}, med farver fra en ordnet maengde F med k farver, er et
n-set (f1,..., fn) med f; € F. Lad U vare mangden af farvelegninger og lad U; veere
delmangden af farvelaegninger, som ikke bruger den i ’te farve. Vis, med standardbetegnelser
for inklusion-eksklusion, at for 0 < r < k er

k
M= () B = [ e
r r

hvor {’;} er antallet af klassedelinger af en maengde med n elementer i r klasser (Stirling-
tallene af anden art), og kX := k(k — 1) --- (k — r + 1). Udled formlerne:

S v SRR B pRET o

Hvilken ligning mellem polynomier udledes af den farste formel? [Vink: hgjresiden &ndres
. . k

ikke, hvis man erstatter > > _, med Y_"'_,.]

27. Den symmetriske gruppe S, virker pa farvelegninger (fi, ..., f,) med farver fra en
mengde med k farver ved at permutere koordinaterne. Banerne svarer til k-sa&t af antal,
(a1, ...,ax), hvor a; er antallet af koordinater af den j’te farve. Vis, at Polya’s formel er

felgende formel:
n+k—1 1 n o [ny,,
( n )ZHZEOL]I{ ’

hvor [’r’] er antallet af permutationer i S,, med r baner (Stirling-tallene af farste art). Hvilken
ligning mellem polynomier udledes af formlen?

[Vink: Begge formlens sider kraever en overvejelse. Venstresiden er antallet af heltalslgs-
ninger til ligningenay +--- +ar =nmeda; > 0.]
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28. Bestem antallet af fixpunktfri permutationer i Sy.

[Vink: Set, med standardbetegnelser for inklusion-eksklusion, U := S; og lad U;, for
i =1,...,k, vere delmangden af U bestaende af de permutationer, der har i som fixpunkt.
Tallet Eq er sa antallet af fixpunktfri permutationer. Vis, at N, = (’r‘) (k—r)!, og brug formlen

EO = Zi(_l)rNr-]
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8. Sylow’s s&tninger.

(8.1) Indledning. Lad G vere en fast (multiplikativt skrevet) endelig gruppe. For en un-
dergruppe H af G falger det af Lagrange’s Setning, at H’s orden er divisor i |G|. Omvendt
gealder det ikke i almindelighed, jfr Eksempel (4.18), at der for hver divisor d i |G| findes en
undergruppe af G af orden d. Det er et fundamentalt resultat, at hvis divisoren d i |G| er en
primtalspotens, sa eksisterer der en undergruppe af orden d af G.

For hvert primtal p, der gar op i ordenen |G|, findes altsa specielt en undergruppe af orden
p, eller, &kvivalent, der findes i G et element af orden p. Mere interessant er det faktisk, at
der i G findes undergrupper, hvis orden er den starste potens af p, som gar op i |G|. | dette
kapitel viser vi eksistensen af disse undergrupper, der kaldes Sylow-undergrupper. De spiller
en stor rolle i klassifikationen af endelige grupper, og vi giver en raekke anvendelser.

(8.2) Definition. Lad p veere en primdivisor i |G|, og skriv |G| = ngp”, hvor p ikke gar op
i ng. En undergruppe S af G af orden p” kaldes da en Sylow-p-undergruppe. Potensen p"
er den starste potens af p, der gar op i |G|. Sylow-p-undergrupperne er altsa undergrupper,
der er p-grupper af denne starst mulige orden.

For hvertelement ¢ € G er konjugering med g, dvs afbildningen x — gxg 1, som bekendt
en bijektiv homomorfi af gruppen G pa sig selv. Heraf ses, at for enhver undergruppe H af
G er ogsd gHg~1 en undergruppe, og af samme orden som H; undergruppen gHg ! er
konjugeret med H. Nar S er en Sylow-p-undergruppe, sa er altsd ogsa enhver konjugeret
undergruppe gSg 1 en Sylow- p-undergruppe.

(8.3) Eksempel. Lad G veere en kommutativ gruppe af orden n, og lad n = p;* - - - p;” veere
primoplgsningen af n. For hvert i har vi i (6.6) betragtet undergruppen G(p;) bestaende
af elementer g, hvis orden er en potens af p;, og vi har vist, at G er det direkte produkt
af undergrupperne G(p;). Som bemerket i (6.11) har G(p;) orden p;”', sd G(p;) er en
Sylow- p;-undergruppe. Hvis en undergruppe H # {e} er en p-undergruppe, ma p vere et af
primtallene p;. Yderligere har hvertelement i H enorden, som er en potens af p;, sa det falger,
at H € G(p;). Specielt folger det, at H = G(p;), hvis H er en Sylow- p;-undergruppe.
Undergrupperne G(p;) er altsa samtlige Sylow-undergrupper i G.

(8.4) Eksempel. Betragt diedergruppen D;. Den bestar af de 7 potenser af drejningen med
vinklen 27 /7 og af 7 spejlinger. Dens orden er 14 = 2 - 7. Sylow-undergrupperne er altsa
undergrupperne af orden 2 og 7. Drejningen frembringer en cyklisk undergruppe af orden 7,
og den er altsa Sylow-7-undergruppen. Hver af de 7 spejlinger frembringer en Sylow-2-un-
dergruppe. Der er altsa 7 Sylow-2-undergrupper.

Betragt i stedet diedergruppen Dg, af orden 12 = 22 - 3. Den bestér af de 6 potenser af
drejningen § med vinklen 277 /6 og 6 spejlinger. Sylow-2-undergrupperne er undergrupperne
af orden 4 og Sylow-3-undergrupperne er undergrupperne af orden 3. Flytningerne af orden
3 er 82 og 84, sa der er én Sylow-3-undergruppe, nemlig den cykliske undergruppe (82).
Potensen ¢ := &3 er halvdrejningen (multiplikation med —1); den har orden 2, og den
kommuterer med alle elementer. Det falger, at for enhver spejling o udger de 4 flytninger
id, €, o, eo en undergruppe af Dg, altsa en Sylow-2-undergruppe. Flytningen eo er selv en
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spejling, nemlig spejlingen i aksen vinkelret pa aksen for o. Der er sdledes 3 Sylow-2-un-
dergrupper af formen {id, ¢, o, eo'}. Det er ikke sveert at vise, at de er samtlige Sylow-2-un-
dergrupper.

(8.5) Eksempel. Den symmetriske gruppe S har orden 24 = 23 . 3. Sylow-undergrupperne
er altsa undergrupperne af orden 8 og af orden 3. Diedergruppen D4 af orden 8 kan opfattes
som undergruppe i S, jfr Eksempel (7.10). Den er altsa en Sylow-2-undergruppe i S4. Det
er Klart, at undergruppen frembragt af en 3-cykel er en Sylow-3-undergruppe.

Den alternerende gruppe As har orden 60 = 22.3.5. Sylow-2-undergrupper er altsé af
orden 4, Sylow-3-undergrupper er af orden 3 og Sylow-5-undergrupper af orden 5. Fx
er undergruppen bestaende af identiteten og de tre dobbelttranspositioner pa 4 af tallene
1,2,3,4,5 en Sylow-2-undergruppe, undergruppen frembragt af en 3-cykel er en Sylow-3-
undergruppe, og undergruppen frembragt af en 5-cykel er en Sylow-5-undergruppe. Det er
ikke sveert at vise, at de beskrevne undergrupper er samtlige Sylow-undergrupper i As.

(8.6) Lemma. Ladng veere et naturligt tal, og lad p veare et primtal. Da gaelder kongruensen,

v

<”°p ) =no (mod p). (8.6.1)

Bevis. Lad N veere binomialkoefficienten, og s&t k := p” — 1. Da har vi ligningen,

nop"” K nop¥ —i
()

pY s pY — i

De k + 1 faktorer pa hgjresiden er brgker, og deres produkt er det hele tal N. Faktoren for
i = 0erngp”/p’ = no. For de gvrige faktorer er i > 1, og vi kan skrive i = igp*, hvor
ptiog;dai < pY,er0 < ¢ < v. Herefter kan vi forkorte den i’te faktor:

nop” —i _ nop” —iop' _ nop" "' —io
p—i — pY—iopt  pUTi—io
Lad a; /s; veere brgken pa hgjresiden. Dav — ¢ > 1, har via; = —ip (mod p) og s; = —io

(mod p) og p gar ikke op i ip. Specielt er altsd a; = s; £ 0 (mod p). Af ligningen
N = no [T*_,(ai/s;) fér vi ligningen,

Nsy---sp =noay - - - a. *)

Af det viste fglger specielt, at produkterne ay - - - a 09 s1 - - - s har samme restklasse modulo
p, 0g yderligere, at denne restklasse er en primisk restklasse. Af ligningen (*) falger derfor,
at N =ng (mod p). a
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(8.7) Sylow’s Seetninger. Lad p veare en primdivisor i ordenen |G|. Da gelder folgende tre
setninger:

(1) Der eksisterer Sylow-p-undergrupper af G.

(2) Sylow-p-undergrupperne af G er indbyrdes konjugerede og enhver p-undergruppe af
G er indeholdt i en Sylow-p-undergruppe.

(3) Antallet af Sylow-p-undergrupper er kongruent med 1 modulo p og divisor i |G|.

Bevis. Skriv |G| = ngp”, hvor p 1 ng. Sylow-p-undergrupperne er altsa undergrupperne af
orden p". Lad d vere antallet af Sylow-p-undergrupper. Det er altsa pastanden i Sylow’s
farste Setning, atd > 1.

Gruppen G virker pa sig selv ved translation. Den virker derfor ogsa pa maengden af
delmangder af G. Specielt virker G pa mangden X’ bestaende af alle delmaengder A € G
med p" elementer. Virkningen af G pa X er bestemt ved

gA:={gal|aecA}.

Elementantallet N := |X’|, altsd antallet af delmangder af G med p" elementer, er binomial-
koefficienten (”Op’jv). Det falger derfor af Lemma (8.6), at |X'| = ng (mod p). Da p ikke gar
op i no, folger det specielt, at p ikke gar op i elementantallet |X|.

Betragt nu klassedelingen af X i baner hgrende til virkningen. Huvis alle baner havde
leengde delelig med p, ville summen af leengderne, altsa |X'|, veare delelig med p. Der findes
derfor baner B, hvis leengde er primisk med p.

Lad BB veere en sadan bane. Betragt et element A i banen B, og lad T veere isotropigruppen
for A. Vi beviser forst, at T er en Sylow- p-gruppe.

Banen B bestar af alle translaterede delmaengder g A, for g € G, og T bestar af de elementer
h € G, for hvilke hA = A. Veelg etelementa € A. Af hA = A folger specielt, at ha € A.
Altsder Ta C A. Delmangden Ta er en hgjresideklasse modulo 7', og den har derfor samme
antal elementer som 7. Da Ta C A og A har p" elementer, far vi uligheden,

IT| < p”. (*)

Pa den anden side geelder ifalge Baneformlen og Lagrange’s Indexsetning, at |G| = |T|- |B].
Specielt er p" divisor i |T| - |B|. Desuden er p¥ primisk med |B|, idet p ikke gik op i |B].
Folgelig er pY divisor i |T|. Af (*) slutter vi derfor, at |T| = p". Isotropigruppen T er derfor
en Sylow- p-gruppe. Specielt er Sylow’s fgrste Saetning hermed vist.

Da Ta C A, og da vi nu ved, at de to delmangder har det samme elementantal, nemlig
p", slutter viat Ta = A. Banen B har som elementer alle translaterede maengder g A, for
g € G. Specielt, for g := a1, folger det, at 7’ := a~1Ta er element i 5. Delmangden
T’ = a—1Ta er selv en undergruppe, nemlig konjugeret til 7'; den er alts& ogsa en Sylow-p-
undergruppe. Den ligger i banen B, og B bestar derfor af samtlige sideklasser g7’ modulo
Sylow- p-gruppen T’.

Vi har saledes vist, for virkningen af G pa X, at enhver bane, hvis leengde er primisk
med p, bestar af samtlige sideklasser gS modulo en Sylow-p-undergruppe S. Omvendt
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er det klart for hver Sylow-p-undergruppe S, at S € X og at banen gennem S bestar af
sideklasserne gS. Specielt er l&ngden af en sadan bane lig med index |G:S|, og dermed lig
med nop"/p” = ng. Banerne, hvis leengde er primisk med p, er altsa netop banerne gennem
Sylow- p-undergrupperne S, og disse baner har alle leengden ng. Der er én bane for hver af
de d Sylow- p-undergrupper. Banerne udger en klassedeling af X'. De d baner af leengde ng
bidrager med dng til elementantallet i X', og de gvrige baner har en leengde, der er delelig
med p. Altsd er |X| = dng (mod p). Desuden sa vi, at |[X| = ng (mod p). Altsé er

no = |X| = dng (mod p).

Da ng er primisk med p, falger det, atd = 1 (mod p). Hermed er den farste del af Sylow’s
tredie Saetning bevist.

For at vise Sylow’s anden Sztning betragtes en vilkarlig Sylow- p-gruppe S og en vilkarlig
p-undergruppe H. Lad B vere banen gennem S, bestaende af alle sideklasser gS. Gruppen
G virker pa B, sa ved restriktion fas en virkning af H pa B. Gruppen H er en p-gruppe og
elementantallet ng af B er primisk med p. Af Telleformlen, jfr Observation (7.21), fglger
derfor, at der i 3 findes et element, der er fixpunkt for virkningen af H#. Med andre ord findes
en sideklasse g S saledes, at vi for alle 2 € H har ligningen,

hgS = g§.

@jensynlig gaelder hgS = ¢S, hvisog kun hvis & € gSg~1. Vihar derfor h € gSg~1 for alle
h € H, altsa inklusionen,
H C gSg_l.

Med S er ogsd gSg~! en Sylow-p-undergruppe. Inklusionen viser derfor specielt, at H er
indeholdt i en Sylow-p-gruppe. Hvis H selv er en Sylow- p-gruppe, ma inklusionen veere
en lighed; vilkarlige to Sylow-p-undergrupper H og S er derfor konjugerede. Hermed er
Sylow’s anden Satning bevist.

Vi mangler nu kun at bevise den sidste del af Sylow’s tredie Saetning. Hertil bemaerker
vi, at gruppen G virker pa meengden af alle undergrupper af G ved konjugering: for g € G
og en undergruppe H af G er $H = gHg ™! igen en undergruppe. Af Sylow’s anden
Satning falger, at hvis S er en given Sylow-p-undergruppe, sa er banen gennem S ved
denne virkning, altsd de med S konjugerede undergrupper, samtlige Sylow- p-undergrupper.
Antallet af Sylow- p-undergrupper er altsa laengden af denne bane, og derfor lig med index
af isotropigruppen for S. Specielt er antallet divisor i |G]|.

Hermed er Sylow’s tre s&tninger bevist. a

(8.8) Observation. Antag, at primtallet p er divisor i |G|, og skriv |G| = ngp", hvor p ikke

garop i ng. Lad d vere antallet af Sylow- p-grupper. Ifglge Sylow’s tredie Setningerd = 1

(mod p) og d|nop". Specielt er d primisk med p", og falgelig er d divisor i ng. Antallet d

skal altsa sgges blandt de tal, som er divisorer i ng og kongruente med 1 modulo p.
Falgende to betingelser er &kvivalente:

(i) Der er en og kun én Sylow-p-undergruppe i G.
(ii) Der findes i G en normal Sylow-p-undergruppe.
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Lad nemlig S veere en Sylow- p-undergruppe. Enhver konjugeret undergruppe gSg~1 er
da ligeledes en Sylow-p-undergruppe. Hvis (i) er opfyldt, er altsd S = gSg~! for alle g,
0g s& er S normal. Antag omvendt, at S er normal. Daer S = gSg~* for alle g, og da alle
Sylow- p-undergrupperne er konjugerede med S ifglge Sylow’s anden Setning, er de derfor
alle lig med S. Altsa geelder (i).

| en kommutativ gruppe er alle undergrupper normale. Hvis G er kommutativ, findes altsa
for hver primdivisor p; i |G| netop én Sylow- p;-undergruppe af G. Det er undergruppen
G(p;), saledes som vi sa det i Eksempel (8.3).

(8.9) Observation. Antag, at p er en primdivisor i |G|, og at |G| = ngp", hvor p {1 no.
For en undergruppe H af G er |H| divisor i |G|, sa vi har |H| = mgp*, hvor mq|ng og
u < v. En Sylow-p-undergruppe af H er en undergruppe af orden p*, og den er kun en
Sylow- p-undergruppe af G, hvis u = v. Det er klart, at © = v, hvis og kun hvis H’s index
I G er primisk med p.

Antag, at H’sindex i G er primisk med p, og dermed at enhver Sylow- p-undergruppe af H
er en Sylow- p-undergruppe af G. Hvis H desuden er normal i G, sa geelder det ogsa omvendit,
at enhver Sylow- p-undergruppe af G er indeholdt i H. Der findes nemlig en Sylow- p-un-
dergruppe S af H, og den er en Sylow-p-undergruppe af G. Enhver Sylow- p-undergruppe
T af G er s& konjugeret med S, dvs af formen 7 = gSg~1, ogsderT € gHg 1 = H.

Det falger specielt, nar H er normal i G, at H har en normal Sylow- p-undergruppe, hvis
og kun hvis G har en normal Sylow- p-undergruppe.

(8.10) Seetning. Lad G vere en gruppe af orden n, og lad n = p,* - - - p;" veere primoplgs-
ningen af n. Antag for allei, at G har en normal Sylow-p; -undergruppe S;. Da er G lig med
produktet af sine Sylow-undergrupper:

S1x---x 8§ =0G.

Bevis. Det er nok at vise, ved induktion efter j =1, ..., r, atdelmaengden G; := S1---S;,
bestdende af alle produkter g1 ---g; med g; € S;, er en normal undergruppe og at G; er
produktet af sine Sylow-undergrupper, G; = S1 x --- x ;.

Pastanden er triviel for j = 1. Antag, at 1 < j < r, og at pastanden gelder for j — 1.
Gruppen G;_1 er produktet af sine Sylow-grupper Si, ..., Sj_1, sa ordenen af G;_1 lig med
produktet af potenserne p;” for 1 < i < j — 1. Specielt er ordenen af G;_1 primisk med
p;. Betragt delmaengden G;. Qjensynliger G; = G;_1S5;. Da G;_1 er en undergruppe
og S; er normal, er G; en undergruppe, jfr Noether’s farste Isomorfisetning. Yderligere er
G,;-1 normal ifglge induktionsantagelsen og S; er forudsat normal. Heraf folger klart, at
0gsd G; = G;j_1S; er normal. Fallesmangden G;_1 N S; er en undergruppe af en orden,
der er divisor i |S;| (hvis orden er en potens af p;) og i |G;_1]| (hvis orden var primisk med
p;). Feellesmaengden har derfor orden 1, dvs Gj_1 N S; = {e}. Nu er betingelsen (6.4)(ii)
opfyldt, med G := G;, H :== G;_1,09 K :=S;. Det fglger derfor, at G; = G;_1 x S;. Da
viinduktivthar,at G;_1 = S1 x - -+ x Sj_q, er pastanden hermed vist for ;.

Hermed er induktionsskridtet fuldfert, og beviset afsluttet. a
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(8.11) Korollar. Der er kun én gruppe af orden gp, hvor g < p er to primtal og p # 1
(mod ¢q), nemlig den cykliske gruppe C,,,.

Bevis. Antalletaf Sylow- p-undergrupper i en sadan gruppe G er nemlig divisor i ¢ og kongru-
entmed 1 modulo p. Dag < p, maantallet vaere 1. Der findes altsa én Sylow- p-undergruppe
S, og den ma derfor veaere normal. Antallet af Sylow-g-undergrupper er divisor i p, og altsa
enten 1 eller p. Desuden er antallet kongruent med 1 modulo g. Af forudsatningen falger
derfor, at antallet ikke kan vaere p. Der er altsa én Sylow-g-undergruppe T', og den ma veere
normal. Af Setning (8.10) falger nu, at G = T x S. Gruppen T har orden ¢ og g er et
primtal, sd T = C,. Tilsvarende er S = C,. Folgelig er

G=C,xC,=Cgp,

hvor det sidste lighedstegn for eksempel falger af (3.20). a

(8.12) Note. Forudsetningeni (8.11), at p £ 1 (mod q), er aldrig opfyldt, hvis g = 2, idet
primtallet p > g ma vere ulige. Vi kender jo ogsa en ikke-kommutativ gruppe af orden 2p,
nemlig diedergruppen D,,. Lad os vise her, for et ulige primtal p, at der er preecis to grupper
af orden 2p, nemlig den cykliske gruppe C,,, og diedergruppen D,,.

Betragt en sadan gruppe G, af orden 2p. Det fglger, at G har én Sylow- p-undergruppe S.
Undergruppen S har orden p, og den ma derfor vare cyklisk, altsd S = (o), hvor o har orden
p. Da S er den eneste Sylow- p-undergruppe, er potenserne o/, fori = 1, ..., p—1, samtlige
elementer af orden p. Lad nu t vere et element af orden 2. Da er G foreningsmangden
af hgjresideklasserne S og St, sd elementerne i G er de 2p elementer af formen o' eller
o't. Det konjugerede element tot har igen orden p, s& vi har en ligning ot = o/,
med 1 < i < p — 1. Konjuger ligningen med t. Da t har orden 2 og konjugering er en
homomorfi, far vi ligningen o = (o%)’. Altsd er i2 = 1 (mod p). Primtallet p er altsa
divisori i2 — 1 = (i + 1)(i — 1), og felgelig gdr p op i enten i — 1 eller i + 1. Da vi har
antaget 1 < i < p — 1, folger det, at enteneri = lelleri = p — 1. | det forste tilfelde
er to = ot. Heraf folger, at G er kommutativ, og s er G = Cy,. | det andet tilfelde er
to = o ~Lr. Her genkender vi reglerne for regning i diedergruppen. | dette tilflde er alts&
G =D,.

(8.13) Definition. En gruppe G kaldes simpel, hvis G ikke er den trivielle gruppe og hvis de
to trivielle undergrupper G og {e} er de eneste normale undergrupper.

Simple grupper spiller en vigtig rolle i klassifikationen af endelige grupper. Som vi
skal se herunder, er det let at bestemme de kommutative simple grupper. | princippet er alle
simple grupper bestemt. En del af den generelle bestemmelse er indeholdt i Feit-Thompson’s
Setning: De eneste simple grupper af ulige orden er de cykliske grupper C,,, hvor p er et
ulige primtal.

Der er flere uendelige familier af simple grupper af lige orden. Den enkleste familie bestar
af de alternerende grupper A,, for n > 5, som vi behandler nedenfor.

(8.14) Seetning. De simple (endelige) kommutative grupper er grupperne C,, hvor p er et
primtal.
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Bevis. For et primtal p fglger det af Lagrange’s Indexsatning, at gruppen C,, kun har trivielle
undergrupper; specielt er C,, en simpel gruppe.

Antag omvendt, at G er en simpel, kommutativ gruppe af orden n. Da G # {e}, findes et
element g £ ¢ i G. Den cykliske undergruppe (g) er normal, da G er kommutativ. Da G er
simpel og (g) # {e}, er (g) = G. Altsa er G cyklisk. Hvis d er en ikke-triviel divisor i n, har
G derfor en ikke-triviel undergruppe af orden d. Eksistensen af en sadan er udelukket, da G
er simpel. Falgeligern = p et primtal, og G = C,,. a

(8.15) Eksempel. Den symmetriske gruppe S, for n > 3 og diedergruppen D,, forn > 2 er
ikke simple. Den alternerende gruppe A, er nemlig en ikke-triviel normal undergruppe i S,
og C,, er en ikke-triviel normal undergruppe i D,,.

En p-gruppe er kun simpel, hvis den har orden p. Af Korollar (7.24) falger nemlig, at en
gruppe af orden p" har en normal undergruppe af orden p.

(8.16) Eksempel. En gruppe af orden ngp", hvor p er et primtal og 1 < ng < p (0g
v > 1) kan ikke vaere simpel. Antallet af Sylow- p-undergrupper er nemlig divisor i ng, 0g
dermed mindre end p, og da det desuden er kongruent med 1 modulo p, ma antallet vare 1.
Sylow- p-undergruppen er derfor en ikke-triviel normal undergruppe.

Specielt gelder, at en gruppe af orden 2-3 har en normal Sylow-3-undergruppe, og en
gruppe af orden 25, eller 3.5, eller 4.5, har en normal Sylow-5-undergruppe. Specielt kan
grupper af disse ordener ikke veere simple.

En gruppe af orden 12 = 22.3 har enten en normal Sylow-2-undergruppe eller en normal
Sylow-3-undergruppe. Dette vises ved et sakaldt teelleargument: Sylow-2-undergrupperne er
undergrupperne af orden 4, og antallet af dem er ulige og divisor i 3; antallet er altsa 1 eller 3.
Sylow-3-undergrupperne er undergrupperne af orden 3, og antallet af dem er kongruent med
1 modulo 3 og divisor i 22. Antallet af dem er altsd enten 1 eller 4. Antag, at en Sylow-3-un-
dergruppe ikke er normal. Der er da 4 Sylow-3-undergrupper. Hver Sylow-3-undergruppe S
er af orden 3, og indeholder altsa ud over det neutrale element 2 elementer af orden 3. Hvis S;
0g S, er forskellige Sylow-3-undergrupper, er feellesmangden S1 N S, en &gte undergruppe
af Sy; ordenen af Sy N S, er derfor en agte divisor i 3, altsa lig med 1, og sd er S1 N S, = {e}.
De fire Sylow-3-undergrupper deekker derfor i alt 4-2 = 8 elementer af orden 3. Ingen af
disse 8 elementer kan ligge i en undergruppe af orden 22, s& en Sylow-2-undergruppe T
ma vere disjunkt med delmangden af disse 8 elementer. Men det betyder, at de resterende
4 elementer ma udgere T. Specielt er T den eneste Sylow-2-undergruppe, og 7T er derfor
normal i G.

Specielt kan en gruppe af orden 12 ikke veere simpel.

(8.17) Seetning. Den alternerende gruppe A, er simpel forn > 5.

Bevis. Lad N ## {e} veere en normal undergruppe af A,,. Vi skal vise, at N = A,,. Vi skal
flere steder i beviset benytte, at n > 5.

Cykler af leengde 3 (i S,) er lige. De tilhgrer altsd A,,. Vi viser forst, at alle 3-cykler er
konjugerede i gruppen A,,. Hertil udnyttes, at n > 5.

Det er klart, jfr (7.18), at vilkarlige to 3-cykler y og y’ er konjugerede i S,,, altsa at der
findes en permutation u € S, saledes, aty’ = wy 1. Mere pracist gaelder jo for en 3-cykel
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y = (abc) og en permutation i € S,, at den konjugerede permutation *y = uyu=1t er
3-cyklen (u(a) u(b) u(c)). Vikan derfor altid lgse ligningen #y = y’ med en permutation
w € S,, idet vi blot skal veelge passende verdier af x pa de tre tal a, b, c. Hvis u er ulige,
kan vi opna en lige permutation med de samme veerdier pa a, b, c ved at ombytte vardierne
pa 2 af de resterende n — 3 tal. Altsa findes en permutation . € A, saledes, at y’ = Hy.

Videre er det er nok at vise, at N indeholder en 3-cykel. Antag nemlig, at 3-cyklen y
tilharer N. Da N er normal i A, falger det, at enhver konjugeret permutation .y =1 for
w € A, ligeledes tilhgrer N. Altsa vil enhver 3-cykel tilhgre N. Enhver lige permutation er
et produkt af 3-cykler ifelge Saetning (2.24)(1). Enhver lige permutation tilhgrer derfor N.
Falgeliger N = A,,.

Vi mangler at vise, at der findes en 3-cykel i N. Da N # {id}, findes en permutation
o # id i N. Betragt nu, for « € A,, kommutatoren [0, o] := cao a1, Vi kan skrive
[0, a] = o (o ~ta™1); den farste faktor, o, ligger i N og den anden faktor, xo ~*a 1 ligger
i N, da N er normal. Altséer [0, ] € N. Det er pastanden, at vi ved en eller to gange at
erstatte o med en permutation af formen [o, o] for o € A,, kan opna en 3-cykel.

Hertil bemaerker vi farst, at vi jo ogsé kan skrive [o, o] = (cao ~1a™1, altsé

[0,a] = awa™? (1)

Heraf fremgar, at hvis vi fx som « veelger en 3-cykel, sa er [0, o] produktet af to 3-cykler.
Specielt kan [o, o] hgjst flytte 6 af de » tal.

Vi viser farst, at vi kan bestemme en 3-cykel o saledes, at [o, «] hgjst flytter 5 tal; vi ma
naturligvis ogsa sgrge for at [o, o] ikke er identiteten. Hertil vaelges et tal a, som ikke er
fixpunkt for o. Vi satter a; := a, og induktivt a;11 ‘= o(a;). Daer ay; # a; (men det
er ikke udelukket, at a3 = a1). Velgnuettal b ¢ {a1, az, a3}, set by := b og induktivt
bi1+1 = o(b;). Lad o veere 3-cyklen a = (aj ap by). Af (1) far vi, at

[0, ] = %(ay ap by) (a1 az b1) ™t = (ap agby) (a1 by az) = (brasz ... ;

hgjresiden er ikke afsluttet, idet vi ikke kan bestemme billedet af a3 for vived, om az = aj eller
a3z # a1. Det fremgar imidlertid af udregningen, at [0, o] ikke kan veere identiteten. Desuden
kan [o, «] hgjst flytte tallene a1, a2, as, b1, b2 (som ikke behgver at veere forskellige). ldet
vi kan erstatte o med [o, ], kan vi herefter antage, at o hgjst flytter 5 af de » tal.

Nu er der tre tilfeelde: o flytter 3, 4, eller 5 tal. Hvis o flytter 3 tal, er o ngdvendigvis en
3-cykel, og vi har fundet den gnskede 3-cykel i N. | de to andre tilfeelde erstatter vi igen o
med [o, o] med en 3-cykel o som ovenfor; nar vi ved at o flytter 4 eller 5 tal, kan vi vaere lidt
mere snedige i valget af b.

Antag, at o flytter preecis 4 tal. Da o ogsa er en lige permutation, ma o veere en dob-
belttransposition. Specielt er sd a3 = a;. Dan > 5, har o et fixpunkt. Vi veelger som b et
fixpunkt for o. Med 3-cyklen o = (a1, az, b) finder vi,

[0, ] = %(ay az b)(ay az b) ™t = (ap a1 b) (a1 baz) = (ayaz b).

Permutationen [o, «] er altsa en 3-cykel i N.
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Antag endelig, at o flytter praecis 5 tal. Da o ogsa er en lige permutation, ma o vare
en 5-cykel, og dermed 5-cyklen (a1 ap az ag as). Som « veelger vi 3-cyklen « := (a1 az as).
Herefter er

[0, ] = (a1 az as) (a1 az as) ™! = (ap az a1) (a1 as az) = (a1 as az).

Permutationen [o, ] er altsa en 3-cykel i N.
Hermed er der i alle tilfeelde bestemt en 3-cykel i N, som gnsket. a

(8.18) Opgaver.
1. Hvor mange Sylow-2-undergrupper findes der i diedergruppen D4?

2. Lad p veere et primtal. Vis, at en endelig gruppe G er en p-gruppe, hvis og kun hvis hvert
element i G har en orden, som er en potens af p.

3. Vis, at en gruppe af orden 1.088 ikke kan vaere simpel.
4. Vis, at en gruppe af orden pg, hvor p og g er primtal, ikke kan vaere simpel.

5. Lad H veare en undergruppe af en gruppe G. Vis, at N(H) :={g € G | gHg ! = H}
er en undergruppe af G. Vis, at H er en normal undergruppe af N(H). Vis, at antallet af
undergrupper, der er konjugerede med H, er index |G : N(H)]|.

6. Vis, at en gruppe G af orden 2u, hvor u > 1 er ulige, ikke kan veere simpel. [Vink:
hvorfor findes en surjektiv homomorfi x : G — {£1}7]

7. Vis, at der kun er én gruppe af orden 15.

8. Vis, at en gruppe af orden 45 har en normal Sylow-5-undergruppe og en normal Sylow-3-
undergruppe. Vis, at der er to grupper af orden 45, og angiv dem.

9. Vis, at enhver Sylow-2-undergruppe i Ss er isomorf med Dy.

10. Vis, at en gruppe af orden 56 ikke kan vaere simpel. [Vink: vis, ved at telle elementer
af orden 7, at hvis Sylow-7-undergruppen ikke er normal, sa er der kun plads til én Sylow-2-
undergruppe.]

11. Vis, forn > 5, at A, er den eneste ikke-trivielle normale undergruppe af S,,.
12. Bestem forn =1, 2, ..., 11 alle grupper af orden n.

13. Lad G vere en simpel, ikke-kommutativ gruppe af orden n, og lad d vere antallet af
Sylow- p-undergrupper, for en primdivisor p i |G|. Vis, at n|d!. [Vink: virkningen af G pa
Sylow- p-undergrupperne definerer en repraesentation G — S;.]

14. *Vis, at de eneste ikke-kommutative grupper af orden 12 er de tre grupper beskrevet i en
af opgaverne i (5.18).

15. *Vis, at en gruppe G af orden 2"-3 enten har en normal undergruppe af index 3 eller en
normal undergruppe af index 6. [Vink: Antag, at S og T er forskellige Sylow-2-undergrup-
per. Vis, ved at betragte elementantalleti S7, at H := SN T har index 2 i S. Slut heraf, at
S C N(H),hvor N(H) :={g € G | gHg~! = H}. Tilsvarende er T C N(H), og falgelig
er N(H) =G\]
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16. Lad G veere en gruppe af orden n. Vis, at for hver primdivisor p i n findes i G et element
af orden p (Cauchy’s Satning). Vis mere generelt, at for hver primtalspotens p¥, som gar op
i n, findes i G en undergruppe af orden p".

17. Lad V C S4 vaere undergruppen bestaende af identiteten og de 3 dobbelt-transpositioner.
Vis, at for vilkarlige to forskellige Sylow-2-undergrupper H, K af Sqyer HN K = V.

18. Lad G veere en endelig gruppe, lad p vare en primdivisor i |G|, og lad N C G vere
feellesmangden af alle Sylow-p-undergrupper af G. Vis, at N er den sterste normale p-
undergruppe af G. Hvad bliver N for p = 209 G = S4? —og for G = S5?
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1. Ortogonale afbildninger.

(1.1) Seetning. Lad der veare givet en ortonormal basis (e1, . . ., e,) for vektorrummet R”".
Lad T: R" — R" vere en linear afbildning og lad A vere matricen for T med hensyn til
den givne basis. Da er falgende seks betingelser eekvivalente:

(i) Den linezre afbildning T bevarer det indre produkt: (Tx, Ty) = (x, y).

(i1) Den linezre afbildning T bevarer normen: | Tx|| = ||x]|.
(iii) Den lineare afbildning T er en isometri: | Tx — Ty| = ||lx — y|.
(iv) Billedvektorerne (Te1, ..., Te,) udger et ortonormalt st af vektorer i R".

(v) Sajlerne i matricen A udger et ortonormalt szt af vektorer i R".
(vi) Der galder ligningen A'A = 1, hvor 1 er enhedsmatricen i Mat,, (R).

Bevis. Det indre produkt i R” kan som bekendt udtrykkes ved normen, idet der geelder lig-
ningen,

1
(x,y) = §(||x + 12 = IxlI? = lyl%).

Afbildningen T er specielt additiv. Det fglger, at hvis T bevarer normen, sa &ndres hgjresiden
i ligningen ikke, hvis x, y erstattes med Tx, Ty. Altsa vil T sa ogsa bevare det indre produkt.

Normen || x || er kvadratroden af det indre produkt (x, x). Det faglger, at hvis T bevarer det
indre produkt, s vil T ogsa bevare normen.

Endelig er afstanden mellem x og y lig med normen ||x — y|| og hormen || x || er afstanden
mellem x og nul-vektoren 0. Da T er linezr fglger det, at 7 bevarer normen, hvis og kun
hvis T er en isometri.

Hermed er vist, at de farste tre betingelser (i), (ii) og (iii) er &kvivalente.

Hvis (i) er opfyldt, sa slutter vi specielt, at vektorerne (Tey, ..., Te,) udggr et orto-
normalt system, altsa at (iv) er opfyldt. Antag omvendt, at (iv) gelder. Da er vektorerne
(Tey, ..., Te,) en ortonormal basis for R”. Med hensyn til en given ortonormal basis kan
det indre produkt af to vektorer beregnes som prik-produktet af deres koordinatsat. Det indre
produkt (Tx, Ty) er altsa lig med prik-produktet af koordinatsattene for Tx og Ty med
hensyn til basen (Tex, ..., Te,). De to koordinatszt er lig med koordinatsattene for x og y
med hensyn til basen (e1, ..., e,). Heraf fglger, at (Tx, Ty) = (x, y). Altsa geelder (i).

Hermed er vist, at (iv) er &ekvivalent med (i).

Den i’te sgjle i A er koordinatsettet for Te; med hensyn til den givne ortonormale basis.
Det er derfor klart, at (iv) og (v) er &kvivalente.
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For at vise &kvivalensen af (v) og (vi) bemarkes, at i en produktmatrix B A er elementet
pa plads (i, j) lig med prik-produktet af den i’te reekke i B og den j’te sgjle i A. Anvendt
med B = A' falger det, at produktmatricen A'A pé plads (i, j) har prik-produktet af den i’te
sgjle og den j’te sgjle i A. Heraf fremgar, at betingelserne (v) og (vi) er @kvivalente.

Hermed er &kvivalensen af alle seks betingelser bevist. a

(1.2) Definition. Enlineer afbildning 7: R” — R”, som opfylder de &kvivalente betingelser
i Seetning (1.1), kaldes en ortogonal afbildning.

Af de seks &kvivalente betingelser i Seetning (1.1) er de tre fgrste uafhangige af den givne
ortonormale basis. Det falger derfor af ekvivalensen, at hvis en af de tre sidste betingelser er
opfyldt med hensyn til en given ortonormal basis, sa er de alle opfyldt med hensyn til enhver
ortonormal basis.

De linezere afbildninger R” — R”" er netop afbildningerne af formen x — Ax, hvor
A € Mat, (R), og A er afbildningens matrix med hensyn til den kanoniske basis for R”. Den
kanoniske basis er ortonormal. Afbildningen x — Ax er altsa ortogonal, hvis og kun hvis
matricen A opfylder de &kvivalente betingelser (v) og (vi). Er disse betingelser opfyldt, siges
A at veere en ortogonal matrix.

Afen ligning BA = 1 for kvadratiske matricer fglger som bekendt, at A er invertibel med
B som den inverse; specielt er ogsa AB = 1. Af ligningen i (vi) falger derfor, at en ortogonal
matrix A er invertibel med den transponerede A' som den inverse, og at der geelder ligningen
AA' = 1. Den sidste ligning betyder, at ogsd A' er ortogonal. Der gelder altsd, at hvis
sgjlerne i en matrix A er et ortonormalt system, sa er ogsa reekkerne et ortonormalt system.

Hvis A og B er ortogonale matricer, sa er

(AB)Y(AB) = B'A'AB = B'B =1;

altsd er ogsa AB en ortogonal matrix. Videre er enhedsmatricen 1 gjensynlig ortogonal.
Endelig sa vi ovenfor, at en ortogonal matrix er invertibel og at den inverse igen er ortogonal.
De ortogonale matricer udger derfor en undergruppe af den generelle linezre gruppe GL,, (R).
Denne undergruppe kaldes den ortogonale gruppe af grad », og den betegnes O,, (R) eller blot
O(n). Af Satning (1.1) fremgar, at den ortogonale gruppe O(n) kan opfattes som gruppen af
linezere isometrier af R”.

Afligningen A'A = 1falger, at (det A)2 = 1. En ortogonal matrix har derfor determinant
+1. De ortogonale matricer med determinant 1 udger en undergruppe af O(n). Denne
undergruppe kaldes den specielle ortogonale gruppe og den betegnes SO(n) eller O (n).
@jensynlig er SO(n) kernen for homomorfien det: O(n) — {£1}. Det falger, at SO(n) er
en normal undergruppe af index 2 i O(r). De matricer i O(n), der har determinant —1, udger
altsa én sideklasse, betegnet O~ (n), og O(n) = O™ (n) U O~ (n).

(1.3) Planen. Betragt en matrix A i den ortogonale gruppe O(2),

A:(g ;).
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Da sgjlerne er ortonormale, har vi a? 4+ b?> = 1 0g ¢? + d? = 1 0g ac + bd = 0. \ektoren
(a, b) ligger altsd pa enhedscirklen, og den har derfor formen (a, b) = (cosé, sind) med
en passende reel vinkel 6. Tilsvarende ligger vektoren (c, d) pa enhedscirklen, og (c, d) er
ortogonal pa (a, b). Det falger, at vi har (c, d) = (=b, a) eller (¢, d) = (b, —a). Matricen
A har derfor en af falgende to former:

Dy cos® —siné g cos® sing
9= \sin6 coso )’ 9=\ sin6 —coso )"
Matricen Dy af den farste form beskriver en drejning, D, med vinklen 6 omkring origo (origo
er blot nul-vektoren, betegnet o eller 0, i R?).

AKX

Betragt den lineere afbildning harende til matricen Sy af den anden form. @jensynlig har

vi matrixligningen,
1 0
So = Do (0 —1) ;

sa afbildningen er sammensat af spejlingen i aksen bestemt ved den farste basisvektor (1, 0)
efterfulgt af drejningen med vinklen 6. Enhedsvektoren e := (cos 36, sin 36) afbildes ved
spejlingen pa (cos %0, —sin %0), som ved drejningen afbildes tilbage pa e. Altsa er e egen-
vektor for Sy med egenverdien 1 og den ortogonale enhedsvektor ¢ := (—sin %0, oS %0) er
egenvektor hgrende til egenvaerdien —1. Afbildningen harende til Sy er altsa selv en spejling,

S, 1 aksen gennem o bestemt ved enhedsvektoren e.
X
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Matricerne af de to former har determinanter henholdsvis 1 og —1. Matricerne i O™ (2)
er altsd matricerne Dy af den farste form, og de beskriver drejningerne omkring origo. Ma-
tricerne i O~ (2) er matricerne Sy af den anden form, og de beskriver spejlingerne i linier
gennem origo.

Bemerk, at den specielle ortogonale gruppe SO(2) er kommutativ. Produktet Dy Dy, er
matricen Dy, der beskriver drejningen med vinklen 6 + .

(1.4) Diedergruppen. For k = 1,2, ... er drejningen med vinklen 27 /k den ortogonale
afbildning givet ved matricen D, ,/x. Det er Kklart, at denne matrix har orden & i gruppen
SO(2). Den frembringer altsa en cyklisk undergruppe Cy af SO(2).

Lad k& > 3 veere fast, og lad D := D,/ veere drejningen med vinklen 27 /k. For en
enhedsvektor e vil de k vektorer D/e, for j =0, 1, ..., k—1,udgere de k hjgrner i en regulaer
k-kant indskrevet i enhedscirklen. Symmetrigruppen for denne k-kant er da undergruppen i
0O(2) frembragt af drejningen D og spejlingen S i linien bestemt ved enhedsvektoren e. Den
bestar af de 2k matricer D/ og D’ S, for j = 0, ...,k — 1. Den kaldes diedergruppen af
grad k, og den betegnes D;. Bemark, at der for givet k er én undergruppe Cx, men uendelig
mange undergrupper Dy (afhaengig af placeringen af enhedsvektoren ¢). Bemark videre, at
diedergrupperne ogsa er defineret for k = 1 og 2: Diedergruppen D1 er gruppen af orden 2
frembragt af en spejling og diedergruppen D er gruppen af orden 4 frembragt af en spejling
og halvdrejningen (dvs drejningen med vinklen 7).

(1.5) Szetning. De cykliske grupper C; og diedergrupperne Dy, er de eneste endelige under-
grupper af O(2).

Bevis. Antag nemlig, at H er en endelig undergruppe i O(2). Fellesmangden H* := H N
O™ (2), bestdende af matricer i H med determinant 1, er en undergruppe i O™ (2). Hvis
H er indeholdt i OT(2), har vi H = H™T. Hvis H ikke er indeholdt i O™ (2), saer HT
en undergruppe af index 2 i H, og komplementeermeangden H~ := H \ H™ bestar af én
sideklasse. Matricerne i H~ har determinant —1, sa de er spejlinger.

Hvis |HT| = 1,saerenten |H| = |H"| = 1,eller |H| = 2|H*"| = 2. | det farste tilfelde
er H den (trivielle) cykliske gruppe C1, i det andet tilfeelde bestar H af enhedsmatricen og
en spejling, og vi har H = Dj.
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Antag derfor, at |[H'| > 1. Lad D := Dy, veere drejningeni H* med den mindste positive
vinkel 6. Specielter sa 0 < 6y < 2. Antag nu for et reelt tal 9, at drejningen Dy tilhgrer
H. Lad [ veere det hele tal bestemt ved ulighederne 16y < 6 < (I 4+ 1)6p eller, &kvivalent,

0<6—16y < 6. *)

Da Dy tilhgrer H, vil ogsé Dy D~ tilhgre H. Den sidste matrix er drejningen med vinklen
6 — 16. Af valget af 6y og (*) falger derfor, at & = 16g. Altsd er Dg = D'. Heraf ses, at H
er den cykliske undergruppe frembragt af D. Matricen D, er enhedsmatricen, og derfor i
H. Af det lige viste falger derfor, at vi med et passende naturligt tal k har 2 = k6. Altsa
er D = Dy, x, 0g H™ er derfor den cykliske gruppe Cy.

Hvis H = H™, har vi H = Cy, som gnsket. Antag, at H D H™. Da findes en spejling
S'i H. Hvis S’ er endnu en spejling i H, sa er produktet S’S en drejning, og dermed i H.
Altsder §'S = D/, og folgelig er S’ = D/ S. Heraf ses, at H er diedergruppen Dy. a

(1.6) Rummet. Enhverortogonal afbildning T : R® — R3 beskrives i en passende ortonormal
basis (e1, e2, e) ved en matrix af formen,

cos® —sing 0
(sin@ coso 0>, hvor e = +1.
0 0 &

Hvise = 1, saer T en drejning med en vinkel & omkring e (dvs omkring linien gennem origo
bestemt ved enhedsvektoren e). Hvise = —1, sa er T sammensat af drejningen omkring e
og spejlingen i planen gennem origo vinkelret pa e.

Bevis. Afbildningen 7' har formen x — Ax med en 3 x 3-matrix A. Det karakteristiske
polynomium for A er et trediegradspolynomium, og det har derfor en reel rod. Fglgelig
findes en reel egenvardi ¢ for T og en tilhgrende egenvektor e # 0. Vi kan normere e, 0g
altsd antage, at |le| = 1. Da T er en isometri og Te = ee, slutter vi, at ||ce| = ||, 09
dermedat |¢| = 1. Altsder e = &1. Da T er ortogonal og Te = =e, har vi for enhver vektor
w ligningen,

(Tw,e) =+(Tw, Te) = £(w,e). *)

Lad nu W veere planen bestaende af vektorer w, som er ortogonale pa e. Hvis w € W, sa
er (w, e) = 0, og af ligningen (*) folger, at (Tw, e) = 0; altsd er Tw € W. Heraf ses, at
underrummet W er invariant under afbildningen 7. Restriktionen af 7 til dette underrum er
altsa en lineaer isometri 7|W i underrummet W. Valg nu en ortonormal basis (eq, e») for W.
I denne basis beskrives restriktionen 7'|W ved en ortogonal 2 x 2 matrix. Hvis denne matrix
har determinant 1, sa har den formen Dy angivet i (1.3). Det felger, at T i basen (e1, ez, e)
beskrives ved en matrix af den gnskede form.

Antag i stedet, at matricen for T|W har determinant —1. Det falger af overvejelserne i
(1.3), at T|W sa er en spejling i en linie i planen W. Vi kan derfor vaelge de to vektorer
e1 09 ez i W sdledes, at den ene er egenvektor for T svarende til egenveerdien 1 og den
anden er egenvektor svarende til egenverdien —1. Af de tre basisvektorer ey, ey, e er altsa to
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egenvektorer for T svarende til samme egenveerdi og den tredie er egenvektor svarende til den
modsatte egenveerdi. Omdgber vi de tre vektorer, kan vi antage, at e; 0g ez er egenvektorer
svarende til samme egenverdi. | denne basis beskrives T ved en diagonalmatrix, hvor de
tre diagonalelementer er £1 og hvor de to farste har samme fortegn. @jensynlig har denne
matrix den gnskede form, med & = Oeller = .

Det er klart, og det fremgar af beviset, at en matrix af den anfarte form med ¢ = 1 beskriver
en drejning med vinklen & omkring e.

X
x0 = Txo
Tx e=Te
Teq
e1
Tx'

Matricen med ¢ = —1 fas fra matricen med ¢ = 1 ved at multiplicere med den diagonal-
matrix, der har 1, 1, —1 i diagonalen. Heraf fremgar det sidste resultat. a

(1.7) Lemma. Enhver isometrisk afbildning f: R" — R”", der har nul-vektoren som fix-
punkt, er linezr, og dermed af formen x — Ax med en ortogonal matrix A.

Bevis. Det pastas forst, at f bevarer det indre produkt. Betragt hertil ligningen, jfr (1.1),

(12 + Iyl = llx = y1I2).

N -

(x,y) =

Normen || x — y|| er afstanden mellem x og y, og den andres derfor ikke, nar x og y erstattes
med fx og fy. Da f0 = 0, falger det specielt, at || fx|| = |lx]| og || fyll = |lyll. Altsa
@ndres ligningens hgjreside ikke, nadr x og y erstattes med fx og fy. Af ligningen falger
derfor, at f bevarer det indre produkt.

Den kanoniske basis (e1, ..., e,) for R" er en ortonormal basis. Da f bevarer det indre
produkt, fglger det, at ogsa settet (fe1, ..., fe,) er en ortonormal basis. Derfor geelder for
hver vektor y € R” ligningen,

y={(y, fer)fer+---+(y, fen) fen. (*)

Denne ligning geelder specielt, nar y = fx for x € R". Da f bevarer det indre produkt, er
(fx, fei) = (x, e;). Af ligningen (*), for y := fx, fas derfor ligningen,

fx:(x,el>f€1+"'+<x,€n>fen.

Af den sidste ligning fremgar, at f er linezr. a
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(1.8) Opgaver.
1. Vis, at §2 = 1 for enhver matrix S € O~ (2). Gelder den samme ligning for matricer i
O (n) forn > 2?

2. For hvilke veerdier af o ligger falgende matrix i O™ (3):

2/3 1/3 2/3
|:30t 0 —3ai|.

—a 4a —«o

3. Kan du bestemme en matrix i SO(3) saledes, at alle 9 koefficienter er rationale tal forskellige
fra0 og £1?

4. Hvis de farste n — 1 sgjler i en matrix i SO(n) er givet, hvor mange muligheder er der sa
for den sidste sgjle?

5. Vis, at matricerne i O, (R) med heltalskoefficienter udgar en undergruppe, og bestem dens
orden.

6. Lad L vere linien i R3 bestemt ved en enhedsvektor ¢, og lad D veere drejningen omkring
L med en given vinkel 6. Vis, at

D(x) = (x, e)e + c0S 6O (x — (x, e)e) +siné (e X x).

[Vink: Lad L' vere planen vinkelret pA L. Vis, for x € R3, at vektoren xg := (x, e)e
er projektionen af x pa L, vektoren x’ = x — xo er projektionen af x pd L+, og vektoren
x" := e x x er tvaervektoren til x" i planen L= set fra e.]

7. For komplekse vektorer (sgjler) x, y € C" er det komplekse skalarprodukt (Hermitiske
skalarprodukt eller indre produkt) tallet

(x,y) '=Xx1y1+ -+ Xpyn.

Bemaerk, at (x, y) er line@rti y, men , konjugeret”linegertix. Tallet (x, x) = |x1|%+- - -+]|xn|?
er gjensynlig reelt og ikke-negativt; dets kvadratrod er normen af x, altsd | x||2 = (x, x). |
C" er vektorer x, y ortogonale, hvis (x, y) = 0, og x er en enhedsvektor, hvis (x, x) = 1.
Vis, idet A* for en matrix A betegner den transponerede, komplekst konjugerede matrix, at

(x,y)=x"y.

Vis for en kvadratisk matrix A € Mat,(C), at sgjlerne i A er enhedsvektorer og parvis
ortogonale, hvis og kun hvis A*A = 1,,. En matrix med denne egenskab kaldes uniter. Vis,
at de uniteere matricer udger en undergruppe U, (C) af GL,,(C). Vis for en uniter matrix A,
at |det A| = 1. Genkender du gruppen U1 (C)? Beskriv de unitere (2 x 2)-matricer. Hvad
forstas ved gruppen SU,(C)?

8. Vis, at gruppen SO(2) = O™ (2) er kommutativ. Lad Dy € O™ (2) vaere drejningen med
vinklen 6 oglad U € O(2). Vis,at UDyU 1 = Dy for U € O (2) og UDyU 1 = D_, for
U € O~ (2). Beskriv geometrisk, nar U er en spejling (dvs U € O~ (2)), spejlingen hgrende
til matricen DgU Dy~ 2.
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2. Flytninger.

(2.1) Hovedsaetning. De isometriske afbildninger R™ — R”" er netop afbildningerne af
formen x — Ax + b, hvor A er en ortogonal matrix og b er en vektor i R".

Bevis. En afbildning af formen x — Ax + b er den sammensatte afbildning z;, T4, hvor T4 er
den lineare afbildning x — Ax ogt, er translationen x — x+b. Translationen er gjensynlig
en isometri. Hvis A er ortogonal, sa er T4 en isometri; falgelig er ogsa den sammensatte
afbildning 7, T4 en isometri. Hermed er vist, at afbildninger af den anfarte form er isometrier.

Antag omvendt, at f: R” — R”" erenisometri. Seetb ;= f (o). Translationen¢_, afbilder
da f (o) pa f(0) —b = o. Det falger, at den sammensatte afbildningz_; £, dvs x — f(x)—b,
har o som fixpunkt. Den sammensatte afbildning er desuden en isometri. Af Lemma (1.7)
falger derfor, at den sammensatte afbildning har formen x +— Ax med en ortogonal matrix
A. Vi har saledes for alle x ligningen f(x) — b = Ax, og det betyder netop, at afbildningen
f har formen x — Ax + b. a

(2.2) Definition. En isometrisk afbildning f: R” — R” kaldes ogsa en flytning. Ifglge
Hovedsztningen er flytningerne netop afbildningerne af formen x — Ax + b, hvor A er
ortogonal og b € R". Nar A er enhedsmatricen, fas afbildningen x — x + b, der kaldes
translationen med forskydning b; den betegnes ¢,. For b = 0 fas afbildningen x — Ax,
der er den ortogonale afbildning bestemt ved den ortogonale matrix A; den betegnes T'4.
Translationer 7, med b # 0 har ingen fixpunkter. Flytningerne, der har nul-vektoren o som
fixpunkt, er ifglge Hovedsztningen netop de ortogonale afbildninger T 4. Det faglger, atenhver
flytning f er en sammensatning, f = ¢, T4, af en ortogonal afbildning 74 og en translation
tp.

Det er Kklart, at en afbildning, der er sammensat af to flytninger, selv er en flytning. @jen-
synlig er den identiske afbildning en flytning. En flytning af formenx — Ax-+b er gjensynlig
bijektiv med den inverse bestemt ved y — A~1y — A=1b. Den inverse afbildning er altsd
ligeledes en flytning. Det er saledes vist, at flytningerne i R” udger en undergruppe i den
fulde permutationsgruppe for R”. Gruppen af flytninger kaldes den euklidiske transformati-
onsgruppe for R”, og den betegnes E(n).

Ifelge den associative lov er x + (b + ¢) = (x + b) + ¢. Heraf folger for translationer
ligningen ¢, . = t.t,. Addition af vektorer svarer altsa til ssmmensatning af translationer.
/kvivalent betyder det, at afbildningen, der til en vektor b € R" lader svare translationen 7,
er en homomorfi fra den additive gruppe R” til gruppen E(rn). Homomorfien er gjensynlig
injektiv. Billedgruppen er translationsgruppen T(n) bestaende af alle translationer i E(n).
Translationsgruppen er altsa isomorf med den additive gruppe R”.

For en flytning f: R" — R", af formen f(x) = Ax + b, er matricen A og sgjlen b
entydigt bestemte. Sgjlen b er nemlig veerdien f (o), og flytningen x — f(x) — f (o) har o
som fixpunkt; den er derfor lineer, og A er den tilhgrende matrix. Den ortogonale matrix A
siges at veere matricen harende til flytningen f, og den betegnes f. Afbildningen f — f, der
til en flytning f(x) = Ax + b knytter den tilhgrende matrix A, definerer altsa en afbildning
E(n) — O(n). Denne afbildning er surjektiv, idet matricen A for eksempel hgrer til flytningen
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x — Ax. Yderligere er f — f en homomorfi af grupper. Er nemlig g(x) = Bx + ¢ endnu
en flytning, har vi
f8(x) = A(Bx +c¢)+b=ABx + (Ac+ b).

Heraf fremgar, at matricen hgrende til den sammensatte flytning fg er produktet AB af de
tilhgrende matricer.

At en flytning f(x) = Ax + b ligger i kernen for homomorfien f — f, betyder, at A er
enhedsmatrix, altsa at f(x) = x + b er en translation. Specielt er translationsundergruppen
T(n) en normal undergruppe i E(n), og af Isomorfisatningen fas en isomorfi,

E(n)/ T(n) — O(n).

En flytning x — Ax + b kaldes egentlig eller uegentlig eftersom determinanten af den
tilhgrende matrix A er 1 eller —1. De egentlige flytninger udger gjensynlig en undergruppe,
betegnet E™ (n), af E(n). De uegentlige flytninger udger én sideklasse, E ™~ (n).

(2.3) Definition. | den geometriske beskrivelse af flytninger tildeles elementerne i R” med
fordel to roller: som punkter og som vektorer. Flytninger foregar i R” opfattet som en maengde
af punkter. Vektorer er starrelser, der beskriver eller fastleegger punkterne. At punkter i R” er
vektorer, kan opfattes som beskrivelsen af punkterne set ud fra nulpunktet o i R” som origo.
En anden beskrivelse fas ved at translatere nulpunktet, dvs ved at vaelge et andet fast punkt u
som origo. Efter et sddant valg beskrives et punkt p i R" set fra origo u ved sin stedvektor,
som blot er differensen p — u.

o

En flytning f i R” kan fastlaegges ved, hvordan den andrer stedvektorerne ud fra et fast
valgt punkt z som origo. Antag, at f er givet pa formen x — Ax + b. Beskrivelsen af f
set ud fra origo u angiver, hvordan stedvektoren f(p) — u afhanger af stedvektoren p — u.
@jensynlig er

f(p)—u=Ap+b—-—u=Ap—u)+b+ Au —u.

Stedvektoren for billedpunktet f(p) fas altsa ved at anvende afbildningen f’ bestemt ved
x — Ax+b+ Au—u pa stedvektoren for p. Afbildningen £/, der beskriver  ud fra punktet
u somorigo, er altsa selv en flytning, nemlig afbildningen x +— Ax-+b’,hvord’ = b+Au—u.
@jensynlig har f og f’ samme tilhgrende matrix A. Det ses let, at ' = 1,7 % f1,. Flytninger
af formen f' = 1,71 f1,, for u € R”, siges ogsa at vare translationsaekvivalente med f.

Hvis det nye origo u kan veelges som fixpunkt for f, far den &kvivalente flytning f’ den
simple form x — Ax. Punktet u er fixpunkt for den oprindelige afbildning f(x) = Ax + b,
hvis og kun hvis Au 4+ b = u, dvs hvis og kun hvis (1 — A)u = b. Det er derfor af vigtighed
at undersgge billedrummet for den linegere afbildning x — (1 — A)x.
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(2.4) Lemma. Lad T: R" — R”" vere en ortogonal linezr afbildning, og betragt den linezre
afbildning 1—T, altsax — x—Tx. LadV verekernenfor 1—T oglad W veare billedrummet.
Da er W det ortogonale komplement til V.

Bevis. Det ortogonale komplement V- bestar af de vektorer w, der opfylder, at (w, v) = 0
for alle v € V. Det er velkendt, at hver vektor x € R” entydigt kan skrives som en sum,

x=v+v, hworveV, veVt *)

vektoren v er den ortogonale projektion af x pa V.

Det er pastanden, at W = V. Hertil bemarkes farst, at underrummet V- er invariant
under 7. Antag nemlig, at w € V. For hver vektor v € V er Tv = v, og dermed er
(Tw,v) = (Tw, Tv) = (w,v) =0. Altsder Tw € V.

Lad nu x € R". Skriv x pa formen (*), og anvend den lineare afbildning 1 — T pa
x. Dav eV, harvi(1—T)v =0. Altsderx — Tx = v/ — Tv'. Da V=, er invariant
under T, falger det, at x — Tx e VL. Billedrummet for 1 — T er altsa indeholdt i V+, dvs
W < VL. For at vise den omvendte inklusion bemarkes, at den lineare afbildning 1 — T
ved restriktion definerer en linezer afbildning (1 — 7)|V -+ af vektorrummet V- ind i sig selv.
Den er injektiv, idet dens kerne bestér af de vektorer w € V- for hvilke w = Tw. Kernen er
derfor faellesmangden V- NV, som kun indeholder nul-vektoren. Da den linezre afbildning
(1 — T)|V+* er injektiv, er den ogsé surjektiv. Specielt er V- indeholdt i billedrummet for
1-T. i

(2.5) Seetning. Enhver flytning i R" er translationsakvivalent med en flytning x — Ax +c,
hvor vektoren ¢ opfylder, at Ac = c.

Bevis. Betragt en given flytning £, af formen f(x) = Ax + b. Det fremgar af (2.3), at de
med f &kvivalente flytninger har formen,

X+ Ax+b+ Au — u,

for u € R". Det skal altsa vises, at u kan valges saledes, at vektoren ¢ := b + Au — u
opfylder Ac = c¢. Med notationen i Lemma (2.4) (og T := T,) skal det altsa vises, at u kan
vaelges saledes, at b + Au — u tilhgrer V. Hertil skrives b = v+ v’, hvorv e Vogv' € V -+,
Ifglge (2.4) ligger v’ i billedrummet for 1 — T, sa vi kan skrive v/ = u — Au med en vektor
u € R". Herefter ligger b + Au — u = b — v’ = v i underrummet V, som gnsket. a

(2.6) Planens flytninger. Enhver egentlig flytning i planen R? er enten

(1) en translation, eller
(2) en drejning omkring et punkt.

Enhver uegentlig flytning i planen R? er enten

(3) en spejling i en linie, eller
(4) enqglidespejling, dvs en spejling i en linie efterfulgt af en translation i liniens retning.
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Bevis. Enflytning f i planen har nemlig formenx — Ax+b, hvor A € O(2). Ifglge Seetning
(2.5) kan vi, efter en translation af origo, antage, at Ab = b. Betragt farst tilfeeldet, hvor
flytningen er egentlig, dvs A € O"(2). Da er A en drejningsmatrix, dvs af formen A = Dy
i (1.3). Hvis A er enhedsmatrix, sa er f(x) = x + b, dvs f er en translation. Hvis A ikke
er enhedsmatrix, sa er drejningsvinklen 6 ikke et heltalsmultiplum af 277, og nul-vektoren er
den eneste fiksvektor for A. Af Ab = b fglger derfor, at b = 0. Altsder f(x) = Dgx, dvs f
er en drejning med vinklen 6 omkring det valgte origo u.

£,
= A

e

P

u u= fu
Betragt dernaest tilfeeldet, hvor flytningen er uegentlig. Da er A en spejlingsmatrix, dvs
af formen A = Sp i (1.3). Tallet 1 er egenveerdi for A, og det tilhgrende egenrum er 1-
dimensionalt, altsa en linie gennem origo. Matricen A = Sy beskriver da spejlingen i linien,
og f er denne spejling efterfulgt af translation med 5. Da Ab = b, ligger b i egenrummet
hgrende til egenveerdien 1; translationsretningen b er altsa parallel med linien.

Hermed er pastanden bevist. i

Det er lidt en smagssag, om man vil kraeve at en drejning ikke er identiteten (dvs at
drejningsvinklen ikke er et multiplum af 277), og at en glidespejling ikke er en spejling (dvs
at translationen i spejlingsliniens retning ikke er identiteten). Hvis man stiller disse krav (og
det gar vi!), er de fire klasser af flytninger i planen disjunkte.

En raekke kvalitative egenskaber ved planens flytninger fremgar af klassifikationen og
de foregdende overvejelser: En sammensatning af en drejning og en translation er altid
en drejning. En sammensatning af to drejninger (om samme punkt eller om to forskellige
punkter) er en translation, hvis de to drejningsvinkler er modsatte, og ellers en drejning.
En sammensetning af to glidespejlinger (spejlinger medregnet) er en translation, hvis de to
spejlingsakser er parallelle, og ellers en drejning.

Betragt nemlig to flytninger fx = Ax + b 0og gx = Cx + d. Matricen hgrende til den
sammensatte flytning fg er matricen AC. Hvis den ene flytning er en translation og den
anden er en drejning, sa er den ene matrix enhedsmatricen 1 og den anden ligger i O™ (2);
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altsd er AC € O™ (2), s& fg er en drejning. Hvis begge flytninger er drejninger, sa ligger
begge matricer i O (2); altsd er AC € O (2), sa fg er en drejning, med mindre AC = 1.
Det sidste indtraeffer, netop ndr C = A1, alts& netop nér drejningerne f og g har modsatte
drejningsvinkler. Hvis begge flytninger er glidespejlinger, sa ligger begge matricer i O~ (2);
altsder AC € O7(2), s& fg erendrejning, med mindre AC = 1. Det sidste indtreeffer, netop
nér C = A (idet vi har A% = 1 for alle matricer i O~ (2)), altsa netop nér glidespejlingerne f
0g g har parallelle akser.

(2.7) Rummets flytninger. Enhver egentlig flytning i R? er enten

(1) en translation, eller

(2) en drejning omkring en linie, eller

(3) en skruning, dvs en drejning omkring en linie efterfulgt af en translation i liniens
retning.

Enhver uegentlig flytning i R® er enten

(4) en spejling i en plan, eller

(5) endrejespejling, dvs en spejling i en plan efterfulgt af en drejning omkring en linie
vinkelret pa planen, eller

(6) en glidespejling, dvs en spejling i en plan efterfulgt af en translation parallel med
planen.

Bevis. Betragt nemlig en flytning f i E(3). Som for planen kan vi antage, at f har formen
x — Ax+b,hvor Ab = b. Det folger af Setning (1.6), at den ortogonale afbildning x — Ax
i en passende ortonormal basis (e1, e2, ¢) for R beskrives ved en matrix af formen angivet i
(1.6). Vi kan antage, at 0 < # < 2m. Matricens determinant er lig med &, sa flytningen er
egentlig, hvis og kun hvis ¢ = 1.

Antag farst, at f er en egentlig flytning, altsdate = 1. Hvis# = 0, sder A enhedsmatricen,
og f ertranslationen x — x +b. Antag derfor,at® > 0. Afbildningen x — Ax beskriver da
en drejning om linien gennem origo bestemt ved vektoren e. @jensynlig er denne linie netop
egenrummet svarende til egenverdien 1, s betingelsen Ab = b medfarer, at b er proportional
med e. Hvis b = 0, sd er f blot drejningen x — Ax, og hvis b # 0, sd er f sammensat af
drejningen og translation med b, som er en vektor parallel med drejningsaksen.

Antag dernzst, at f er en uegentlig flytning, altsd at e = —1. Betragt forst tilfeeldet 0 = 0.
Her er egenrummet for A hgrende til egenvardien 1 netop planen V udspeaendt af e1 0g e>.
Af Ab = b falger sdledes, at b € V. Hvis b = 0, sd er f(x) = Ax spejlingen i planen V.
Hvis b #£ 0, sa er f sammensat af spejlingen og translation med b, som ligger i planen V. |
dette tilfeelde er f altsa en glidespejling.

Betragt endelig tilfeeldet, hvor 6 # 0. Her er 1 ikke egenveerdi for A. Af Ab = b folger
saledes, at b = 0. Altsder f sammensat af en drejning med vinklen & omkring linien bestemt
ved e og spejlingen i planen vinkelret pa linien. | dette tilfeelde er £ altsa en drejespejling. [

Blandt drejningerne er medregnet halvdrejningen om en linie, der ogsa kan opfattes som
spejlingen i linien. Spejlinger i en linie er altsd egentlige flytninger i R3.

Tilsvarende er blandt drejespejlingerne medregnet halvdrejningen om en linie efterfulgt
af en spejling i en plan vinkelret pa linien. En sadan flytning kan opfattes som en spejling i
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skeeringspunktet mellem linien og planen. Punktspejlinger er af formen x — —x + b. De er
uegentlige flytninger i R3.

(2.8) Lemma. Lad {p1, ..., px} vere en endelig delmangde af R" bestaende af k > 1
forskellige punkter. Enhver flytning f € E(n) vil da afbilde tyngdepunktet for punkterne p;,

pa tyngdepunktet for billedpunkterne f(p;).

Bevis. Hvis f er lineer, altsa af formen f(x) = Ax, felger pastanden umiddelbart af linea-
riteten.
Hvis £ er en translation, altsa af formen f(x) = x + b, falger pastanden af ligningerne,

14 b_1k. 1kb_1k.b
30 o= E(5m) o=t e

l=1 1=

Heraf fglger pastanden i almindelighed, da en flytning f er en sammensetning af en lineaer
afbildning og en translation. a

(2.9) Seetning. For enhver endelig undergruppe G af E(n) gelder, at flytningerne i G har et
feelles fixpunkt.

Bevis. Betragt et vilkarligt punkt p i R”. Da gruppen G er endelig, udger billederne g(p),
for g € G, en endelig mangde af punkter {p1, ..., px}. Det pastas, at tyngdepunktet for
punkterne p; er fixpunkt for alle flytninger i G. Antag, at f € G. Forhvert j harvi p; = g(p)
med g € G, og dermed f(p;) = fg(p). Da G er en gruppe, er fg € G. Billedpunktet
f(pj) er altsd igen et af punkterne p;. Af Lemma (2.8) folger derfor, at tyngdepunktet for
punkterne p; er fixpunkt for f. a

(2.10) Definition. En undergruppe G af E(n) kaldes en punktgruppe, hvis der findes et punkt
u i R", som er fixpunkt for alle flytningerne i G. Hvis G er en punktgruppe, kan vi efter
en translation, dvs ved at vaelge fixpunktet # som nyt origo, antage at alle flytninger i G har
nul-vektoren som fixpunkt. Flytningerne i G er herefter linesre, dvs G er en undergruppe
af den ortogonale gruppe O(n). Punktgrupper af flytninger svarer saledes til undergrupper af
den ortogonale gruppe O(n).

Det folger af Seetning (2.9), at enhver endelig gruppe af flytninger er en punktgruppe.

(2.11) Opgaver.

1. Betragt i planen flytningen sammensat af to drejninger omkring to forskellige punkter. Hvis
de to drejningsvinkler ikke er modsatte, er flytningen igen en drejning; hvordan bestemmes
fixpunktet? Hvis de to drejningsvinkler er modsatte, er flytningen en translation; hvordan
bestemmes translationsvektoren?
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2. Betragt i planen flytningen sammensat af spejlinger i to forskellige linier. Hvis de to
linier ikke er parallelle, er flytningen en drejning; hvordan bestemmes fixpunktet og drej-
ningsvinklen? Hvis de to linier er parallelle, er flytningen en translation; hvordan bestemmes
translationsvektoren?

3. Vis, at enhver flytning i planen kan fas som en sammenszatning af hgjst 3 spejlinger.
4. Vis, at (n + 1) x (n + 1)-matricerne af fglgende form,

[o 1)

hvor A € O(n) og v € R" er en sgjlevektor, udger en undergruppe af GL,,+1(R). Vis, at
denne undergruppe er isomorf med E(n).

5. Antag, at en begrenset, ikke-tom delmeaéngde K C R” er invariant under flytningen 7.
Vis, at T har et fixpunkt. [Vink: Efter en translation af origo kan 7 kan skrives pa formen
T(x) = Ax + ¢, hvor Ac = ¢. Udnyt, at der s& galder T*(x) = A¥x + k¢, og lad k — oo
forx € K.]

6. Betragt en gruppe G C E(2) af plane flytninger. Antag, at hver flytning ¢ € G har
et fixpunkt. Vis, at G er en punktgruppe, altsa at flytningerne i G har et falles fixpunkt.
[Vink: Afantagelsen falger, at G ikke kan indeholde translationer eller glidespejlinger. Den
sammensatte af to spejlinger er en translation eller en drejning. Derfor kan det antages, at G
indeholder en drejning g, lad os sige med vinklen 6 omkring drejningscentret p. Betragt en
vilkarlig flytning /2 i G. Det skal vises, at 2(p) = p. Antag farst, at i er egentlig, og altsa en
drejning. S& er hgh~1g~1 en translation og derfor lig med identiteten. Altsé er hgh ! = g.
P& den anden side er hgh— en drejning omkring #(p) med vinklen 8. Af hgh—1 = g falger,
at de to drejningscentre er ens: h(p) = p. Antag i stedet, at i er uegentlig, og altsa en
spejling. S falger det tilsvarende, at hgh~ = g~1, og igen bliver de to drejningscentre ens:
h(p) = p]

7. Betragt i rummet to drejninger d1 0og d2 omkring forskellige akser /1 0g l2, 0g lad d = d1d>
veere den sammensatte flytning. Vis, at hvis de to akser /1 og I skerer hinanden i et punkt,
sa er d en drejning omkring en akse gennem dette punkt og ikke planen bestemt ved /; og /.
Vis, at hvis [1 og I, er parallelle, sé er d en drejning omkring en tredie akse parallel med /1 og
I. Vis, at hvis [y og I, er vindskaeve (dvs ikke ligger i samme plan), sa er d en skruning. [Vink
til det tredie tilfeelde: Betragt et punkt p pa l,. Daer do(p) = p, og altsa d(p) = d1(p).
Hvis d var en drejning, lad os sige med akse /, ville [ ligge pa midtnormalen for p d(p), og
altsd pa midtnormalen for p d1(p). Denne midtnormal indeholder aksen /1; altsa vil / og /1
ligge i samme plan, men s& er ligningen d> = di~'d i modstrid med de to farst behandlede
tilfeelde.]

8. *Betragt en gruppe G C E(3) af flytninger i rummet. Antag, at hver flytning ¢ € G har et
fixpunkt. Vis, at G er en punktgruppe, altsa at flytningerne i G har et flles fixpunkt. [Vink:
Af antagelsen falger, at G ikke kan indeholde translationer, skruninger eller glidespejlinger.
Betragt akserne for drejningerne i G. Udeluk (ud fra det plane tilfeelde), at der kan veere to
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parallelle akser. Udeluk, at der kan veere to vindskaeve akser. Slut sa farst, at akserne skerer
hinanden to og to, og dernast at de skaerer hinanden i samme punkt.

Hvis der er (dreje)spejlinger & € G, udnyttes blot, at hvis p er felles fixpunkt for alle
drejninger i G, sa har h(p) den samme egenskab.]
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3. Symmetrier.

(3.1) Definition. De vigtigste flytningsgrupper i R” er de sakaldte symmetrigrupper. Betragt
en ikke-tom delmangde K € R”. Ved en symmetri af K forstas en flytning f € E(n) som
opfylder, at f(K) = K. Det er klart, at symmetrierne af K udger en undergruppe E(K) af
E(n) og at de egentlige symmetrier af K, dvs de symmetrier af K som er egentlige flytninger,
udger en undergruppe E™(K) af E™ (n).

(3.2) Observation. Antag, at delmangden K er endelig. En symmetri af K er specielt en
permutation af punkterne i K. Af Lemma (2.8) fglger derfor, at alle symmetrier af K vil have
tyngdepunktet for K som fixpunkt. Specielt er symmetrigruppen E(K) altsa en punktgruppe.
Efter en translation af origo kan det antages, at det felles fixpunkt er nulpunktet i R”. Efter
denne antagelse er alle symmetrier af K altsa linexre, dvs af formen x — Ax med en
ortogonal matrix A. Symmetrigruppen E(K) kan derfor opfattes som en undergruppe i den
ortogonale gruppe O(n).

Antag yderligere, at K ikke er indeholdt i noget &gte underrum af vektorrummet R”. Da
er symmetrigruppen E(K) endelig. Ifglge antagelsen findes nemlig blandt vektorerne i K
en basis (e1, ..., e,) for R”. Enhver linear afbildning f: R" — R" er sa helt bestemt ved
billedvektorerne fe1, ..., fe,. Hvis f eren symmetri af K, ligger disse billedvektorer igen
i K. Der er derfor kun endelig mange mulige billedvektorer, og specielt kun endelig mange
symmetrier. Af argumentet falger i gvrigt, at tallet |K|" er en gvre graense for ordenen af
symmetrigruppen E(K).

(3.3) Eksempel. Betragt for k > 3 en regular k-kant i R?, jfr Eksempel (1.4). Mangden
K af hjgrner bestar af de k vektorer e; = D/e for j = 0,1,...,k — 1, der kan fas ved at
dreje en given enhedsvektor ¢ med en vinkel, der er et multiplum af 27/ k. Tyngdepunktet
for hjgrnerne er nul-vektoren, s symmetrierne af K er lineere. Symmetrigruppen E(K) er
altsd en undergruppe i O(2). De to vektorer eg 0g e1 er en basis for R2. En symmetri f af
K er saledes bestemt ved de to billeder feq 0og fei. Mulighederne for feq er de k vektorer
ej for j =0,....,k—1,0g hvis feg = ¢;, sa ma fey veare en af de to vektorer i K, der
ligger neermest ved e;. Der er saledes hgjst k - 2 symmetrier af K. Pa den anden side er det
klart, at de 2k matricer D/ og D/ S, jfr (1.4), definerer symmetrier af K. Symmetrigruppen
E(K) er altsd diedergruppen Di. Gruppen E*(K) af egentlige symmetrier er den cykliske
undergruppe Cx.

Beskrivelsen af symmetrigruppen gelder gjensynlig ogsa for k = 2, hvor K = {ze}.
Tilfeeldet £k = 1 kraever en serlig definition. Her defineres diedergruppen D1 som den
(cykliske) undergruppe af orden 2, der frembringes af spejlingen S. Bemark, at D1 ikke er
symmetrigruppen for {e}.

(3.4) Hexaedergruppen. Lad (e1, e2, e3) veere den kanoniske basis for R3. De seks vektorer
i maengden K = {+e1, tea, +e3} kan opfattes som midtpunkterne af siderne i et hexaeder
(terning) H. Hexaederets hjarner er de 8 vektorer af formen +e; 4 e> 4+ e3. Det er Klart,
at symmetrigruppen for hexaederet er symmetrigruppen for maengden K af sidemidtpunk-
terne. Tyngdepunktet for disse midtpunkter er nul-vektoren, s symmetrierne af hexaederet
er lineere. Symmetrigruppen E(H) er altsd en undergruppe af O(3).
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Vektorerne eq, e, e3 er en basis for R3, s& en symmetri f af K er helt bestemt ved
billederne fe1, fey, fes. Billedvektoren fe; kan veere en vilkarlig af de 6 vektorer i K.
Billedvektoren fe, skal vaere ortogonal pa fez, sa for hvert valg af fe; er der 4 muligheder
for fep. Tilsvarende er der for hvert valg af fe; 0g feo praecis 2 muligheder for fes. Der er
saledes hgjst 6-4-2 = 48 mulige valg af fe1, feo, fes. Paden anden side gaelder for hvert af
demuligevalg, at (fe1, fe2, fes) erenortonormal basis for R3, og dermed er den tilsvarende
linezere afbildning f ortogonal. Symmetrigruppen E(K) = E(H) har derfor orden 48. Det
er Klart, at der blandt de 48 flytninger ogsa findes spejlinger. Gruppen E*(H) bestaende af
egentlige symmetrier af H har derfor orden 24. Det er den sidste gruppe, der normalt kaldes
Hexaedergruppen. Den betegnes H. Flytningerne i Hexaedergruppen er drejninger om akser
gennem nulpunktet.

—e1+ez+e3

04’62\
o E\

Det er let at identificere akserne for drejningerne i Hexaedergruppen. Koordinatakserne er
de 3 fladeakser (dvs linier gennem origo og midtpunktet af en side); det er klart, at drejningerne
pa /2, m og —m /2 omkring en af disse akser er symmetrier af hexaederet.

\J7

I

.
\7

Videre er der 6 kantakser (dvs linier gennem origo og midtpunktet af en kant); det er klart,

at halvdrejningen (dvs drejningen med vinklen i) omkring en af disse akser er en symmetri af

hexaederet. Endelig er der 4 hjgrneakser (dvs linier gennem origo og et hjgrne); det er klart,
at drejningerne pa 27 /3 og —27 /3 omkring en af disse akser er symmetrier af hexaederet.
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Der er 3 fladeakser, 6 kantakser, og 4 hjgrneakser. Af drejninger om disse akser er der
saledes bestemt i alt
3-3+6-1+4.-2=23.

@ijensynlig er sa identiteten den sidste symmetri i Hexaedergruppen.

3

(3.5). Enhver symmetri af hexaederet permuterer de 4 hjgrneakser. Herved fas en homomorfi
fra Hexaedergruppen til gruppen af permutationer af de 4 hjgrneakser, dvs til den symmetriske
gruppe S4. Det er nemt at se, at enhver transposition af hjgrneakserne kan opnas ved en
halvdrejning omkring en kantakse. Da S4 er frembragt af transpositionerne, fglger det, at
homomorfien er surjektiv. Da begge grupper har orden 24, er homomorfien en isomorfi.
Hexaedergruppen er altsd isomorf med den symmetriske gruppe Sa.

akse drejningsvinkel antal  type

f +7/2 3.2 4l
k T 6-1 1221
h +27/3 4.2 113t
f T 3.1 22
identiteten 1 14

| tabellen herover er angivet cykeltypen af de permutationer i Sy, der svarer til drejnin-
gerne i Hexaedergruppen. Bogstaverne h, k, og f refererer til hjgrneakser, kantakser og
(side)fladeakser. Fx svarer drejningen pa 27 /3 omkring hjgrneaksen med nummeret 2, ori-
enteret ved vektoren —eq + e2 + e3, til 3-cyklen (14 3). Permutationen er et produkt af en
1-cykel og en 3-cykel, altsd af type 1131,

(3.6). Enhver symmetri af hexaederet permuterer de 3 fladeakser. Herved fas en homomorfi fra
Hexaedergruppen til gruppen af permutationer af de 3 akser, dvs til den symmetriske gruppe
S3. Det er nemt at se, at enhver transposition af fladeakserne kan opnas ved en halvdrejning
omkring en kantakse. Da Sz er frembragt af transpositioner, fglger det, at homomorfien er
surjektiv. Homomorfiens kerne kaldes Klein’s Vierer-gruppe, og den betegnes V. Den har
orden 24/6 = 4 ifelge Isomorfisetningen. Der er 3 halvdrejninger omkring en fladeakse, og
disse halvdrejninger ligger gjensynlig i kernen. Det falger, at Klein’s Vierer-gruppe bestar
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af identiteten og de tre halvdrejninger. Symmetrierne i V svarer til de to nederste raekker i
tabellen i (3.5).

(3.7). Hexaederets 8 hjgrner kan deles i to lige store delmaengder, som udgegr hjgrnerne i to
regulaere tetraedre A og A’.

De fire hjarner i tetraederet A fas ud fra et enkelt hjerne i A ved at anvende drejningerne i
Klein’s Vierer-gruppe V. De 6 kanter i A er diagonaler i hexaederets sideflader. Hjgrnerne i
A’ har formen —v, hvor v € A.

Enhver symmetri af hexaederet permuterer mangden {A, A’} bestdende af de to tetraedre.
Herved fas en homomorfi fra gruppen E(H) til gruppen af permutationer af de to tetraedre,
dvs til den cykliske gruppe S, = C, af orden 2. Kernen for denne homomorfi bestar af
symmetrier f, som opfylder f(A) = A. Homomorfien er gjensynlig surjektiv, sa ifglge
Isomorfisaetningen er kernen en normal undergruppe af index 2 i E(H). Specielt er kernen
en gruppe af orden 24.

Ved restriktion fas en homomorfi fra Hexaedergruppen E™ (H) til C,. Ogsa restriktionen
er surjektiv, idet fx en drejning med vinklen /2 om en koordinatakse farer A over i A’.
Kernen for restriktionen er altsa en normal undergruppe af orden 12 i Hexaedergruppen. Det
er nemt at se, at de 12 symmetrier af hexaederet, der svarer til de 3 nederste raekker i tabellen i
(3.5), ligger i kernen, sa de udger derfor kernen. Under isomorfien mellem Hexaedergruppen
0g S4 svarer denne kerne til den alternerende gruppe A4.

(3.8) Tetraedergruppen. Betragt de 4 hjgrner i delmangden A beskrevet i (3.7). De udger
hjgrnerne i et regulert tetraeder. Hjgrnernes tyngdepunkt er gjensynlig nul-vektoren, sa
symmetrierne af A er linezere. Vilkarligt valgte 3 vektorer d1, d, d3 ud af de fire vektorer i A
udgaer en basis for R®. Ensymmetri f af A er derfor bestemt ved sine billeder fd1, fdo, fds.
Billedet fd; kan vere en vilkarlig af de fire vektorer i A, billedet fd, skal vere forskelligt
fra fdy og billedet fd3 skal vare forskelligt fra fd1 og fd>. Der er derfor hgjst 4-3-2 = 24
forskellige symmetrier af A. Pa den anden side har vi i (3.7) bestemt en undergruppe af
isometrier f af H, som opfylder f(A) = A. Denne undergruppe, af orden 24, ma derfor
vaere symmetrigruppen for tetraederet A.

Symmetrierne af A er specielt permutationer af hjernerne i A. Der er 4 hjgrner og 24
symmetrier. Heraf ses, at den fulde symmetrigruppe E(A) for tetraederet er isomorf med den
symmetriske gruppe Sy.
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Blandt de 24 symmetrier af A findes spejlinger. Gruppen E*(A) bestaende af egentlige
symmetrier af A har derfor orden 12. Det er den sidste gruppe, der normalt kaldes Tetra-
edergruppen; den betegnes T. Den er en undergruppe af index 2 i gruppen E(A), og E(A)
er isomorf med S4. Tetraedergruppen er derfor isomorf med den alternerende gruppe Ag. |
(3.7) har vi identificeret Tetraedergruppen med en undergruppe i Hexaedergruppen, nemlig
med undergruppen svarende til de 12 symmetrier angivet i de tre nederste raekker i tabellen i
(3.5).

(3.9) Oktaedergruppen. Betragt maengden K = {+e1, e2, *e3}, beskrevet i (3.4). De
6 vektorer i K udger midtpunkterne af hexaederets seks sideflader. De kan opfattes som
hjgrnerne i et reguleert oktaeder.

I (3.4) har vi identificeret gruppen af symmetrier af hexaederet med symmetrigruppen E(K).
Hexaederet og det indskrevne oktaeder har altsa de samme symmetrier. Specielt kan Hexa-
edergruppen identificeres med gruppen af egentlige symmetrier af oktaederet. Den kaldes
derfor ogsa Oktaedergruppen, og den betegnes bade O og H.

(3.10) Ikosaedergruppen og Dodekaedergruppen. De beskrevne rumlige figurer, tetrae-
deret, hexaederet og oktaederet, er sdkaldte regulaere polyedre. Tetraederet er en 4-side og de
fire sideflader er reguleere 3-kanter. Hexaederet er en 6-side, og de seks sideflader er reguleere
4-kanter, dvs kvadrater. Oktaederet er en 8-side, og de otte sideflader er reguleere 3-kanter.

Der findes yderligere to regulaere polyedre i rummet, nemlig ikosaederet og dodekaederet.
Ikosaederet er en 20-side, og de tyve sideflader er reguleere 3-kanter. Dodekaederet er en 12-
side, og de tolv sideflader er reguleere 5-kanter. Man kan vise, at ikosaederet og dodekaederet
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har den samme gruppe af symmetrier. Undergruppen af egentlige symmetrier, der kan kaldes
Ikosaedergruppen eller Dodekaedergruppen, er isomorf med den alternerende gruppe As af
orden 60. Den betegnes ofte I.

Endelig skal det naevnes, at en (plan) reguler k-kant i rummet kan opfattes som et dieder,
en 2-side. Diederet har to (sammenfaldende) sider, der er regulere k-kanter. De plane
symmetrier af k-kanten er dels drejninger, der kan opfattes som drejninger i rummet om en
akse vinkelret pa k-kanten, dels spejlinger, der kan opfattes som halvdrejninger i rummet.
Diedergruppen Dy kan altsa opfattes som gruppen af egentlige (rumlige) symmetrier af et
dieder, hvis side er en reguler k-kant.

(3.11) Opgaver.

1. Bestem symmetrigruppen for et skakbraet.

2. Bestem symmetrigruppen for en (uendelig) jernstang med gevind.

3. Bestem symmetrigruppen for kugleskallen. Bestem symmetrigruppen for en ellipsoide.
4. Bestem symmetrigruppen for en valngd og for en hasselngd.

5. Bestem symmetrigruppen for et rektangel. Og for en rektanguler kasse.

6. Bestem symmetrigruppen for en (uendelig) cirkulaer cylinder.

7. *Bestem symmetrigruppen for dodekaederet.

8

Betragt i R? en endelig punktmangde K, som ikke er indeholdt i en linie. Vis, at
symmetrigruppen E(K) er endelig.

9. For enhver begreenset, ikke-tom delmangde K af R” geelder, at symmetrigruppen E(K)
er en punktgruppe. Vis denne pastand for n = 2 og n = 3. [Vink: se tidligere opgaver om
punktgrupper.]
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4. Punktgrupper og translationsgrupper.

(4.1) Definition. Undergrupper i den euklidiske transformationsgruppe E(n) kaldes ogsa
flytningsgrupper. Lad G vere en flytningsgruppe. Ved punktgruppen for G forstas billedet
af G ved homomorfien f — f defineret i (2.2). Punktgruppen, der seedvanligvis betegnes
G, er saledes en undergruppe i den ortogonale gruppe O(n). Den bestar af de ortogonale
matricer, der hgrer til flytningerne i G. En matrix A € O(n) ligger altsa i punktgruppen G,
hvis og kun hvis der i G findes en flytning af formen x — Ax + b med en passende vektor b.

Ved translationsgruppen for G forstas undergruppen T := G N T (n) bestaende af de
translationer, der tilhgrer G. Via isomorfien mellem T(n) og R” opfattes translationsgruppen
T¢ altid som en (additiv) undergruppe i R”. En vektor u € R" tilhgrer altsa translations-
gruppen T, hvis og kun hvis translationen ¢, tilhgrer G.

Det skal understreges, at translationsgruppen T ¢ er en undergruppe af G, hvorimod punkt-
gruppen G snarere skal opfattes som en kvotientgruppe af G. Ifglge konstruktionen er af-
bildningen f — f nemlig en surjektiv homomorfi G — G, og kernen er netop translations-
gruppen T. Det folger derfor af Isomorfiseetningen, at T er en normal undergruppe af G
og at G er isomorf med kvotientgruppen G/ Tg.

(4.2) Eksempel. | (2.10) har vi defineret, at en flytningsgruppe G er en punktgruppe, hvis
flytningerne i G har et falles fixpunkt. Det er klart, at sddan gruppe er lig med sin egen
punktgruppe i den forstand, at homomorfien f — f er enisomorfi G — G.

| almindelighed er homomorfien G — G en isomorfi, netop nar translationsgruppen T
kun bestar af nul-vektoren (svarende til translation med 0, som er den identiske afbildning).

Betragt for eksempel den cykliske undergruppe G = (g) i E(3) frembragt af en skruning
g med en drejningsvinkel, der er et irrationalt multiplum af 27r. Irrationaliteten sikrer, at alle
potenser g/ med i ## 0 er skruninger. Specielt er translationsgruppen T triviel, og G er alts
,lig med* sin punktgruppe G. Men G er ikke selv en punktgruppe, idet identiteten er den
eneste flytning i G, der har fixpunkter.

(4.3) Observation. Lad G veere en flytningsgruppe i E(n). Da er, som navnt i (4.1), trans-
lationsgruppen T en normal undergruppe i G. Der geelder med andre ord, at hvis ¢, er en
translation i G og f er en vilkarlig flytning i G, sé er ogsé f1, f~* en translation i G. Antag,
at f(x) = Ax + b, hvor A er matricen hgrende til /. Daer

Frof 1) = A(A ™ — AT 4 0) 4+ b = x + Av = 14, (x). (4.3.1)

Flytningen ftvf__l er altsa translationen ¢4,,.. Det ses derfor, at hvis A er en ortogonal matrix
i punktgruppen G og v er en vektor i translationsgruppen T g, sa vil vektoren Av igen tilhgre
translationsgruppen T.

(4.4). Det er nzerliggende at sparge, for en given (additiv) undergruppe L af R” og en given
undergruppe H af O(n), om der findes flytningsgrupper G séledes, at T¢c = L og G = H.
Det fremgar af udregningen i (4.3), at falgende betingelse er en ngdvendig betingelse for
eksistensen af G:

(t) Hvisv e Log A € H,sder Av € L.
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Betingelsen er ogsa tilstraeekkelig. Antag nemlig, at betingelsen (f) er opfyldt. Betragt i
E(n) delmangden G bestaende af alle flytninger g af formen,

g=1,Ty forvelL, AcH. *)

Af udregningen i (4.3.1) fremgar, at nar A er matricen hgrende til en flytning f og v er en
vektor i R", sd er ft, = ta, f. Hvis h = t,Tp er endnu en flytning af formen (*), far vi
derfor

gh =t,TatyTp = tytauTaTp = tyy auTaB-

Det falger af (1), at vektoren v + Au tilherer undergruppen L, og produktet AB tilhgrer
undergruppen H. Altsa har produktet gh formen (*). Delmangden G er derfor en stabil
delmangde af E(n). Den identiske afbildning har formen (*) med v := 00g A := 1. Endelig
ses, nar g har formen (*), at

g_l = (IUTA)_]' = TA—ll_U = t_A—lvTA—l.

Den inverse g1 har derfor igen formen (*). Heraf fglger, atdelmangden G er en undergruppe
i E(n). Deterklart,at T¢ = L og G = H. Hermed er vist, at betingelsen (1) er tilstraekkelig.

(4.5) Definition. Lad der veere givet en flytningsgruppe G i R". For ethvert punkt p € R”
defineres isotropigruppen for p som undergruppen G ,, bestaende af de flytninger g i G, der har
p som fixpunkt, dvs opfylder g(p) = p. Ved homomorfien f — £ afbildes isotropigruppen
G, injektivtind i G. Hertil er det nemlig nok at bemarke, at en flytning f, som opfylder
f = 1, er en translation, og hvis en sadan har et fixpunkt p, ma det veere den identiske
afbildning.

Flytningsgruppen G kalder vi (med et sprogligt misfoster) split, hvis der findes et punkt p
i R” séledes, at isotropigruppen G , afbildes surjektivt (og dermed isomorft) pa punktgruppen
G. Hvis G er split, bestdr G af alle flytninger g, der er produkter,

g =t,h, hvoru e T h € G.

Da G er split, findes nemlig for hver flytning ¢ € G en flytning 1 € G, séledes, at h = g.
Flytningen gh~—? ligger s& i kernen for homomorfien f — f, og den er derfor en translation
t,. Dat, = gh~Ltilhgrer G, har vi altsd u € T¢. Djensynlig er g = 1,h.

For gruppen G i (4.4), konstrueret ud fra givne undergrupper L af R” og H af O(n) under
forudseetning af betingelsen (4.4)(t), har vi gjensynlig, at isotropigruppen G , for nul-vektoren
bestar af de ortogonale afbildninger T4 for A € H. Gruppen er altsa split. Omvendt fremgar
det af analysen ovenfor, at enhver flytningsgruppe, der er split, efter en passende translation
af origo er af formen konstrueret i (4.4).

(4.6) Eksempel. Det er nemt at angive en flytningsgruppe, som ikke er split. For eksempel
er en flytningsgruppe G med T = {0} split, netop nar G er en punktgruppe. Specielt er
undergruppen G af E(3) fra Eksempel (4.2) ikke split, da identiteten er den eneste flytning i
G, der har et fixpunkt.
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Som endnu et eksempel betragtes en glidespejling ¢ = 7,s 1 planen, sammensat af en
spejling s i en linie gennem origo efterfulgt af en translation med forskydning « £ 0 i liniens
retning. Lad G := (g) veere den cykliske undergruppe frembragt af g i E(2). @jensynlig er
t,s = st,. Heraf fglger let, at

! tiws hvisi erulige,
g8 = . ]
tiw hvisi er lige.

Potensen g’ er altsd en translation, hvis og kun hvis eksponenten i er lige. Translationsunder-
gruppen T er derfor den cykliske undergruppe frembragt af translationen med forskydning
2u, og punktgruppen G er den cykliske undergruppe (af orden 2) i O(2) frembragt af s. Djen-
synlig er den identiske afbildning den eneste flytning i G, der har fixpunkter. Specielt er G
ikke split.
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5. Tapetgrupper.

(5.1) Definition. En (additiv) undergruppe L i R” kaldes et gitter eller et lattice, hvis der
findes en basis (e1, ..., e,) for vektorrummet R” saledes, at vektorerne i L netop er de
vektorer, der har heltalskoordinater med hensyn til basen, dvs

L ={x1e1+ - -+ xpe, | x1,...,x, € Z}.

Basen (e, ..., e,;) siges 0gsa at vaere en basis for gitteret. Et gitter i R” for n > 1 har altid
uendelig mange baser. Bemark, at det ikke antages, at baserne er ortonormale.

(5.2) Lemma. Lad L veere et gitter i R". Da vil enhver begraenset delmaengde K af R" kun
indeholde endelig mange vektorer fra L.

Bevis. Lad (e1, ..., e,) vere en basis for gitteret L. Der findes da en positiv konstant ¢
saledes, at der for alle x = (x1, ..., x,) € R" geelder uligheden,

2 2 2 *

c(xi+ -+ x;) < llxrer + - -+ xpen°. *)

Hagjresiden i uligheden, som funktionaf x € R”, er nemlig kontinuert. Den er positiv, nar x #
0, idet vektorerne e; er linezrt uafhangige. Specielt er hgjresiden positiv pa enhedskuglen
i R”. Da enhedskuglen er begreenset og afsluttet, antager hgjresiden, som funktion defineret
pa enhedskuglen, sin mindsteverdi. Lad ¢ veaere denne mindsteverdi. Da er hgjresiden starre
end eller lig med ¢, nar x ligger pa enhedskuglen. Med andre ord geelder uligheden (*), nar x
er en enhedsvektor. En vektor forskellig fra nul-vektoren kan normeres til en enhedsvektor.
Heraf fglger let, at uligheden (*) geelder for alle x # 0. Og trivielt geelder den, nar x = 0.
Antag nu, at K < R” er begraenset, fx med ||v||2 < C for alle v € K, med en positiv
konstant C. Lad v = x1e1 +- - -+ x, e, Veereen vektori LN K. Dav € L, er koefficienterne
x; hele tal, og da v € K, falger det af (*), at c(xf +- 4+ x,f) < C. Dette er gjensynlig kun
muligt for endelig mange x1, ..., x,. Altsd er L N K en endelig mangde af vektorer. a

(5.3) Observation. Af Lemma (5.2) falger specielt, at der blandt vektorerne i et gitter L
findes en vektor af mindst mulig positiv norm. Denne mindste positive norm er samtidig den
mindste afstand mellem to forskellige vektorer i L. Afstanden mellem « og v er jo normen
afu —v,oghvisu,ve L, sderogsau —vilL.

(5.4) Definition. En flytningsgruppe G C E(n) vil vi kalde en krystallografisk gruppe, hvis
translationsgruppen T for G er et gitter.

Antag, at et gitter L er translationsgruppen for en krystallografisk gruppe G. Lad H = G
vaere punktgruppen for G. Som vi har set i (4.4) geelder der s4, at gitteret L er invariant under
gruppen H i fglgende forstand:

(fY)AeH, velL = Avel.

Denne betingelse, der kaldes den krystallografiske betingelse, medfarer restriktioner pa hvilke
par H, L, betdende af en undergruppe H og et gitter L, der kan vare af formen G, T for en
krystallografisk gruppe G.
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(5.5) Seetning. Punktgruppen G for en krystallografisk gruppe er endelig.

Bevis. Lad (e1, ..., e,) vaere en basis for gitteret Tg. Af Lemma (5.2) falger specielt, at
for hvert i findes der i T kun endelig mange vektorer af samme norm som ¢;. Betragt nu
en matrix A i punktgruppen G. Af den krystallografiske betingelse falger, at Ae; tilhgrer
Tg. Som linezr afbildning er x — Ax helt bestemt ved sine veardier Ae; pa basisvektorerne.
Yderligere er x — Ax enisometri, sd Ae; har specielt samme norm som e;. Der er derfor kun
endelig mange muligheder for billederne Ae;. Altsa er der kun endelig mange muligheder
for matricen A. Punktgruppen G er derfor endelig. a

(5.6) Definition. Krystallografiske grupper i rummet R3 kaldes ogsa rumgrupper. De svarer
til symmetrigrupper for uendelige krystalstrukturer, og klassifikationen af dem svarer til klas-
sifikation af krystaller. Vi vil i det falgende kun betragte forholdene i planen R?. Her kaldes
en krystallografisk gruppe ogsa en tapetgruppe. For en sadan er translationsundergruppen
altsd et plant gitter, dvs en additiv undergruppe L € R? frembragt af 2 linert uafhangige
vektorer e, e,

L = {x1e1 + x2e2 | x1,x2 € Z}.

Et givet gitter har altid uendelig mange baser. For eksempel gelder, at hvis (e1, e2) er en
basis, sa er 0gsa (e1, e» + mey) en basis for alle m € Z. Vi har nemlig

x1e1 + xoe2 = (x1 — mx2)e1 + x2(e2 + mey),

0g her er x1 0g x> hele tal, hvis og kun hvis x1 — mx» 0g x> er hele tal.

o
s

Det skal understreges, at linierne pa figuren ikke er en del af gitteret. Det er liniernes skee-
ringspunkter, der udgar gitteret.

Et plant gitter kaldes rombisk, hhv rektangulaert, hhv kvadratisk, hhv hexagonalt, hvis
det har en basis (e1, e2), hvor vektorerne e; 0g e> opfylder, at de har samme norm, hhv er
ortogonale, hhv har samme norm og er ortogonale, hhv har samme norm og har en indbyrdes
vinkel pa /3.

Bemark, at gitteret pa figuren ovenfor faktisk er et kvadratisk gitter: vektorene e; og
e2 — e1 er ortogonale og af samme langde, og de er ogsa en basis.
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Et kvadratisk gitter er bade rektangulaert og rombisk, et hexagonalt gitter er ogsa rombisk.
e ”
e1

e
€1

/5
i

(5.7) Seetning. Punktgruppen G for en tapetgruppe G mé veare en af grupperne Cy. eller
Dy fork = 1,2, 3, 4, 6. Hvis punktgruppen er Cy eller C, kan gitteret T veere vilkarligt.
Hvis punktgruppen er D1 eller D, ma gitteret T vaere rombisk eller rektangulaert. Hvis
punktgruppen er Cy4 eller D4 ma gitteret T veere kvadratisk. Hvis punktgruppen er C3, D3,
Ce eller Dg, ma gitteret T vaere hexagonalt.

Bevis. Punktgruppen G er en undergruppe i O(2). Af Setning (5.5) falger, at G er endelig. Af
Lemma (1.5) falger derfor, at G er enten den cykliske undergruppe Cy eller en diedergruppe
Dy, for passende k. Det skal farst vises, at k < 6 og at k = 5 er udelukket.

Velg e # 0 blandt vektorerne i T med mindst mulig positiv norm. Drejningen D med
vinklen 27/ k tilngrer G. Af Observation (4.3) falger derfor for hver vektor v € Tg, at vi
har Dv € T og dermed ogsa Dv — v € T. ldet vi antager k > 3, er vektorerne 0, e og
De hjgrnerne i en trekant. Den er ligebenet, idet to sider har leengden |le|| = || De||. Den
tredie side har leengden ||De — e||, 0g De — e tilhgrer gitteret. Valget af e sikrer derfor, at
den tredie sides l&engde mindst er lig med leengden af de to andre. Heraf falger, at topvinklen
27/ k mindst er /3. Altsa er k < 6.

For at udelukke k = 5 betragter vi vektoren D?e + ¢. Den er proportional med De, og nar
k = 5 er den af mindre leengde. Men da D?¢ + ¢ € T 0g || De|| = |||, er dette i modstrid
med valget af e.

Hermed er det vist, at punktgruppen er en af de 10 angivne grupper. En del af argumenterne
for de resterende pastande samler vi i et hjaelperesultat om gitre L € R?:

Lemma. (1) Antag, at der i L er to vektorer e, f, der begge har den mindste positive norm,
med f # te. Daer (e, ) en basis for L.
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(2) Antag, at L er invariant under en linezr spejling v — Sv. Da har L enten (i) en basis
af formen (e, Se), eller (ii) en basis af formen (e, f), hvore, f er ortogonale, og Se = e.

Bevis. (1) Af antagelsen fglger specielt, at e, f ikke kan vere proportionale, sa det skal vises,
at en vilkarlig vektor u € L kan skrives som en linearkombination,

u=»xre—+ uf, *)

med heltalskoefficienter A, w. Hertil bemerkes, at da (e, f) er en basis for vektorrummet
R?, har u en fremstilling (*), hvor A, . er reelle tal. Subtraheres fra u en passende heltals-
linearkombination af e, £, kan vi opna en ny vektor u € L saledes, at der i fremstillingen
(*) geelder, at 0 < A <1090 < u < 1. Deter nok at vise, atu = 0, altsdat A, = u = 0.
De antagne uligheder for A, u medferer, at « ligger i romben med hjgrnerne 0, e, f,e + f.
Afstanden fra u til det neermeste af rombens 4 hjarner er derfor hgjst sideleengden divideret
med +/2; specielt er afstanden strengt mindre end sideleengden |le||. P& den anden side er
afstanden normen af differensvektoren, og det er normen af en vektor i gitteret. Valget af e
sikrer derfor, at afstanden ma veere 0, altsa at u er et af de fire hjgrner. Ulighederne for A, u
sikrer nu, at u = 0, som gnsket. Hermed er (1) bevist.

For at bevise (2) veelger vi en vektor e # 0 i L af mindst mulig positiv norm. Det er let at
se, at e kan suppleres med en vektor f € L til en basis (e, f). Hvis Se # +e, sa folger det i
gvrigt af (1), at (e, Se) er en sadan basis. Altsa indtraeffer mulighed (i).

Antag derfor, at Se = e, og farst, at Se = e. Vektoren e bestemmer sa aksen for
spejlingen S. Vektoren f + Sf ligger pa aksen, og i gitteret. Altsd er f + Sf = Ae med
A € Z. Erstattes f med f — e, @ndres A til A — 2. Derfor kan vi antage, at A = 0, 1.
Hvis A = 0,sder Sf = — f, og sa er f vinkelret pa e, og gitteret er rektangulert; specielt
indtreeffer (ii). Hvis A = 1, sder Sf + f = e, 0g sa er ogsa (f, Sf) en basis for gitteret;
specielt indtreffer (i) (med e := f).

Hvis Se = —e, sa er e vinkelret pa spejlingsaksen. Det falger nu tilsvarende farst, at
f — Sf = remed A € Z, og dernast, at vi kan antage A = 0, 1. Hvis A =0, sd er f = Sf,
og derfor indtreeffer (i) (med (e, f) := (f, e)). Hvis A = 1, sd er ogsa ( f, Sf) en basis, og
derfor indtreeffer (i) (med e := f).

Hermed er hjeelperesultaterne bevist. a

Nu fglger pastandene i Seetningen: Hvis G indeholder en drejningsmatrix D med vinklen
2 /k og k > 3, kan (1) anvendes, idet e vaelges som en vektor i T med den mindste positive
norm, og f := De. Det folger, for k = 3, 6, at gitteret er hexagonalt, og for k = 4, at det er
kvadratisk. Hvis G indeholder en spejlingsmatrix S, sa fglger det af (2), at gitteret ma veere
rombisk eller rektanguleert. Hermed er seetningen bevist. a

(5.8). Swtning (5.7) udsiger, at der hgjst er 10 undergrupper H af O(2), der kan forekomme
som punktgruppe G for en tapetgruppe G, og mere precist, at der hgjst er fglgende 12
muligheder for kombinationer H, L, der kan forekomme som G, T for en tapetgruppe G:

Cy, vilkarligt Co, vilkarligt Cs, hexagonalt C4, kvadratisk
Cs, hexagonalt
D1, rektanguleert D1, rombisk D», rektanguleert D5, rombisk

D3, hexagonalt D4, kvadratisk Ds, hexagonalt
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For hver af de 12 kombinationer H, L kan gitteret af den anfgrte form valges saledes, at
den krystallografiske betingelse er opfyldt, dvs saledes, at L er invariant under gruppen H.
Gruppen Cy bestar kun af identiteten, sa ethvert gitter er invariant under C;. Gruppen C,
bestar af identiteten og halvdrejningen v — —wv. Ethvert gitter er derfor ogsa invariant under
C,. Gruppen Cy4 er frembragt af drejningen pa 7/2. Felgelig er ethvert kvadratisk gitter
invariant under C4. Endelig er ethvert hexagonalt gitter invariant under C3 og under Cg.

Betragt dernast de tilsvarende diedergrupper D;. Gruppen D1 er den cykliske gruppe af
orden 2 frembragt af en spejling, og gruppen D> er frembragt af en spejling og halvdrejningen
x — —x. Deter Klart, at et rektangulaert gitter er invariant under spejlingen i linien bestemt
ved en af basisvektorerne og at et rombisk gitter er invariant under spejlingen i linien bestemt
ved summen af de to basisvektorer. Bade et rombisk gitter og et rektangulert gitter er saledes
invariante under Dy og under D,. Endelig er det Klart, at et kvadratisk gitter naturligt er
invariant under D4 og at et hexagonalt gitter er invariant under D3 og under Dg. For gruppen
D3 er der endda to forskellige muligheder for beliggenheden af det hexagonale gitter: D3 er
symmetrigruppen for en reguler trekant med midtpunkt i origo, og gitteret kan veelges enten
med basis i 2 af trekantens hjgrner, eller drejet 2,7 /12 i forhold hertil. Den fgrste mulighed
er gjensynlig karakteriseret ved, at de to basisvektorer ligger pa akser for spejlingerne i D3.

Hvis den krystallografiske betingelse for H, L er opfyldt, findes der altid en tapetgruppe
G sdledes, at G = H og T = L. Det falger nemlig af konstruktionen i (4.4), at flytningerne
i E(2) af formen,

x> Ax+v, hvorAe Hogv € L,

udger en sadan gruppe G. Den herved bestemte tapetgruppe G er split, og det folger af
overvejelserne i (4.5), at enhver split tapetgruppe, bortset fra en translation af origo, er af
denne form.

Der er derfor splitte tapetgrupper svarende til de 12 kombinationer, og med de to forskellige
muligheder for D3 som punktgruppe fas i alt 13 klasser af splitte tapetgrupper.

Den fulde Klassifikation er fglgende: Der er 17 klasser af tapetgrupper, nemlig de 13
klasser af splitte tapetgrupper og yderligere 4 klasser af ikke-splitte grupper: 1 klasse for
D1 med et rektanguleert gitter, 2 klasser for D, med et rektanguleert gitter, og 1 klasse for D4
med et kvadratisk gitter.

Tapetgrupperne er de krystallografiske grupper i planen. For rummet R3 kan man tilsva-
rende vise, at der er 230 klasser af rumgrupper.

(5.9) Bemaerkning. Lad os skitsere et bevis for klassifikationen af tapetgrupperne. Vi antager, at G er en
ikke-split tapetgruppe, og vi skal vise, at der er 4 muligheder for G, og at de forekommer. | beviset bruges,
at homomorfien G — G er surjektiv: hver matrix A € G kan altsa lgftes til en flytning f € G, dvs en
flytning af formen f(x) = Ax + b.

For det farste ma G vere en diedergruppe D;. Er nemlig G den cykliske gruppe Cy, kan vi lgfte
drejningen D med vinklen 27 /k til en flytning d € G. Det fglger af klassifikationen i (2.6), at d er en
drejning med vinklen 27z/k omkring et fixpunkt p € R2. Isotropigruppen G, indeholder sa den cykliske
undergruppe (d), og denne undergruppe afbildes surjektivt, og derfor bijektivt pd G. Altsa er G split.

Der findes altsa spejlinger S i G. Betragt en sadan spejling S, og en flytning s(x) = Sx +b i G, som
lofter S. Ifalge klassifikationen i (2.6) er s en glidespejling, sa efter en eventuel translation af origo kan vi
antage, at b ligger pa spejlingsaksen.
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Antag farst, at mulighed (i) (neevnt i beviset for Setning (5.7)) indtreffer for S og gitteret Ts. Det
pastas, at S sa kan lgftes til en spejling i G. Ifelge antagelsen har T nemlig en basis af formen (e, Se),
sa spejlingsaksen er bestemt ved vektoren e 4 Se. Altsa er b = A(e + Se). Vi kan sammensztte s med en
translation i G; specielt kan vi fra b traekke et heltalsmultiplum af e+ Se. Derfor kan vi antage, at0 < A < 1.
Kvadratet s ligger igen i G, og det er translationen med forskydning 2b. Altsé ligger 2b € Tg, dvs 2 € Z.
Det giver mulighederne . =009 A = % I det farste tilfeelde er » = 0, og sa er s en spejling, som gnsket.
I det andet tilfelde er s(x) = Sx + %e + %Se. Den sammensatte flytning s’ := ¢_.s er ogsa en lgftning af
S, af formen s'(x) = Sx — %e + %Se. @jensynlig er %Se et fixpunkt for s’. Derfor er s’ en spejling, som
gnsket.

Antag dernast, at mulighed (ii) indtreeffer, altsa at der findes en ortogonal basis (e, f) for T med
Se = e. Daer e spejlingens akse, s b = re. Frab kan traekkes et passende heltalsmultiplum af ¢, s& det kan
antages, at 0 < A < 1. Da kvadratet s2 er translation med 2b, er 2b € T, og falgelig er 21 € Z. Altsa er
r=0ellerx = % Hvis A = 0, er b = 0 0g s er en spejling. Hvis » = % sd er s en glidespejling af formen,

s(x) = Sx + %e. ™)

Vi kan altsa lgfte S enten til en spejling s, eller til en glidespejling af formen (*).

Betragt nu den ikke-splitte tapetgruppe G, med G = D;. Punktgruppen G er frembragt af én spejling,
hvis k = 1, og af to spejlinger, hvis k > 2. Hvis de frembringende spejlinger i G kunne lgftes til spejlinger
i G, ville G veere split. Det er nemlig klart for k = 1, og hvis k > 2 ville skaringspunktet p for de to
Ioftede spejlingers akser veere et feelles fixpunkt, og isotropigruppen G, ville afbildes surjektivt og dermed
bijektivt pd G.

Der er altsd mindst én spejling S i G, som ikke kan lgftes til en spejling i G. Af de foregdende
overvejelser falger derfor, at (ii) indtreeffer: Vi kan konkludere, at gitteret T er rektangulart, med basis
e, f,hvor Se = e, 0g S kan lgftes til en glidespejling s i G af formen (*).

Herefter er k = 3, 6 udelukket. For k = 1 er der kun én spejling i G = Dy, og den kan altsa lgftes til en
glidespejling af formen (*). For k = 2 er der to spejlinger i G, og det giver to muligheder: ingen af dem kan
Igftes til spejling eller én af dem kan. Betragt endelig k = 4. Velg en spejling S i G, som ikke kan lgftes
til en spejling i G, og lgft S til en glidespejling af formen (*), med en ortogonal basis (e, f) for gitteret.
Da gitteret er invariant under drejningen med vinklen /2, er gitteret ortogonalt: ¢ og f har samme norm.
Betragt nu spejlingen S i D4 med aksen drejet —/4 i forhold til aksen for S. Vi har allerede fastlagt basen
for T, sé& det er udelukket, at T har en ortogonal basis med en basisvektor pé aksen for S. Derfor kan
mulighed (ii) ikke indtreffe for S. Af overvejelserne ovenfor falger s&, at S kan lgftes til spejling 5. Vi kan
fx veelge origo som skeringspunkt mellem akserne for s og 5. Herefter er G fastlagt.

Det skal yderligere vises, at der faktisk findes tapetgrupper i hver af de ikke-splitte klasser. Vi veelger
som eksempel her at beskrive de tapetgrupper G, som indeholder en kvartdrejning, dvs en drejning med
vinklen 7z /2 omkring et punkt. Det faglger af Saetning (5.7), at punktgruppen G ma vaere Cq4 eller Dy, og af
diskussionen i (5.8) fremgar, at der er tre muligheder: en split gruppe med punktgruppe Ca, en split gruppe
med punktgruppe D4, samt en ikke-split gruppe med punktgruppe Da.

I alle tilfeelde ma gitteret T veere kvadratisk. Vi kan antage, at det er gitteret Z? frembragt af den
kanoniske basis (e1, e2) for R2. Vektorerne i gitteret er altsd vektorer u = (u1, u2) med heltalskoordinater
u1, up, 0g translationerne i G er translationerne med sadanne vektorer. Gruppen G skal indeholde en
drejning 4 med vinklen /2 omkring et punkt. Vi kan antage, at det er omkring origo, altsé at d(x) = Dx,

hvor D er matricen,
0 1
D = .
(1 %)
(@) Antag ferst, at G er den cykliske gruppe C,4 bestaende af de fire potenser D/ for j =0, 1, 2, 3. | dette
tilfeelde er G som naevnt split, og G bestar af alle flytninger af formen,

x> Dix4u, forj=0,1,22300ucZ?. (5.9.1)
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Flytningerne er translationer for j = 0, drejninger med vinkel +7/2 for j = 1, 3, og halvdrejninger for
j = 2. For at fa et overblik over drejningerne i G bestemmes deres fixpunkter.

Fixpunkter p for flytningen x — D/x + u bestemmes ved at lgse ligningen p = D/p +u. For j =1
harvi (1 — D)p = u, 0g

(1 1 ) _1/1 -1 ug
o= (4 n) o () =2 (D))

Fixpunkterne er sdledes alle punkter (v1/2, v/2), hvor vy = us —u» 0g vy = u1 +up med hele tal ug, u,, dvs
hvor vy, vy er hele tal af samme paritet. Punkterne er alts& dels vektorerne i gitteret Z2, dels midtpunkterne
af de enhedskvadrater, som gitterpunkterne deler planen i. Det er klart, at det er de samme punkter, som er
fixpunkter for flytningerne af formen x — D3x + u.

For j = 2 harvi, at 1 — D? er 2 gange enhedsmatrix. Fixpunkterne for flytninger af formen x — D?x +u
er derfor netop punkterne (u1/2, uz/2), hvor us, uy er hele tal.

Gruppen G bestar saledes af alle translationer med en heltalsvektor, af alle drejninger pa et multiplum
af /2 omkring et punkt (v1/2, v2/2), hvor vy 0g v, er hele tal af samme paritet, samt af alle halvdrejninger
omkring et punkt (u1/2, up/2), hvor u; og u; er hele tal.

€2
€1

(b0) Betragt dernaest tilfeeldet, hvor G er split med G = D4. Vi kan antage, at det er isotropigruppen i origo,
der afbildes bijektivt pd G, og at denne isotropigruppe er symmetrigruppen for kvadratet med hjgrnerne
+e1, +ey. | G ligger sd drejningen x — Dx med vinklen /2 og spejlingen x — Sx i farsteaksen, bestemt

ved matricen
10
§= (o —1) '
Gruppen G er sa gruppen af af alle flytninger af formen (5.9.1) eller af fglgende form:
x+> SD/x +u, forj=0,1,2309ucZ? (5.9.2)

Flytningerne i (5.9.2) er spejlinger eller glidespejlinger. Det er ikke sveert at bestemme deres spejlingsakser:

De fuldt optrukne linier er spejlingsakser for en spejling i G (og uendelig mange glidespejlinger). De
stiplede linier er akser for uendelig mange glidespejlinger i G, hvoraf ingen er spejlinger.

(b1) Betragt endelig tilfaeldet, hvor G er ikke-split, med G = D4;. Med notationen ovenfor har vi i G
glidespejlingen s i (*), der lafter S, og spejlingen 5, som lgfter S. Produktet S er drejningen D med vinklen
/2, 0g den lgftes af den sammensatte flytning d = s5. Vi kan antage, at (e, f) = (e1, e2). Velges origo
som skaringspunktet mellem spejlingsakserne (for glidespejlingen s og for spejlingen §), sa er vektoren
—%el - %ez fixpunktet for 4. Vealges omvendt denne vektor som origo, s& beskrives d ved den lineare
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drejning d(x) = Dx og glidespejlingen s far formen s(x) = Sx +c med ¢ := Je1 + Je,. Altsd ma G sa
besta af alle flytninger af formen (5.9.1) eller af falgende form:

x> SDix +c+u, forj:O,l,Z,SogueZZ. (5.9.3)

Omvendt er det ikke sveert at vise, at flytningerne af formen i (5.9.1) eller (5.9.3) udger en gruppe. Flyt-

Igen er de fuldt optrukne linier spejlingsakser for en spejling i G og de stiplede linier er akser for glidespej-
linger, hvoraf ingen er spejlinger.

Bemeerk, at de to grupper bestemt i (b0) og (b1) kan skelnes ved beskrivelsen af spejlingsakserne. |
gruppen i (b0) findes der spejlinger, hvis akser gar gennem fixpunkterne for kvartdrejningerne i G, for
gruppen i (b1) gar akserne for spejlingerne ikke gennem disse fixpunkter.

(5.10) Note. De betragtede grupper i planen hedder tapetgrupper, fordi de er relaterede til
tapeter. Symmetrigruppen for et tapet er en tapetgruppe, og omvendt vil enhver tapetgruppe
G frembringe tapeter p& falgende méde. Lad F vare en figur i R?. Vi kan tenke p& F som
en tegning, bestaende af et antal begransede kurver. Dan sa foreningsmangden,

F* =] g(F).

geG

Foreningsmangden indeholder specielt alle translationer ¢, (F) foru € T, dvsvi ,,genfinder”
figuren F periodisk i F*. Desuden indeholder F* periodisk en raekke figurer, der er kongru-
ente med F, svarende til de flytninger i G, der ikke er translationer. Foreningsmangden F*
er altsd et tapet. Det er klart, at flytningerne i G er symmetrier af F*: for hver flytning g € G
geelder, at g(F*) = F*. Det er ogsa nasten klart, at hvis den givne figur F er tilstreekkeligt
usymmetrisk, sa er G netop symmetrigruppen E(F *) for tapetet F*.

Tapetet F* kan ogsa fas som en foreningsmangde af translationer af en figur. Antag, at
punktgruppen G har orden k, og vaelg k flytninger g1, ..., g« i G saledes, at matricerne g; er
samtlige matricer i G. Betragt den endelige foreningsmangde,

k
F=]Jsi(F).
i=1

Foren given flytning g € G findeseti saledes, atg = g;. Altsaer ggl._l entranslationi G, dvs
af formen 1,,, hvor u € T. Det folger, at g = 1,g;, 0g specielt er g(F) = t,8i(F) C t,(F).
Heraf falger, at tapetet F* er foreningsmangden,

F*= | t(F).

MGTG
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(5.11) Eksempel. Betragt de tre grupper fra Eksempel (5.9). Lad F veere figuren bestaende
af en kvartcirkel med radius % og centrum i (0, %):
€2

€1

For gruppen behandlet i (5.9)(a) far vi det tilsvarende tapet F*:

XX XX
XX XX

For gruppen i (b0) far vi tapetet:

K R K XK
K R K XK

Og endelig far vi for gruppen i (b1):

(5.12) Eksempel. Betragt tilsvarende kurven F bestaende af et stykke af farsteaksen og en

kvartcirkel:

Trekanten bestemmer et hexagonalt gitter. Kurven ender midt i trekanten (som ikke er en
del af kurven). Her er (en del) af tapeterne frembragt af F under de 5 tapetgrupper, der har
hexagonalt gitter (med punktgrupper C3, Cg, D3 (2 stk), og Dg):

gk il
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(5.13) Opgaver.
1. Lad L < R? vere et gitter med basis (e, f), 0g lad u = ae + bf 0g v = ce + df vere

vektorer i L. Vis, at (u, v) er en basis for L, hvis og kun hvis heltalsmatricen (Z;) har
determinant +1. Slut heraf, at en vektor u = ae + bf € L kan suppleres med en vektor v til
en basis for L, hvis og kun hvis tallene a, b er primiske.

2. Lad L € R? veere et gitter, som er bade rombisk og rektangulert. Vis, at L er kvadratisk.
[Vink. Antag, at (e, f) er en ortogonal basis for L, med |e|| < || f|l. Lad S veere spejlingen
defineret ved, at den ombytter to lige lange vektorer i en anden basis for L. Overvej hvilke
muligheder, der er for vektoren Se.]
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6. Rummets endelige drejningsgrupper.

(6.1) Indledning. | s&tning (2.9) har vi vist, at enhver endelig gruppe G af flytninger er
en punktgruppe, altsa at flytningerne i G har et felles fixpunkt. Velges dette punkt som
origo, er flytningerne ortogonale afbildninger. De endelige grupper af flytninger i R” svarer
altsa til de endelige undergrupper af den ortogonale gruppe O(n). | Setning (1.5) har vi
bestemt de endelige flytningsgrupper for planen R?. | dette kapitel bestemmer vi de endelige
flytningsgrupper for rummet R3, idet vi dog indskreaenker os til egentlige flytninger.

(6.2) Seetning. Enhver endelig undergruppe G af O™ (3) er en af falgende:

Den cykliske gruppe C; bestaende af de k rotationer omkring en fast linie med vinkler,
der er multipla af 2 / k.

Diedergruppen Dy, bestaende af de 2k symmetrier af en regular k-kant (for k > 3).

Klein’s Vierer-gruppe V bestaende af identiteten og de tre halvdrejninger omkring tre pa
hinanden vinkelrette akser.

Tetraedergruppen T bestaende af de 12 symmetrier af et reguler tetraeder.

Hexadergruppen H bestaende af de 24 symmetrier af et requlart hexaeder (eller et oktae-
der).

Ikosaedergruppen | bestaende af de 60 symmetrier af et requlart ikosaeder (eller dodeka-
eder).

Bevis. Den trivielle gruppe G = {1} er den cykliske gruppe C;. Vi kan derfor antage, at G
ikke er triviel, altsa at |G| > 2. Ved en pol for gruppen G forstas en enhedsvektor, som er
fixpunkt for et gruppeelement g # 1. Hvertelement g ## 11 G er en drejning omkring en akse
gennem origo; hvert element g = 1 har altsa precis to poler, nemlig de to enhedsvektorer pa
drejningsaksen. Lad P veere mangden af poler. Elementantallet i P er gjensynlig hgjst lig
med 2(|G| — 1).

Nar g, h € G og p er fixpunkt for &, s& er g(p) fixpunkt for ghg=t. Heraf falger, at
gruppen G virker pa mangden P af poler. Mangden P er derfor den disjunkte forening af
banerne for denne virkning. Lad Py, ..., P. vare banerne. Vi kan nummerere dem saledes,
at|Pi| = --- = | Pl

Betragt en bane P;. Banens leengde er som bekendt divisor i |G|, og vi kan s&tte k; :=
|G|/|P;|. Mere pracist fglger det af Baneformlen, at for en vilkarlig pol p € P; er |P;| =
|G : Gpl, hvor G, er isotropigruppen for p. Tallet k; er derfor ordenen af isotropigruppen
G, for en vilkérlig pol p i banen P;. Da p er en pol, er isotropigruppen G, ikke triviel; vi
har altsa k; > 2.

Hvert element g £ 1 har praecis 2 poler. Hvis vi derfor teeller for hver pol p € P hvor
mange elementer g # 1, der har p som pol, og leegger tallene sammen, far vi 2 gange antallet
af elementer g # 11 G. Vi har derfor ligningen,

201G =1 =) (Gl - 1. (6.2.1)

peP
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Pa hgjresidener |G ,| — 1 konstant, nar p tilhgrer en bane P;. Mere preecist har vi, nar p € P;,
at|G,| = k;, og antallet af poler p € P; er |G|/k;. Af ligningen (6.2.1) far vi derfor, at

i=1 "

"\ |G
2061 -1 =Y i -,

Efter division med |G| opnas ligningen,

2<1_P%>::é;@"_%)' (6.2.2)

Som vi skal se medfgrer denne ligning steerke begreensninger pa de mulige verdier af |G| og
af tallene k1, ..., k,.

For det farste er % < 1-1/|G| < 1. Ligningens venstreside ligger derfor i intervallet:
1 < x < 2. Pa hgjresiden ligger hvert led i intervallet: % < x < 1. Heraf ses, at der pa
hgjresiden ma veere mindst 2 led og hgjst 3 led. For antallet » af baner har vi altsa r = 2 eller
r = 3. Videler nu op i en raekke tilfeelde.

To baner, altsa » = 2. Ligningen (6.2.2) er akvivalent med fglgende:

2 1 1
— = — 4 —. 6.2.3
Gl -k Tk (6.2.3)

Tallene k1 og ky er divisorer i |G|, sa brgkerne pa hgjresiden er mindst lig med 1/|G|.
Ligningen (6.2.3) medfarer derfor, at k1 = k, = |G|. Heraf ses, at hvis p er en vilkarlig pol,
sa har alle elementer g i G punktet p som fixpunkt. Gruppen G bestar altsa af drejninger
omkring linien gennem p. Med k := |G| falger det, jfr Setning (1.5), at G = Cy er den
cykliske undergruppe frembragt af drejningen med vinklen 277 / k omkring denne linie.

Tre baner, altsd » = 3. Ligningen (6.2.2) er &kvivalent med fglgende:

2 1 1 1
I N L 6.2.4
|G| k1 ko k3 ( )

Tallene k; er divisorer i |G|, og specielt hgjst lig med |G|, og nummereringen var valgt
saledes, at 2 < k1 < k» < k3. Hvis k1 > 3, ville brgkerne pa hgjresiden hgjst veere 1/3,
og hgjresiden ville altsa ikke veere positiv. Altsa er k1 = 2. Hvis kp > 4, ville hgjresiden
hgjst veere 1/2 +1/4 +1/4 —1 = 0. Altsdaer 2 < kp < 3. For k; = 3 er hgjresiden
1/2 + 1/3 + 1/k3 — 1 kun positiv for k3 < 6. For sattet (k1, k2, k3) er der saledes kun
mulighederne,

(2,2, k)fork > 2, 0g (2,3, k) for3 <k <5.

Vi behandler dem enkeltvis.

Tilfeeldet (2, 2, k) hvor k > 2: Af (6.2.4) felger, at |G| = 2k. De to farste baner har derfor
leengde 2k/2 = k, og den tredie bane har lengde 2k/k = 2. Antag farst, at k > 2. Betragt
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en pol p i den tredie bane. Isotropigruppen G, har da orden &, og den bestar af drejninger
omkring (aksen bestemt ved) p. Den er derfor cyklisk af orden &, frembragt af drejningen d
med vinklen 27t /k omkring p. Polen —p har den samme isotropigruppe, og for alle andre
poler g har isotropigruppen orden 2. Heraf fglger, at den tredie bane bestar af p og —p. Lad ¢
veere en af de gvrige poler. Isotropigruppen G, har orden 2, sd G indeholder halvdrejningen
omkring ¢g. Denne halvdrejning skal holde den tredie bane {p, —p} invariant. Det falger,
at polen ¢ ligger i planen vinkelret pd p. Polerne d’(g) for 0 < i < k udger en reguleer
k-kant i denne plan, altsa et dieder. Drejningerne i G er symmetrier af diederet. Da G og
diedergruppen Dy har samme orden, er G = Dy.

| tilfeeldet k = 2 vises tilsvarende, at G = V.

Tilfeldet (2, 3, 3): Af (6.2.4) falger, at |G| = 12. Den farste bane har altsa leengde 12/2 = 6,
de to sidste baner har lengde 12/3 = 4. Kig specielt pa de 4 poler i den sidste bane. For
hver sddan pol p har isotropigruppen G, orden 3, sa den bestar af de tre potenser 1, d og
d? af drejningen 4 med vinklen 2:7/3 omkring p. Huvis ¢ er en af de gvrige poler i banen,
bestar hele banen altsé af p, g, d(q), d°(q). Da polen p var vilkérligt valgt i banen falger
det let, at de fire poler i banen er hjgrnerne i et reguleert tetraeder. De fire hjgrner udger en
bane under virkningen af G. Drejningerne i G er derfor symmetrier af tetraederet. Da G og
tetraeder-gruppen T har samme orden, folger det,at G = T.

Tilfeeldet (2, 3, 4): Af (6.2.4) falger, at |G| = 24. Banernes lengder er altsa 12, 8, og 6.
Betragt de 6 poler i den sidste bane. For hver sddan pol p har isotropigruppen G, orden 4,
s& den bestar af de 4 potenser 1, d, d?, d° af drejningen med vinklen 257 /4 omkring p. Det
falger, som i det foregaende tilfelde, at de 6 poler udger de 6 hjgrner i et reguleert oktaeder.
Drejningerne i G er symmetrier af oktaederet. Da G har samme orden som oktaedergruppen
O = H, folger det, at G = H.

Tilfeeldet (2, 3,5): Af (6.2.4) falger, at |G| = 60. Banernes leengder er altsa 30, 20, og 12.
Betragt de 12 poler i den sidste bane. For hver sadan pol p har isotropigruppen G, orden 5,
s& den bestar af de 5 potenser d° fori = 0, ..., 4 af drejningen med vinklen 277 /5 omkring
p. Det fglger, som i det foregaende tilfelde, at de 12 poler udger de 12 hjgrner i et regulert
ikosaeder. Drejningerne i G er symmetrier af ikosaederet. Da G har samme orden som
ikosaedergruppen I, fglger det, at G = I.

Hermed er alle tilfeeldene behandlet, og setningen vist. a
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Ringe og legemer

1. Ringbegrebet.

(1.1) Indledning. De to fundamentale operationer med tallene, addition og multiplikation, er
kompositioner. De opfylder en reekke velkendte regler, nemlig dels regler der vedrarer hver
enkelt komposition, dels den distributive lov, der involverer begge kompositioner.

Vi har tidligere behandlet grupper, der kan opfattes som den abstrakte generalisation af
tallene til systemer med én komposition. Her behandler vi ringe, der er generalisationen til
systemer med to kompositioner.

(1.2) Definition. Ved en ring (A, +, -) forstds en mangde A med to givne kompositioner
A x A — A,enaddition betegnet (x, y) — x+y ogen multiplikation betegnet (x, y) — xy,
som opfylder, at med additionen er A en kommutativ gruppe, at multiplikationen er associativ
og har et neutralt element, og at multiplikationen er distributiv mht additionen.

Ringens nul-element er det neutrale element for additionen; det betegnes 0 eller blot 0.
Som seedvanlig, ved en additivt skrevet gruppe, betegner —x det modsatte til A. Ringens
et-element er det neutrale element for multiplikationen. Det betegnes 1 5 eller blot 1.

Betingelserne kan udtrykkes ved ligningerne, for alle &, i, v € A,

A= pu+A, (a0)

A+ +v=A1r+(u+v), (1)
A+0=A, (@2)

A+ (=2) =0, (@3)

Ay = A(uv), (ml)

1 =Al=A, (m2)

A +v)y=An+iv, (A4 @)y =rv+ uv. (am)

Bemark, at multiplikationen i ringen, i modsatning til additionen, ikke forudseettes at veere
kommutativ, og at der indgar to ligninger i den distributive lov (am). En kommutativ ring er
en ring, hvor multiplikationen er kommutativ.

I enring A geelder for alle elementer A, « ligningerne,

0OL=20=0, (—M)u=Axr(—p)=—xru, specielt: (—DHu = u(-1) = —un. (1.2.1)
Da A med addition er en kommutativ gruppe, falger det nemlig af udregningen,

OA + 01 = (04 0)A = 04,

183
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at OA = 0, og tilsvarende indses .0 = 0. Videre er
A+ (=G —-21)u=0u=0,

og heraf folger (—A)u = —Ap; tilsvarende indses A(—u) = —Au.

(1.3) Invertible elementer. Etelement A ienring A kaldes invertibelt, hvis A er invertibelt mht
multiplikationen. Med andre ord er A invertibelt, hvis der findes et element A’ € A saledes,
at Mo = AA = 1. Elementet A’ er i sa fald entydigt bestemt; det kaldes det inverse element
til A, og betegnes A 1. Et invertibelt element i A kaldes ogsa en enhed. Multiplikationen
I A er associativ og et-elementet 1 er neutralt element. De invertible elementer i A udger
derfor en gruppe med multiplikation som komposition. Denne gruppe betegnes A *. Nar A
er invertibel, kan man, for « € A skrive a/x for ax 1.

(1.4) Delring. Lad A veere en ring. Nar en delmangde af A er stabil under bade addition og
multiplikation, sa defineres ved restriktion en addition og en multiplikation i delmangden.
Ved en delring af A forstds en delmaengde A < A, som er stabil under addition og
multiplikation, og som med sin addition og multiplikation selv er en ring med samme et-
element som A. Det falger specielt, at en delring A er en undergruppe af A mht additionen.
For at en delmengde A af A er en delring, er det nok, at felgende betingelse er opfyldt:

(T) Delmangden A er stabil under addition og multiplikationog —1, € A.

Antag nemlig, at betingelsen er opfyldt. Da A er stabil under multiplikation og —1 5 € A,
folgerdet,at1y = —(—1A) = (—14)(—14) liggeri A. Da A er stabil under addition, falger
det videre, at 04, = —15 +1a € A. Hvis A € A farvi, at =1 = (=15)A € A. Vi har
saledes set,at 0,14 € A ogat —A € A, nar A € A. Herefter er det klart, at betingelserne i
(1.2) er opfyldt for delmangden A.

(1.5) Nul-ringen. En meangde med kun ét element har kun én komposition, og med denne
komposition er mangden den trivielle gruppe. Med den additive skrivemade betegnes det
eneste element med 0, og kompositionen er 0 + 0 = 0. Med den samme komposition som
multiplikation er {0} endda en ring. Den kaldes nul-ringen.

I nul-ringen er nul-elementet og et-elementet det samme element. | enhver ring A, som
ikke er nul-ringen, er 1, # 0,. Antages nemlig for enring A, at 1, = 04, far vi for hvert
element A i A, at L = A1, = A0, = 0,; folgelig bestar A alene af nul-elementet.

Nul-ringen spiller i mange situationer en drilsk rolle og som vi skal se, ma vi flere steder
undtage nul-ringen.

(1.6) Talringe. De reelle tal med seedvanlig addition og multiplikation er et velkendt eksempel
paenring (R, +, -), somvi naturligvis blot betegner R. Tilsvarende udger de komplekse tal
enring C, og R erendelringaf C. Delringe af C kaldes talringe. @jensynlig udger de rationale
tal en talring Q, og de hele tal udger en talring Z. Talringe er gjensynlig kommutative.

De invertible elementer i ringen R er netop tallene forskellige fra 0, sa den multiplikative
gruppe R* = R\ {0} er netop gruppen af invertible elementer i ringen R. Tilsvarende har vi
C* = C\{0} og Q* = Q\{0}. I ringen Z er det 1 og —1, der er de invertible elementer. Vi
har altsd Z* = {£1}.
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(1.7) Restklasseringene. Lad n vere et fast naturligt tal. Restklasserne modulo », med
sedvanlig addition og multiplikation af restklasser, udger en ring Z/n. Gruppen (Z/n)* af
invertible restklasser er netop den multiplikative gruppe af primiske restklasser modulo .
Restklasseringene er gjensynlig kommutative ringe.

(1.8) Funktionsringe. Lad X vere en maengde. Som bekendt defineres sum og produkt af
reelle funktioner f: X — R og g: X — R argumentvis: sumfunktionen f + g er bestemt
ved (f + g)(x) = f(x) 4+ g(x) og produktfunktionen fg ved (fg)(x) = f(x)g(x). Med
disse to kompositioner udger de reelle funktioner pd X en ring F(X, R) (eller Fr(X) eller
blot 7(X)). Nul-elementet er den konstante funktion 0 og et-elementet er den konstante
funktion 1. Tilsvarende udgar de komplekse funktioner pa X en ring (X, C).

Mange vigtige delringe af funktioner optreeder i analysen. Antag fx, at X er et interval
I. Da udger de kontinuerte reelle funktioner en delring C(1) af Fr (1) og de vilkarligt ofte
differentiable funktioner udgear en delring C>°(I) af C(I). Hvis & er en dben delmangde af
den komplekse plan, udger de holomorfe funktioner pa 2 en delring H(Q2) af Fc(R2).

Ogsa polynomiumsfunktionerne, dvs funktioner af formen

X ag+aix + -+ apx”,

bestemmer delringe, Pol (1) af C°°(I) og Pol(2) af H(L2).

Det skal understreges, at meengden X i definitionen kan vare vilkarlig, og funktionsringene
kan besta af elementer, som vi normalt ikke teenker pa som funktioner. For X = {1, 2, ..., n}
svarer funktionerne f: X — Rtil n-s&t (f1, ..., f,) af reelle tal, og funktionsringen Fx (X)
er talrummet R med koordinatvis addition og multiplikation. For X = N svarer funktionerne
f:N — Rtil falger (f1, f2, ...) og funktionsringen F(N, R) er rummet RY af alle reelle
talfelger, med ssedvanlig addition og multiplikation af talfglger.

Det er ogsa klart, at vi i definitionen ikke behgver at indskraenke os til at betragte funktioner
med reelle eller komplekse veerdier. Vikan betragte afbildninger f: X — A med veerdierien
vilkarlig given ring A. Med argumentvis addition og multiplikation udger disse afbildninger
en ring Fa(X) = F(X, A). Den er kommutativ, nar A er kommutativ.

(1.9) Matrixringe. De reelle r x r-matricer med saedvanlig addition og multiplikation udgar
enring Mat, (R). De gvre trekantsmatricer, dvs matricerne der har 0 under diagonalen, udger
en delring Triang, (R) af Mat, (R), og diagonalmatricerne udger en delring Diag,(R) af
Triang, (R). De invertible elementer i ringen Mat, (R) er netop matricerne, der er invertible i
sedvanlig forstand, dvs matricerne med determinant forskellig franul. De udger som bekendt
den generelle linezre gruppe, GL, (R) = Mat, (R)*.

Det er Kklart, at vi i definitionen ikke behgver at indskraenke os til kun at betragte matricer
med reelle koefficienter. Vi kan betragte matricer med koefficienter i en vilkarlig given ring
A. De udger enring Mat, (A). Gruppen af invertible elementer i Mat, (A) betegnes GL, (A).
Velkendte eksempler er ringene Mat, (C) og Mat, (Z) af matricer med henholdsvis komplekse
og hele koefficienter. Ringen Mat, (Z/n) bestar af matricer, hvis koefficienter er restklasser

modulo n. Matrixringen Mat, (Z/n) er en endelig ring med n'” elementer.
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(1.10) Karakteristik og primring. Lad A veere enring, og lad os her med 0 og 1, betegne
nul- og et-elementet. For et element A i A betegner vi, som sadvanlig i en additiv gruppe,
med n den n’te (additive) potens af A, altsdnd = A+---+Amedn led,narn > 0,01 = 0,4,
0og (—n)A = n(—A) for n > 0. For den farste potens har vi 1A = A = 1, . Potensreglerne
er ligningerne,

(n + m)A = nk + mA, @)
(nm)A = n(ml), 2)
n(A+pn) =ni+nu. (3)

Vi kan specielt betragte (additive) potenser nl, af et-elementet. Herom gelder, for n € Z
og A €A, at

A(nlp) = (nlp)A = na. (1.10.2)
Betragt for eksempel den anden ligning. For n > 0 falger den af udregningen,

MIpA=ApA+ -+ 1A=L+ -+ A =nA,

hvor vi i den midterste ligning brugte den distributive lov og at 1 5 er neutralt element for
multiplikationen i A. For n = 0 falger ligningen af udregningen,

(01p0)% = 0pr =04 = 01,
og for negativ ,,eksponent* fglger ligningen af udregningen, for n > 0,
(=m)1p)A = (=(n1p)r = —=((n1lpa)2) = —(nr) = (—n)A.
Ligningen A(nl,) = nA indses tilsvarende.
Hvis et-elementet 1, med hensyn til additionen i A har endelig orden p, siges ringen A

at have karakteristik p. Hvis 1, har uendelig orden, siges A at have karakteristik 0. Den
cykliske (additive) undergruppe frembragt af 1, er delmangden,

{nlx | n € Z}. (1.10.2)

Denne delmangde er en delring af A. Det fglger nemlig af den farste potensregel, at
delmengden er stabil under addition. Af (1.10.1) og den anden potensregel felger, at
(nlpa)(mlp) = n(mlp) = (nm)ly, og heraf fremgar, at delmangden er stabil under mul-
tiplikation. Endelig ligger —15, = (—1)1, i delmangden. Fglgelig er delmaéngden en
delring. Den kaldes primringen i A. Det fglger af udregningen (nl,)(mly) = (nm)l,, at
primringen er en kommutativ delring af A. Nar primringen er endelig, er karakteristikken
dens elementantal, og nar den er uendelig, er karakteristikken 0.
Lad os understrege, at A har karakteristik 0, hvis og kun hvis summerne,

n

—
I+ -+ 14, (1.10.3)

for n > 0, alle er forskellige fra 0, . Hvis ringen har karakteristik stgrre end 0, er karakteri-
stikken det mindste positive tal n saledes, at summen (1.10.3) er nul-elementet 0 5.

Bemaerk, at karakteristik 1 indtraeffer, hvis og kun hvis 14 = 04, altsa hvis og kun hvis
A er nul-ringen.
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(1.11) Integritetsomrade og skeevlegeme. I ringen A siges nul-reglen at geelde, hvis
ap=0 —= A=0elleru=0, (1.11.1)

eller, &kvivalent,
A#£00gu#0 = Au #0. (1.11.2)

Ringen A kaldes et integritetsomrade, hvis nul-reglen galder og A ikke er nul-ringen.
Ringen A kaldes et skeevlegeme, hvis alle elementer forskellige franul i A er invertible og
A ikke er nul-ringen. Et legeme er et kommutativt skeevlegeme.

(1.12) Observation. (1) Ethvert skeevlegeme A er et integritetsomrade. Antag nemlig, at vi
for elementer A, w i et skaevlegeme A har A = 0. Det skal vises, at en af faktorerne er nul.
Antag for eksempel, at i # 0. Da er w invertibel, og ved multiplikation med p~* fés

0= O/,L_l = k,u,u_l =Al=A.

Altsaer » = 0.

(2) For et integritetsomrade (og specielt for et skaevlegeme) A er karakteristikken enten
0 eller et primtal. Da A ikke er nul-ringen, er det nemlig udelukket, at karakteristikken kan
veere 1. Hvis karakteristikken, n, ikke er 0 eller et primtal, ma den derfor veere et sammensat
tal, n = gd,hvor 1 < g,d < n. Danerordenenaf 1, ogqg < n,ergly # 0,. Af samme
grund er d1, # 0. Men sa er ligningerne,

(qla)(d1p) = (gd)1py =nlp =04,

I modstrid med, at nul-reglen geelder i A.
(3) I et integritetsomrade geelder forkortningsreglen: Af Au = Av falger, nar A # 0, at
u = v. Dette ses ved at anvende (1.11.1) med u := u — v.

(1.13) Eksempel. (0) Nul-ringen har som navnt karakteristik 1, og den er ikke et integritets-
omrade og ikke et legeme.

(1) Talringe har tallet 1 som et-element, og vi har n1 = n for n € Z. Enhver talring har
altsa karakteristik 0, og primring Z. Alle talringe er integritetsomrader, og ringene Q, R, og
C er legemer.

(2) En funktionsring R, som er en delring af ringen F (X, C) af komplekse funktioner
pa X, har den konstante funktion 1 som et-element. Funktionen nlg, for n € Z, er den
konstante funktion n. En sadan funktionsring har altsa karakteristik 0 (med mindre X er den
tomme maengde), og primringen bestar af de konstante funktioner med heltalsvaerdier. En
funktionsring er normalt ikke et integritetsomrade: hvis funktionen f er nul pa delmangden Y
af X og g er nul padelmangden Z og Y UZ = X, saer produktfunktionen fg nul-funktionen.

(3) Et-elementet i matrixringen Mat, (R) er enhedsmatricen 1,, og nl, er skalarmatricen
med tallet » overalt i diagonalen. Primringen bestar altsa af skalarmatricer med et helt tal
i diagonalen. Matrixringen har saledes karakteristik 0. Nar » > 2 er matrixringen ikke et
integritetsomrade.

(4) Et-elementet i restklasseringen Z/d, for d > 1, er restklassen [1], og n[1] = [n].
Primringen er altsa hele restklasseringen, og karakteristikken er d.
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(1.14) Seetning. Lad A vere en ring med p elementer, hvor p er et primtal. Da er A et
legeme, og bortset fra valg af betegnelser er A lig med restklasseringen Z,/ p.

Bevis. @jensynliger A ikke nul-ringen. For at vise, at A er et legeme, skal det derfor vises, at
A er kommutativ og at hvert element & £ 0, har en invers. Betragt, for A # 0,, den additive
cykliske undergruppe frembragt af A, bestdende af alle elementer kA for k € Z. Da ordenen
|A| = p er et primtal, ma undergruppen vare hele A. Specielt ligger 1, i undergruppen.
Altsd er 15 = kA med k € Z. Af ligningen 1, = kX og (1.10.1) far vi derfor ligningerne,

1h = (k1) = A(k1p).

Af ligningerne fremgar, at A er invertibel. Yderligere fremgar det, at den inverse til A ligger
i primringen. Den inverse til den inverse er A selv. Altsa ligger hvert element A £ 04 i
primringen. Det falger, at primringen i A er hele A.

Da primringen altid er kommutativ, er A kommutativ, og altsa et legeme. Som kommutativ
gruppe er A den cykliske undergruppe frembragt af 1, som har orden p, og derfor er A
isomorf med restklassegruppen Z/ p, idet elementet n1 5 svarer til restklassen [»] modulo p.
Det er klart, at under denne isomorfi svarer produkt (nla)(mlx) = (nm)1l, i A til produkt
[n][m] = [nm] af restklasser. Hermed er den sidste pastand i s&etningen eftervist. a

(1.15) Notation. Lad p vere et primtal. Det falger af Seetning (1.14), at restklasseringen
Z/ p er et legeme. Dette falger naturligvis ogsa af tidligere resultater om restklasseringene:
I almindelighed, for et naturligt tal » > 2, er de invertible restklasser i Z/n de primiske
restklasser. Det er altsa netop, nar n er et primtal, at de invertible restklasser er samtlige
restklasser [1], ..., [n — 1] forskellige fra [0], dvs at Z/n er et legeme.

Legemet Z/p spiller sa stor en rolle i anvendelser af algebra, at det har faet en sarlig
notation: det betegnes I,,. For hver primtalspotens ¢ findes faktisk et endeligt legeme med
g elementer, og det betegnes ofte F,. Det er altsd kun, ndr g er et primtal, at I, betegner
restklasseringen Z/q.

(1.16) Definition. Et element A i en ring A kaldes involutorisk, hvis A2 = 1,, det kaldes
idempotent, hvis A2 = A, og det kaldes nilpotent, hvis A ¥ = 0, for en passende stor eksponent
N. De tre betingelser kan skrives,

N
—
A=D1 +1)=0, A\x—1)=0, r---A=0.
Heraf ses, at hvis nul-reglen geelder i A, sa er £1 de eneste involutoriske elementer, 0 og 1
er de eneste idempotente elementer, og O er det eneste nilpotente element.
(1.17) Opgaver.
1. Er delmangden af lige tal en delring af Z?
2. Vis, at polynomiumsfunktionerne g: R — R, som opfylder ¢g(0) € 7Z, udgar en delring
af Pol(R).

3. Lad A1 og Ay veere ringe. Gar rede for hvorledes produktmangden A = A1 X Az
naturligt organiseres som en ring (produktringen). Kan A veere et integritetsomrade? Hvordan
bestemmes karakteristikken af A?
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4. Lad p veere et primtal. Vis, at maengden af rationale tal af formen a/s, hvora, s € Z og p
ikke gar op i s, udger en delring af Q. Delringen betegnes Z . Ligger braken 2/14 i Z)?

5. Lad f veere et naturligt tal. Vis, at mengden af rationale tal af formen a/f", hvora € Z
ogn = 0,1, ..., udger en delring af Q. Delringen betegnes Z[1/f]. Ligger breken 2/14 i
Z[1/7]? Bestem, for et primtal p, feellesmangden Z,y N Z[1/ p].

6. Vis, at funktionsringen F(X) af reelle funktioner pa X ikke er et integritetsomrade, nar
X indeholder mere end et element. Vis, at ringen C*° (1) af C*°-funktioner pa et interval
I ikke er et integritetsomrade. Vis, at delringen Pol(I) af polynomiumsfunktioner er et
integritetsomrade.

7. For hvilke dbne delmangder 2 < C er ringen H(£2) af holomorfe funktioner pa € et
integritetsomrade?

8. Vis, atelementerne i funktionsringen F (X, IF2) svarer bijektivt til delmaengderne af X. Sum
og produkt af funktioner svarer altsa til to kompositioner i mengden P(X) af delmangder af
X. Beskriv de to kompositioner.

9. Vis, at en matrixring Mat, (A) for » > 2 ikke kan veere et integritetsomrade.
10. Vis, at hvisenring A har primtalskarakteristik p, sder (1+1)? = 1+ A7 foralled € A.
11. For hvilke veerdier af karakteristikken af A geelder 1, # —1,4.

12. Vis, at en delring af et integritetsomrade selv er et integritetsomrade. Er en delring af et
legeme selv et legeme?

13. Vis, at et endeligt integritetsomrade er et skeevlegeme. [Det er i gvrigt en s&tning af
Wedderburn, at et endeligt skaeevlegeme er kommutativt.]

14. Vis, at hvis der for alle A i ringen A geelder A2 = A, s& er A kommutativ.
15. *Vis, at hvis der for alle A i ringen A galder A3 = 1, s& er A kommutativ.
16. Hvilke elementer i Z/8 er idempotente? involutoriske? nilpotente?

17. Vis, at der i ringen Mat,(RR) findes (ikke-trivielle) matricer, der er involutoriske, og
idempotente, og nilpotente.

18. Hvor mange elementer indeholder ringen Mat» (IF>)? Beskriv gruppen Mat, (IF>)*.

19. *Lad R veere en kommutativ ring. Vis, at en matrix A € Mat, (R) er invertibel, hvis og
kun hvis determinanten det(A) er et invertibelt element i R.

Antag, at L er et legeme. Tro pa, at L, ganske som for talrummene (dvs for L = R og
L = C), er et vektorrum over L, af dimension r, og at de lineaere afbildninger L — L" er
afbildningerne af formen x — Ax med en matrix A € Mat, (L). Afbildningen er invertibel,
hvis og kun hvis sgjlerne i matricen A er lineart uafheengige. Hvis legemet L er endeligt,
med ¢ elementer, kan vi herved bestemme ordenen af gruppen GL, (L) af invertible matricer.
Der er g” mulige sgjler. For en matrix i GL, (L) ma farste sgjle ikke vaere nul, hvilket giver
g" — 1 muligheder for ferste sgjle. Anden sgjle ma ikke ligge i det 1-dimensionale underrum
frembragt af farste sgjle, hvilket giver ¢ — ¢ muligheder for anden sgjle, osv. Vis formlen,

IGLA(L) = (" =1 —q)---(¢"—q".
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20. Kvaternion-enhederne 1, i, j, K tilhgrer ringen Mat,(C). Vis, at matricerne af formen
al + bi + cj + dK, for reelle tal (a, b, ¢, d), udger en delring H af Mat, (C). Vis, at H er et
skeevlegeme.

21. I hvilken situation indgar fglgende opskrift: ,,ombyt diagonalelementerne og skift fortegn
udenfor*“? Ler opskriften udenad, og prgv den! [Vink: Det drejer sig om invertering af
(2 x 2)-matricer. Opskriften farer fra

_[a c o3 [d —c].
a=[y g =5

Vis, at e’ = oo = (det ) 15, og udled en formel for « 1]
Inverter falgende matricer i GL2(Z):

1t 01 0 -1 2 3
o1 liol L) [53al
22. *Vis, at ingen ring A kan have pracis 5 enheder.
23. I mangden R defineres tropisk addition & og tropisk multiplikation © ved

x @y = min{x, y}, XOQy:i=x+y.

Hvilke af betingelserne for en ring er opfyldt for (R, &, ©)? Og hvilke er opfyldt, hvis man
med oplagte kompositioner tilfgjer 4+-oo til R?

24. Vis, at Mat,(A) x Mat, (A) naturligt er en delring af Mat,,;, (A).
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2. ldeal og kvotientring.

(2.1) Indledning. En ring er specielt en kommutativ gruppe mht addition, sa for hver given
undergruppe i ringens additive gruppe har vi en naturlig addition i den tilsvarende mengde af
sideklasser. Men i almindelighed har vi ingen naturlig multiplikation af sideklasser. Idealer,
som vi indfgrer nedenfor, kan opfattes som de undergrupper i en ring, for hvilke kvotient-
gruppen naturligt ogsa kan organiseres med en multiplikation.

| det fglgende vil vi udelukkende beskaftige os med kommutative ringe. Vi lader R
betegne en fast kommutativ ring.

(2.2) Ideal. En delmeangde a af R kaldes et ideal, hvis a er en undergruppe mht additionen
i R og der forallea € aogr € R gelder, at ra € a. Det er nok at kraeve, at fglgende
betingelse er opfyldt:

(t) Delmangden a er stabil under addition, den indeholder nul-elementet 0, og for alle
elementera € aogr € Rerra € a.

Det fglger nemlig af den sidste del af betingelsen, anvendt med r := —1, at fora € aer
—a = (—1)a € a, og sa er det klart, at betingelsen medfgrer, at a er en undergruppe.

Bemark, at den sidste del af betingelsen (1) er (meget) steerkere end at delmaengden er
stabil under multiplikation.

Det er klart, at delmangden {0} er et ideal, og at R, opfattet som delmangde af sig selv, er
etideal i R. Idealerne {0} og R kaldes de trivielle idealer. Etideal, der er en &gte delmangde
af R, kaldes et &gte ideal.

I nul-ringen er der kun én ikke-tom delmengde, og den er et ideal. | nul-ringen er der
kun ét trivielt ideal, i alle andre ringe er de to trivielle idealer forskellige. | nul-ringen er der
ingen agte idealer, i alle andre ringe er {0} et &egte ideal.

(2.3) Saetning. Idealerne i ringen 7Z er netop delmangderne af formen Zn forn > 0.

Bevis. Et ideal i en ring er specielt en undergruppe i ringens additive gruppe. | den additive
gruppe Z er undergrupperne de cykliske undergrupper Zn for n > 0; blandt disse undergrup-
per skal eventuelle idealer i Z altsa sgges. Et element i Zn har formen gn med g € Z, og
efter multiplikation med r € Z far vi r(qn) = (rq)n € Zn. Heraf fremgar, at undergruppen
Zn er et ideal. Alle undergrupperne Zn er altsa idealer. a

(2.4) Eksempel. (1) I et legeme L findes der kun trivielle idealer. Antag nemlig, at a er et
ideal i L og at a # {0}; det skal vises, at a = L. Da a # {0}, findes et element a # O i
a. Produktet ra ligger i a for hvert element » € L, og specielt for r := a—1. Falgelig er
1 =a"La € a. Heraf falger videre,at r = r1 c aforaller € L. Altsdera = L.

Talringene Q, R, og C er legemer. | disse ringe findes altsa kun de trivielle idealer.

(2) Idealer i en funktionsring, altsa i en delring af F(X), fremkommer ofte ved at betragte
funktioner, som er nul pa visse delmengder af X.

Betragt for eksempel ringen C(1) af kontinuerte reelle funktioner pa et interval 7. Hvis
a erettal i I, kan vi betragte delmangden Z,, af kontinuerte funktioner f: I — R, som
opfylder, at f(a) = 0. Hvis f(a) = g(a) = 0, saer (f + g)(a) = 0, idet sumfunktionen
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f + g erdefineret ved (f + g)(¢r) = f(¢) + g(¢). Tilsvarende ses, at hvis f(a) = 0, 0g g er
en vilkarlig funktioni C(1), saer (gf)(a) = 0. Altsa er Z,, et ideal i C(1).

Tilsvarende ses, at i ringen RY af alle reelle talfglger udger falgerne, der er 0 fra et vist
trin (dvs falger (a1, az, . ..) for hvilke der findes et N sd a,, = 0 for n > N), et ideal.

(2.5) Hovedidealer. For et givet element a i ringen R kan vi betragte delmangden,
Ra :={ra |r € R}.

Delmangden er et ideal. For to elementer i delmangden, r1a 0g roa, far vi nemlig, at
ria + rpa = (r1 +r2)a € Ra, og er ra i delmangden og s et vilkarligt element i R, far
vi, at s(ra) = (sr)a € Ra. Endeliger 0 = Oa € Ra. Delmangden Ra er derfor et ideal.
Bemark, at det givne element a ligger i idealet Ra, idet vi har a = 1la. Yderligere gelder,
at Ra er det mindste ideal, der indeholder a. For et ideal a, som indeholder a, ma vi nemlig
have ra € aforalle r € R, og altsd er a O Ra.

Idealet Ra kaldes hovedidealet frembragt af elementet a, og det betegnes ogsa (a). Et
ideal i R, der har formen (a) med et element a € R, kaldes et hovedideal.

Hovedidealet frembragt af nul-elementet O bestar af alle elementer 0 = 0, altsa alene af
0; vi har altsa (0) = {0}. Hovedidealet frembragt af et-elementet 1 bestar af alle elementer
rl = r, altsa af alle elementer i R; vi har altsd (1) = R. De to trivielle idealer i R er saledes
hovedidealerne (0) og (1).

(2.6) Eksempel. I etlegemeerdetrivielle idealer (0) og (1) de eneste idealer. Det er indholdet
af Seetning (2.3), at i ringen Z er alle idealer hovedidealer.

For at give et eksempel pa et ideal, der ikke er et hovedideal, betragtes ringen R := RY af
alle reelle talfglger (f1, f2,...). Det pastas, at idealet Z bestaende af de fglger, der er O fra
et vist trin, ikke kan veere et hovedideal. Betragt nemlig, for en fglge a = (a1, a2, ...) 1 Z,
hovedidealet Ra. Da a € Z, er felgen a nul fra et vist trin, dvs der findes et naturligt tal N
saledes, at a, = 0 forn > N. En vilkarlig felge g i Ra har formen g = (fia1, fraz, ...);
altsd er g, = f,a, = 0 forn > N. Betragter vi specielt fglgen &, hvor hy = 1og h, =0
forn # N, fremgar det, at h € Zog h ¢ Ra. Lighedstegnet Z = Ra er altsa udelukket for
hvert element a € Z. Altsa er Z ikke et hovedideal.

(2.7) Kvotientring. Lad a veere et ideal i ringen R. Mht addition er R en kommutativ gruppe,
og a er en undergruppe. Derfor kan vi betragte kvotientgruppen R /a. Den bestar som bekendt
af alle sideklasser [r] = r + a for r € R, 0g addition af sideklasser er bestemt ved ligningen,

[F1+[s1=1[r +s] (2.7.1)

Med denne komposition af sideklasser er R/a en kommutativ gruppe. Vi kan yderligere
indfare et veldefineret produkt af sideklasser, bestemt ved ligningen,

[r1ls] = [rs]. (2.7.2)

At produktet er veldefineret betyder, at hgjresiden ikke afhaenger af de repreesentanter » og
s, der er valgt i sideklasserne pa venstresiden. Antag hertil, at [r'] = [r] og [s'] = [s]; det
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skal vises, at [r's'] = [rs]. Da[r'] = [r],err’ —r € a. Tilsvarende er s’ — s € a. Idet vi
benytter idealegenskaberne, fglger det, at

r's' —rs=r'(s' —s)+st' —r) ea.

Altsaer [r's'] = [rs], som gnsket. Hermed er eftervist, at der er en veldefineret multiplikation
I maengden af sideklasser, bestemt ved ligningen (2.7.2).

Mengden R /a af sideklasser modulo idealet a, med addition og multiplikation bestemt ved
(2.7.1) og (2.7.2), er en kommutativ ring med nul-elementet [0] og et-elementet [1].

Hertil bemarker vi, at vi allerede ved, at med additionen udger sideklasserne en kom-
mutativ gruppe med sideklassen [0] som nul-element. Det skal altsa yderligere vises, at
multiplikation af sideklasser er kommutativ og associativ, at sideklassen [1] er neutralt ele-
ment, og at multiplikation af sideklasser er distributiv mht addition.

Vi viser den distributive lov. Betragt altsa tre sideklasser [r], [s] og [¢]. Vi skal eftervise
ligningeni R/a,

[71([s1 + [1) = [71[s] + [71[]-

\enstresiden er, ifglge (2.7.1) og (2.7.2), sideklassen [r][s + ¢t] = [r(s + 1)]. Tilsvarende er
hgjresiden sideklassen [rs + r¢]. Da den distributive lov geelder i R, er r(s +1¢t) = rs + rt.
Altsa geelder den distributive lov i R/a.

De gvrige betingelser vises tilsvarende.

Ringen R/a af sideklasser modulo a kaldes kvotientringen.

(2.8) Eksempel. Idealerne i Z er hovedidealerne (n) = Zn forn > 0. Forn > ler
kvotientringen Z/(n) gjensynlig restklasseringen Z/n. Vi har (0) = {0}, sa sideklasser
modulo (0) er et-punkts-delmangderne af Z. Kvotientringen Z/(0) kan altsa identificeres
med Z. Bemerk, at ringen Z/(n) i alle tilfelde har karakteristik .

(2.9) Primideal og maksimalideal. Etideal p i R kaldes et primideal, hvis p er et &gte ideal
og der for alle a, b i R geelder betingelsen,

abep = acpellerbep. (2.9.1)

Et ideal m i R kaldes et maksimalideal, hvis m er maksimalt blandt de egte idealer.
Det kreeves altsa, at m er et @gte ideal og at m er maksimalt, med hensyn til inklusion af
delmangder, blandt de agte idealer. Det sidste betyder, at intet sgte ideal er strengt starre
end m, og det kan udtrykkes ved betingelsen, for alle idealer a i R,

MmMCaCR — a=m, (2.9.2)

eller, &kvivalent,
mCaC R — a=R. (2.9.3)

Bemerk, at betingelserne er opfyldt for det trivielle ideal R, men at begge definitioner kree-
ver, at idealet skal veere &gte. Det trivielle ideal R er altsa hverken et primideal eller et
maksimalideal.
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(2.10) Observation. Det trivielle ideal (0) i R kan vere et primideal og det kan veare et
maksimalideal. Vi bemarker farst, at (0) er et agte ideal, hvis og kun hvis R bestar af mere
end nul-elementet, altsd hvis og kun hvis R ikke er nul-ringen. Antag derfor, at R ikke er
nul-ringen. Idealet (0) bestar alene af 0, sd a € (0) betyder, at a = 0. Betingelsen (2.9.1),
for p := (0), er derfor nul-reglen,

ab=0 = a=0c¢llerb=0.

Idealet (0) er derfor et primideal i R, hvis og kun hvis R er et integritetsomrade.

Vi pastar videre, at (0) er et maksimalideal, hvis og kun hvis R er et legeme. Antag nemlig
farst, at R er et legeme. Vi efterviser betingelsen (2.9.3), og antager for idealet a, at (0) C a.
Det falger, at der i a findes et element a £ 0. Da R er et legeme, er a invertibelt. Falgelig er
1 = a~ta € a. Heraf falger videre, for hvert element » € R, atr = r1 € a. Altsd er a = R.

Antag omvendt, at (0) er et maksimalideal. Det skal vises, at hvert elementa # 0i R er
invertibelt. Betragt hertil hovedidealet (a). Det indeholder a, og specielt er (0) C (a). Da
(0) er et maksimalideal, falger det, at (a) = R. Specielt ligger 1 i (a). Felgelig findes et
element r € R saledes, at 1 = ra. Ligningen 1 = ra udsiger, at a er invertibel, med » som
det inverse element.

(2.11) Satning. Primidealerne i ringen Z er hovedidealerne (p), hvor p = 0 eller p er et
primtal. Maksimalidealerne i 7 er hovedidealerne (p), hvor p er et primtal.

Bevis. Idealerne i Z er, ifglge (2.3), hovedidealerne (p), for p > 0. @jensynlig er (p) et &gte
ideal, hvis og kun hvis p # 1. Idealet (0) er et primideal, fordi Z er et integritetsomrade, og
det er ikke et maksimalideal, fx fordi (0) C (2) C Z.

Vi betragter derfor et ideal (p), hvor p > 2. Vi har a € (p), hvis og kun hvis p|a.
Betingelsen (2.9.1), for p := (p), er altsa falgende:

plab = placeller p|b.

Det er velkendt, at denne betingelse er opfyldt, nar p er et primtal. Omvendt, hvis p er
sammensat, s er p = ab, hvor 1 < a, b < p, og sa er p divisor i ab uden at p er divisor i
nogen af faktorerne. Vi har saledes vist, for p > 2, at (p) er et primideal, hvis og kun hvis
p er et primtal. Hermed er s&tningens farste pastand bevist.

Betragt betingelsen (2.9.2) for m := (p). Idealerne i Z er hovedidealer, sa vi kan antage i
(2.9.2), at a = (d), hvor d > 0. Betingelsen er altsa fglgende, for alle d > 0,

(P) S @ CZ = @)= (p).

Vi har (p) € (d), hvis og kun hvis d | p; da d og p ikke er negative, har vi (d) = (p), hvis
og kun hvis d = p. Endelig er (d) C Z, hvis og kun hvis d # 1. Betingelsen er derfor
&kvivalent med falgende, for alle d > 0,

dilpogd #1 — d = p.

Betingelsen udtrykker, at den eneste (positive) divisor forskellig fra 1i p er p, altsa at p er
et primtal.

Vi har saledes vist, at (p) er et maksimalideal, hvis og kun hvis p er et primtal. Hermed
er setningens anden pastand bevist. a
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(2.12) Seetning. Et ideal p i R er et primideal, hvis og kun hvis kvotientringen R/p er et
integritetsomrade. Et ideal m i R er et maksimalideal, hvis og kun hvis kvotientringen R /m
er et legeme.

Bevis. Det kraeves for primidealer og maksimalidealer, at de skal vaere &gte, og det kraeves for
integritetsomrader og legemer, at de ikke ma veere nul-ringen. Et ideal er a&gte, hvis og kun
hvis den tilhgrende kvotientring ikke er nul-ringen. Vi kan derfor i resten af beviset antage,
at p og m er &gte idealer. Det er pastanden, at betingelsen (2.9.1) gelder for p, hvis og kun
hvis nul-reglen geelder i R/p, og at (2.9.3) geelder for m, hvis og kun hvis alle elementer
forskellige fra nul-elementet i R /m er invertible.

Antag farst, at p er et primideal. Betragt to sideklasser A, B i R/p saledes, at AB er
nul-elementet [0]. Vi kan antage, at A # [0], og skal sa vise, at B = [0]. Valg elementer
a,b € R sdledes, at A = [a] og B = [b]. Produktet AB er sa sideklassen [ab]. Ifglge
antagelsen er [ab] = [0], dvs ab € p, og [a] # [0], dvs a & p. Af (2.9.1) falger derfor, at
b € p. Folgeliger B = [b] = [0].

Antag omvendt, at nul-reglen gaelder i R/p. For at vise (2.9.1) antages, at ab € p og at
a & p. Det skal vises, at b € p. Af antagelsen falger, at [¢][p] = [ab] = [0] og at [«] # [O].
Nul-reglen medfgrer derfor, at [6] = [0], dvs b € p.

Antag dernast, at m er et maksimalideal. Det skal vises, at hver sideklasse A forskellig
fra nul-klassen [0] i R/m er invertibel. Vealg hertil et element a € R saledes, at A = [a]. Da
A # [0], er a € m. Betragt summen,

m—+ (@) ={x+salxemogs € R}.

Summen er en undergruppe, og hvis x € m og s € R, far vi for hvert element r € R, at
r(x +sa) = rx +rsa € m+ (a). Altsa er summen et ideal i R. Vi har m € m + (a), thi
narx em,erx = x +0a € m+ (a). Yderligereera =0+ 1a € m + (a),0g a ¢ m.
Altsd er m C m + (a). Af (2.9.3) folger derfor, at m + (a) = R. Specielt ligger et-elementet
1im+ (a), savihar en fremstilling 1 = x + sa med x € mog s € R. Af fremstillingen
folger, at 1 — sa = x € m. Altsd er [1] = [sa] = [s][a] = [s]A. Vi har sdledes vist, at A er
invertibel, med sideklassen [s] som den inverse.

Antag omvendt, at R/m er et legeme. Vi efterviser betingelsen (2.9.3). Lad hertil a veere
et ideal med m C a. Da inklusionen er skarp, findes et element « € a med ¢ ¢ m. Da
a ¢ m, er [a] # [0]. Faelgelig findes en sideklasse [s] i R/m, som er invers til [a]. Vi har da
ligningen [sa] = [s][a] = [1]. Altsd er 1 — sa € m. Da m var en delmangde af a, falger
det,at 1 — sa € a. Heraf ses, at 1 = (1 — sa) + sa € a. For hvert element r € R folger det
nu,atr =rl € a. Altsd er a = R, som gnsket.

Hermed er satningens fire implikationer bevist. a

(2.13) Korollar. Et maksimalideal er et primideal.

Bevis. Pastanden fglger af karakteriseringen i Seatningen, idet et legeme er et integritetsom-
rade. 0
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(2.14) Eksempel. Lad p vere et primtal. Af (2.11) felger, at hovedidealet (p) i Z er et
maksimalideal. | (2.12) genfinder vi derfor resultatet fra (1.14), at kvotientringen Z/ p er et
legeme. Desuden fglger det, at nar n > 1 er sammensat, sa er restklasseringen Z/n ikke et
integritetsomrade.

(2.15) Opgaver.
1. Vis, atetideal ai R er et &gte ideal, hvis og kun hvis 1 ¢ a.

2. Visforn, m € Z, at (n) = (m), hvis og kun hvis n = £+m.

3. Betragt ringen F(X) af alle reelle funktioner pA mangden X. Lad a veere et element i X,
og lad Z,, veere idealet af funktioner f € F(X) med f(a) = 0. Vis, at Z, er et maksimalideal.
Vis, at Z,, er et hovedideal.

4. Vis, at nar X er en endelig maengde, sa har hvert maksimalideal i ringen F(X) formen Z,
med et elementa € X.

5. Betragt ringen C (1) af kontinuerte funktioner pa intervallet 7. Lad a vere et tal i 7, og lad
7, veere idealet af funktioner f € C(I) med f(a) = 0. Vis, at Z, er et maksimalideal.

6. *Vis, for etinterval 7 og a € I, at idealet Z,, i ringen C (1) ikke er et hovedideal.

7. *Antag, at I er et begraenset og afsluttet interval. Vis, at ethvert maksimalideal i C(1) er
af formen Z, forettala € I.

8. Vis, at hvis a1, ..., a er idealer, sa er bade fellesmangden a; N --- N a; 0g summen
a; + --- + ag igen et ideal. Vis ved et eksempel, at foreningsmangden a; U - - - U ay ikke
ngdvendigvis er et ideal.

9. Vis, at summen af hovedidealer Rai, ..., Ray i R bestar af alle elementer af formen
ria; + - - - + rrag for r; € R. Dette ideal betegnes ogsa (a1, ..., ax). Vis, for ringen Z, at
idealet (ay, ..., ax) er et hovedideal (d), hvor d > 0, og at d, nar a; # 0 for mindst et i, er
den starste felles divisor for tallene ay, ..., ar. (Heraf skrivemaden d = (ay, ..., ax) for
den starste feelles divisor.)

10. Vis, at et ideal a i en delring R af en ring S ikke ngdvendigvis er et ideal i S.

11. Lad R vere en kommutativ ring, og lad a vaere et &gte ideal. Antag, at R \ a € R*
(altsd at hvert € R med r ¢ a er invertibelt i R). Vis, at R/a er et legeme og at a er et
maksimalideal. Vis, at a er det eneste maksimalideal i R.

12. En delmangde af en ring R, stabil under addition og multiplikation, kan veere en ring,
men den er kun en delring, hvis den har samme et-element som R. Vis, at fglgende betingelser
for et ideal a C R er &kvivalente:
(i) aerenring.
(ii) a = (e) er hovedidealet frembragt af et element ¢, der er idempotent (e? = ).
(iii) Der findes et ideal b C R saledes, at gruppehomorfien a x b — R er bijektiv.
(iv) Det findes en ringhomomorfi R — R’ séledes, at restriktionen a — R’ er bijektiv.
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3. Homomorfi og isomorfi.

(3.1) Indledning. Lad R og R’ veere kommutative ringe. En afbildning ¢: R — R’ kaldes
en ringhomomorfi eller blot en homomorfi, hvis der for alle x, y € R gelder, at

e(x+y) =)+ o), ey =9X)e(y), (3.1.1)

og hvis ¢ (1) = 1. En bijektiv ringhomomorfi kaldes ogsa en (ring-)isomorfi.

De to ligninger i (3.1.1) udtrykker, at afbildningen er henholdsvis additiv og multiplikativ.
Additiviteten udsiger, at en ringhomomorfi specielt er en homomorfi mellem de to ringes
additive grupper. En gruppehomomorfi afbilder neutralt element pa neutralt element, sa
ved en ringhomomorfi afbildes nul-element pa nul-element. Derimod felger det ikke af
multiplikativiteten, at et-element afbildes pa et-element; dét er altsa et ekstra krav, der stilles
til ringhomomorfier. | dette kapitel kigger vi naermere pa homomorfier og isomorfier mellem
ringe, og vi viser de fundamentale isomorfisetninger. Resultaterne er helt analoge til de
tilsvarende resultater for gruppehomomorfier. Som i det foregaende kapitel betragter vi
udelukkende kommutative ringe.

(3.2) Observation. Forenringhomomorfig: R — R’ ogetinvertibeltelementr € R gelder,
at ¢(r) er invertibel i R” med det inverse bestemt ved ligningen,

et =0,

Vi finder nemlig o (r "o (r) = o(r~1r) = ¢(1) = 1, og heraf fremgar pastanden. Det falger
specielt, at en ringhomomorfi ¢: R — R’ ved restriktion bestemmer en gruppehomomorfi
R* — (R’)* mellem grupperne af invertible elementer.

(3.3) Kerne og billede. Lad ¢: R — R’ veere en ringhomomorfi. Det ses let, at for hver
delring S C R er billedmangden ¢(S) en delring af R’. Specielt er billedmangden ¢(R) en
delring af R’. Den kaldes ogsa billedringen eller billedet for homomorfien ¢. Tilsvarende
ses, for hver delring S’ af R’, at originalmangden ¢ ~1(S’) er en delring af R.

Det ses let, at for hvert ideal a’ i R’ er originalmangden ¢ ~1(a’) et ideal i R. Specielt er
originalmangden ¢ ~1(0) etideal i R. Originalmangden ¢ ~1(0) kaldes kernen for homomor-
fien ¢. @jensynlig er ¢ —1(0) kernen, nér ¢ opfattes som homomorfi af kommutative grupper.
Det falger, at en ringhomomorfi ¢ er injektiv, hvis og kun hvis ¢ ~1(0) = (0).

Tilsvarende ses, at for hvert ideal a i R er billedmangden ¢ (a) et ideal i billedringen ¢ (R).

(3.4) Eksempel. (0) For to givne ringe R og R’ vil den trivielle homomorfi af grupper, der
afbilder alle elementer i R pa nul-elementet i R’, i almindelighed ikke veere en ringhomo-
morfi; en ringhomomorfi skal jo afbilde et-element pa et-element, og det er kun opfyldt for
afbildningen r — 0, hvis 1 = 0i R’, altsa hvis R’ er nul-ringen.

Det falger tilsvarende, at der ikke findes ringhomomorfier fra nul-ringen til en ring, der
ikke er nul-ringen.

(1) Hvis S C R er en delring, sa er inklusionsafbildningen, x — x for x € S, en injektiv
homomorfi S — R. Dens kerne er det trivielle ideal (0) i S.
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(2) Lad a € Rvereetideal. Den kanoniske afbildning R — R/aerafbildningenr — [r].
Den er en homomorfi af kommutative grupper, og det felger af (2.7), at afbildningen er en
ringhomomorfi. Den kaldes ogsa den kanoniske homomorfi. @jensynlig er den surjektiv.
Dens kerne er det givne ideal a.

(3) For hver ring R er afbildningen k — k1g en ringhomomorfi Z — R. Billedringen er
gjensynlig primringen i R. Homomorfiens kerne er et hovedideal (n) i Z, hvor vi kan antage
n > 0. Hvis n = 0, er homomorfien injektiv. Hvis n > 0, er n ordenen af et-elementet i den
additive gruppe. | begge tilfeelde er n altsa karakteristikken af R.

(3.5) Homomorfiseetningen. Lad der vare givet en surjektiv ringhomomorfix : R — R med
kernen a. Lad videre ¢: R — R’ veere en vilkdrlig ringhomomorfi. Antag, at ¢ forsvinder
pé a, altsd at ¢ (a) = {0}. Da findes en og kun én ringhomomorfig: R — R’ sdledes, at der
for alle r € R geelder ligningen,

ok (r)) = o(r). (35.1)

Bevis. Fra Homomorfisatningen for grupper ved vi allerede, at der findes en og kun én
homomorfi af additive grupper ¢: R — R’ séledes, at (3.5.1) er opfyldt. Det skal altsa vises,
at denne afbildning @: R — R’ ogsa er multiplikativ og afbilder et-element pa et-element.
Da « er surjektiv, har to vilkarlige elementer i R formen «(r) og «(s) for r,s € R. For
produktet har vi « (r)x (s) = «(rs). Produktet afbildes derfor ved @ pa ¢ (rs) = o (r)e(s),
alts& pa produktet af billederne. Videre er « (1) et-elementet i R, og dette element afbildes
ved @ pad ¢(1g) = 1x, altsd pa et-elementet i R’.

Hermed er Homomorfisatningen bevist. a

(3.6) Observation. Standardanvendelsen af Homomorfisatningen er pa den kanoniske ho-
momorfix: R — R/a, hvor aeretgivetideal i R. Hvishomomorfien: R — R’ forsvinder
pa a, sa findes ifalge Homomorfisatningen praecis én homomorfi g: R/a — R’ séaledes, at

o(rD = o), (3.6.1)

hvor [r] = r + a. Homomorfien ¢: R/a — R’ siges at veere induceret af ¢.
(3.7) Isomorfisaetningen. Lad ¢: R — R’ veere en ringhomomorfi. Den inducerede homo-
morfi, [r] = @(r), er da en ringisomorfi,

R/¢7H0) = o(R), (3.7.1)

af kvotientringen af R modulo kernen pa billedringen ¢ (R).

Bevis. Fra Isomorfiseetningen for grupper ved vi allerede, at (3.7.1) er en veldefineret additiv
gruppeisomorfi, og af Homomorfiseetningen (3.5) falger, at afbildningen er en ringhomomorfi.
Den er fglgelig en ringisomorfi. a

(3.8) Eksempel. Forengivenring R harhomomorfienZ — R, bestemtved k — k1g, kernen
nZ, hvor n er ringens karakteristik. Billedringen er primringen i R. Af Isomorfisaetningen
fas derfor en isomorfi af Z/n pa primringen i R.
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(3.9) Bemarkning. Homomorfi- og Isomorfisetningen for ringe er helt analoge til de tilsvarende seetninger
for grupper. Og det falger af beviserne, at de kan udledes af de tilsvarende satninger stort set ved at bemaerke,
at visse additive gruppehomomorfier ogsa er multiplikative. Det forholder sig tilsvarende med Noether’s
isomorfisaetninger. Den farste, for ringe, anvendes ikke ret meget. Den udsiger falgende:

Lad S veere en delring af R, og lad a vare et ideal i R. Da er summen S + a, bestaende af alle elementer
s+afors e Soga € a, endelring af R 0g a er et ideal i S + a. Yderligere er S N a et ideal i S, og der
findes en naturlig ringisomorfi,

S/(SNa)—=> (S + a)/a. (3.9.1)

Beviset for Noether’s fgrste Isomorfiseetning er en udmarket gvelse.

(3.10) Noether’s anden Isomorfisetning. Lad ¢: R — R’ vare en ringhomomorfi, og lad
ag veere kernen for ¢. Da galder:

Ved a — ¢(a) defineres en bijektiv afbildning fra mangden af de idealer a i R, der
omfatter ag, pa mengden af alle idealer i billedringen ¢(R). Den inverse afbildning er
bestemt ved o’ — ¢~1(a'), for idealer a’ i ¢(R).

For hvert ideal a i R med a D ag findes en kanonisk ringisomorfi,

R/a—= ¢(R)/¢(a). (3.10.1)

Bevis. Det skal vises, at under den bijektive forbindelse mellem undergrupper, kendt fra det
tilsvarende resultat for grupper, svarer ideal til ideal. Det skal desuden vises, at afbildningen
(3.10.1), der vides at vere en isomorfi af kommutative grupper, ogsa er en ringhomomorfi.
Det er let at eftervise begge pastande. a

(3.11) Observation. Noether’s anden Isomorfisetning anvendes oftest pa den kanoniske
(surjektive) homomorfi R — R/ag, hvor ag er et givet ideal i R. For et ideal a i R, med
a D ag, bestar billedet af sideklasserne a + ag, for a € a. Billedet kan altsa identificeres med
den additive kvotientgruppe a/ag, og denne kvotientgruppe er altsa et ideal i R/ag. Det er
saledes pastanden i Sztningen, at samtlige idealer i R/ag har formen a/ag, med et entydigt
bestemt ideal a 2 ag. Isomorfien (3.10.1) er her en isomorfi,

R/ag

R/a— )
a/ag

(3.12) Opgaver.

1. Lad ¢: R — R’ vaere en ringhomomorfi. Lad S og S’ vere delringe af henholdsvis R og
R’, og lad a og a’ veere idealer i henholdsvis R og R’. Vis, at ¢(S) er en delring af R’ og at
¢~ 1(8") er en delring af R. Vis, at o~ 1(a’) er et ideal i R, 0g at ¢(a) er et ideal i ¢(R). Er
@(a) etideal i R'?

2. Vis for hver ring R, at afbildningen k — k1 er en ringhomomorfi Z — R.

3. Vis, ndr d | n, at afbildningen [x],, — [x]s er en ringhomomorfi Z/n — 7Z/d.

4. Lad R veere en ring af primtalskarakteristik p. Vis, at R indeholder restklasselegemet I,
som delring.
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5. Antag, at R har primtalskarakteristik p. Vis, at afbildningen x — x? er en ringhomomorfi
R — R. Angiv egenskaber ved R, som sikrer, at homomorfien er injektiv.

6. Lad F = F(X, R) veere ringen af funktioner X — R,oglada € X. Vis, at f — f(a)
er en ringhomomorfi / — R. Beskriv kerne og billedring.

7. Vis Noether’s isomorfisatninger for ringe.
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4. Brgklegeme.

(4.1) Indledning. Vi har defineret legemet Q af rationale tal som delringen af R bestaende af
alle broker a/s := as~1, hvora, s € Z ogs # 0. Nar vi regner med braker, er det naturligvis
nok at vide, at brgkerne udger et legeme, der indeholder de hele tal, og at hver bregk kan
skrives som et produkt as—%, hvor a, s € Z og s # 0 og s~ er det inverse (i legemet Q) af
s. Heraf udleder man reglerne for at forleenge og forkorte braker,

au a

a_a (4.1.1)
sSu S
og beskrivelserne af addition og multiplikation,
4 é:m+3b’ ﬂ.é:@_ (4.1.2)
st st st st

AT disse beskrivelser fglger gyldigheden af de seedvanlige regneregler for braker.

Det er klart, at hvis vi i stedet for ringen Z af hele tal betragter en given kommutativ ring
R, og antager, at R er delring af et legeme L, s& kan vi tilsvarende bestemme et brgklegeme
bestéende af alle breker as—1 i L, hvora, s € R og s # 0, med tilsvarende regneregler.

En ring R, som er delring af et legeme, er ngdvendigvis et integritetsomrade. Vi viser i
dette kapitel, at for et givet kommutativt integritetsomrade R, som a priori ikke antages at
veaere delring af et legeme, kan vi konstruere et brgklegeme for R, og specielt et legeme, som
indeholder R. Denne konstruktion, anvendt pa ringen Z af hele tal, farer til legemet Q af
rationale tal, og konstruktionen viser altsa specielt, at det ikke er ngdvendigt at forudsatte
eksistensen af reelle tal for at definere de rationale tal. Mere interessant er det naturligvis, at
konstruktionen farer til brgklegemer for integritetsomrader, som ikke pa forhand er delringe
af legemer.

(4.2) Konstruktion. Lad R vere et givet kommutativt integritetsomrade. | konstruktionen
skeler vi til egenskaberne ved brgker fremhavet ovenfor. Hvert par (a, s) med s # 0 skal
bestemme en brgk, men flere forskellige par vil bestemme den samme brgk. Brgkerne ma
derfor svare til &kvivalensklasser af par med en passende a&kvivalensrelation.

Lad P veaere meangden af alle par (a, s), hvora,s € Rog s # 0. Da R er et integritets-
omrade, er us # 0, naru, s # 0. Hvis (a, s) eretpari Pogu # 0,saeru(a, s) := (ua, us)
altsd igen et par i P. Parret (ua, us) siges at fremga af parret (a, s) ved at forl&enge med u.
For to par (a, s) og (a’, s”) i P skriver vi

(a,s) ~ (@, s"),

hvis de to par kan forleenges til det samme par, altsa hvis der findes elementer u, u’ # 0
i R saledes, at u(a,s) = u’(a’,s’). Den herved definerede relation i mangden P af par
er gjensynlig symmetrisk. Den er refleksiv, fordi parrene (a, s) og (a, s) kan forlenges
med et-elementet 1 til parret 1(a,s) = (a,s). Endelig er relationen transitiv.: Antag, at
(a,s) ~ (a’,s") og at (a’,s") ~ (a”,s”). Der findes da elementer u, u’ # 0 saledes, at
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u(a,s) = u'(a’,s") og der findes elementer v’, v” # 0 saledes, at v'(a’, s’) = v’ (", s").
Det falger, at
v/u(a’ S) — v/u/(a/’ S/) — u/v/(a/’ S/) — u/v//(a//’ S//);

altsa er (a,s) ~ (a”,s”). Relationen er saledes en akvivalensrelation i maengden P. Vi
definerer en brgk som en &kvivalensklasse af par. Zkvivalensklassen, der indeholder et givet
par (a,s) € P kaldes brgken bestemt ved (a, s), 0g den betegnes a/s eller <. Parret (a, s)
kaldes et repraesentantpar for brgken a/s, og a og s kaldes, henholdsvis, teller og naevner
for parret. Bemeerk, at det er repraesentantparret, og ikke selve brgken, der har en teller og
en navner.

Akvivalente par (a, s) og (a’, s") ligger i samme &kvivalensklasse, og definerer altsa den
samme brgk. Specielt falger det, at brgken bestemt ved (a, s) ikke &ndres, nar vi forleenger
parret (a, s) til (ua, us). Med andre ord geelder ligningen,

(4.2.1)

ua a
us N
Lad K veere maengden af brgker, altsd mangden af &ekvivalensklasser. Lad os vise, at der

er en veldefineret addition og en veldefineret multiplikation i K saledes, at der for alle par
(a,s)og (b, t) i P gelder ligningerne,

+

=L (4.2.2)

st

b

a b ta+sb a b ab
s 1 s 1

st

Som sadvanlig skal det eftervises, at brgkerne pa ligningernes hgjresider ikke @ndres, nar
de givne par (a, s) 0og (b, t) erstattes med &kvivalente par. Det er gjensynlig nok at vise, at
hgjresiderne ikke &ndres, nar (a, s) forleenges, dvs nar (a, s) erstattes med u(a, s) for u # 0.
Nar (a, s) erstattes med u(a, s), fas de nye hgjresider,

t(ua) + (us)b uab

ust ust

Da t(ua) + (us)b = u(ta + sb), folger det af (4.2.1), at de to nye hgjresider er lig med de
gamle.
Bemeerk, at addition af to brgker, der er bestemt ved par med samme navner, er specielt
simpel:
b b
T (4.2.3)
S S S
Ifalge (4.2.2) er venstresiden nemlig (sa+sb) /ss, 0g derfor, ifalge (4.2.1), lig med hgjresiden.
Udregninger, hvori der indgar addition af flere braker, lettes ofte ved at bemzrke, at der
for givne endelig mange brgker altid findes reprasentantpar, der har den samme navner. Er
nemlig (a1, s1), ..., (an, s,) representantpar for de givne brgker, kan vi forlenge det i’te
par med produktet af de gvrige nevnere. Herefter har alle repraesentantparrene den samme
naevner, nemlig s1 - - - 5.
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(4.3) Seetning. Mangden K af alle brakera/s fora, s € R ogs # 0 udgar, med den ovenfor

bestemte addition og multiplikation, et legeme. Nul-elementet er broken 0/1 og et-elementet

er broken 1/1. For en brok a/s er den modsatte brok bestemt ved (—a)/s. For en brok a/s

som ikke er nul-elementet i K era # 0, og den inverse brok er bestemt som (a/s) ™ = s/a.
Endelig galder, at afbildningen a +— a/1 er en injektiv ringhomomorfi R — K.

Bevis. Det fremgar umiddelbart af ligningerne (4.2.2), at addition er kommutativ, at multipli-
kation er kommutativ og associativ, og at brgken 1/1 er neutralt element for multiplikation.

Den associative lov involverer tre brgker. Som bemerket i (4.2) kan vi antage, at de tre
breker har reprasentantpar med samme navner, altsa at brgkerne har formen a/s, b/s, og
c¢/s. Den associative lov for addition af brgker falger nu umiddelbart af (4.2.3). Tilsvarende,
for at vise, at multiplikation er distributiv mht addition, er det nok at betragte tre brgker af
formen a/s, b/t og c¢/t. Ved brug af ligningerne i (4.2) far vi, at

a <b+c>_a b+c alb+c)
s \t t/) s r st
a b+a c_ab ac_ab+ac
s t s t st st st

Brokerne pa hgjresiderne er ens, fordi den distributive lov gelder i R. Altsa galder den
distributive lov for braker.

Brgken 0/1 er neutralt element for addition. Da s0 = 0O for alle elementer s, har vi nemlig
0/1 = 0/s, og for en vilkarlig brek a /s far vi derfor, at

a 0 a O_a+0_a
s o s

s N

Af samme grund finder via/s + (—a)/s = (a —a)/s = 0/s = 0/1. Brgken (—a)/s er altsa
den modsatte til a/s.

Lad nu a/s vere en brgk, som ikke er nul-elementet 0/1. Da0/1 = 0/s, er a # 0. Altsa
er (s,a) € P,ogs/a erenbrgk. @jensynlig er (s/a)(a/s) = (sa)/(sa) = 1/1. Folgelig er
a/s invertibel, med brgken s/a som den inverse.

Hermed er det vist, at mengden K af alle bragker er et legeme.

Betragt endelig afbildningen @ — a/1. Det fremgar umiddelbart, at afbildningen er en
ringhomomorfi R — K. For at vise, at den er injektiv, er det nok at vise, at kernen kun
bestdr af 0. Antag altsa, at a/1 er nul-elementet 0/1 i K. Da er parrene (a, 1) og (0, 1)
akvivalente. Altsa findes elementer u, v # 0 i R saledes, at u(a, 1) = v(0, 1). Vi har altsa
(ua, u) = (0, v), og specielt ua = 0. Da R er et integritetsomrade, falger det, at a = 0.

Hermed er alle pastandene bevist. a

(4.4) Definition. Legemet K af alle braker a /s kaldes brgklegemet for det givne integritetsom-
rade R. Afbildningen a — a/1 er en injektiv ringhomomorfi R — K, sa integritetsomradet
R er isomorft med billedringen. Oftest identificerer vi elementerne i R med deres billeder,
og Vi skriver blot a for breken a/1. Med denne identifikation er R en delring af brgklegemet.
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(4.5) Eksempler. (1) Brgklegemet for integritetsomradet Z er som navnt legemet Q af
rationale tal.

(2) For en aben, sammenhangende delmangde €2 af C udger de holomorfe funktioner pa
Q et integritetsomrade H(£2). Man kan vise, at brgklegemet er legemet M () af sakaldt
meromorfe funktioner pa Q.

(3) For et givet legeme L kan man betragte den sakaldte polynomiumsring L[X] i én
variabel X. Den er et integritetsomrade. Brgklegemet kaldes legemet af rationale funktioner
i én variabel, og det betegnes L(X).

(4) Mere generelt har ringen L[X1, ..., X,] af polynomier i r variable som brgklegeme
legemet L(X1, ..., X,) af rationale funktioner i r variable.

(4.6) Opgaver.
1. Vis, for et integritetsomrade R, at (a, s) ~ (a’, "), hvis og kun hvis sa’ = s'a.
2. Vis, at ethvert legeme af karakteristik 0 indeholder de rationale tals legeme Q.

3. Lad L vere et legeme, og lad R veare en delring. Vis, at brgklegemet for R naturligt kan
identificeres med delringen af L bestéende af alle produkter as %, fora, s € R og s # 0.

4. Afbildningen f — D(f) := f’ er en derivation i polynomiumsringen L[X], dvs der
geelder ligningerne D(f + g) = D(f) + D(g) og D(fg) = fD(g) + D(f)g. Vis, nar L er
et legeme, at der er en veldefineret derivation i breklegemet L(X), bestemt ved ligningen,

D(é) _ D(f)gg—ZfD(g) .
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5. PID og UFD.

(5.1) Indledning. 1 det falgende betegner R et fast kommutativt integritetsomrade. Vi vil
undersgge betingelser, der sikrer, at resultater svarende til Aritmetikkens Fundamentalseatning
galderi R. Denne sa&tning udsiger som bekendt, at ethvert helt tal, som ikke er 0 eller 1, har
en fremstilling som £1 gange et produkt af primtal, og at fremstillingen er entydig bortset fra
ombytning af primfaktorerne. Ved hjeelp af dette resultat kan en reekke problemer vedrarende
divisorer mm umiddelbart lgses for de hele tal.

Et (stort) naturligt tal, der er skrevet som produkt af to mindre tal er blevet ,reduceret”.
Primoplgsningen af et tal er den ultimative reduktion: tallet er faktoriseret som produkt af
tal, der ikke kan reduceres yderligere. Primtal er altsa tal, som ikke kan reduceres. Det er en
velkendt yderligere egenskab ved primtal, at et primtal, der gar op i et produkt, ngdvendigvis
gar op i en af faktorerne.

Begge disse egenskaber kan efterspgrges for elementer i et givet integritetsomrade. Som
vi skal se, er de to egenskaber i almindelighed forskellige. Det er i gvrigt formalet med dette
kapitel at udvikle en generel faktoriseringsteori. Anvendelsen er dels pa polynomier (som
introduceres senere), dels pa visse talringe. De sidste anvendelser er nok de mest spendende.
Vi bergrer nogle af dem i naste kapitel.

Vi har forudsat, at R er et (kommutativt) integritetsomrade. Specielt er R altsa ikke nul-
ringen, s i R er 0 # 1. Desuden falger det, at forkortningsreglen gelder i R, jfr (1.12)(3):

r#00grx=ry = x =y.

(5.2) Definition. Lad a veere et element i R. For et element d € R siger vi, at d er divisor
i a, eller at a er et multiplum af 4, eller at d gar op i a, og vi skriver d | a, hvis der findes et
element g € R sdledes, at a = gd. Bemark, at nul-elementet O er specielt: ethvert element
er divisor i 0; nul-elementet O er kun divisor i O.

For en enhed u € R* har vi ligningerne a = (au=Y)u = u=Y(ua) og det falger, at u og
ua er divisorer i a. Mere generelt, hvis a = gd, sd er a = (qu~1)(ud) 0g ua = (uq)d.
Udsagnet d |a er altsa ensbetydende med udsagnet ud |a, og ensbetydende med udsagnet
d|ua. | de fleste spargsmal vedrarende divisorer er to elementer, der afviger fra hinanden
ved multiplikation med en enhed fra R, altsa , lige gode®. Vi siger, at a 0og a’ er associerede,
hvis der findes en enhed u saledes, at a’ = ua.

Det falger specielt, at enhederne og elementerne associerede med « altid er divisorer i a;
de er de trivielle divisorer i a.

Etelementq € R kaldes irreducibelt, hvis g ikke er 0 eller en enhed og ¢ kun har trivielle
divisorer. Den sidste betingelse — at ¢ kun har trivielle divisorer — kan alternativt udtrykkes
som falger: de eneste faktoriseringer af g som et produkt ¢ = ab er de trivielle, hvor en af
faktorerne a eller b er en enhed (og den anden fglgelig er associeret med g).

Et element p € R kaldes et primelement, hvis p ikke er O eller en enhed og p opfylder
betingelsen, for alle a, b € R,

plab — plaeller p|b. (5.2.1)
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(5.3) Lemma. Et primelement er irreducibelt.

Bevis. Antag, at p er et primelement i R. Betragt en ligning p = ab. Det skal vises, at a
eller b er en enhed. Ligningen kan skrives 1p = ab, sa specielt er p|ab. Primelementet p
gar derfor op i en af faktorerne a eller b. Vi kan antage, at p | b, altsdat b = rp med r € R.
Det falger, at p = ab = arp. Her kan p bortforkortes, og det fglger, at 1 = ar. Altsa er
faktoren a en enhed (med » som det inverse element). a

(5.4) Lemma. Egenskaber ved elementer i R modsvarer egenskaber ved de tilharende ho-
vedidealer:

(1) u erenenhed <— (u) = R.

(2) a’ er associeretmeda < (a’) = (a).

(3) derdivisoria <= a € (d) < (a) C (d).

(4) d ertriviel divisoria <= (d) = (a) eller (d) = R.

(5) q erirreducibelt <= ¢q # 0 0og (¢) er maksimalt blandt agte hovedidealer.
(6) p eretprimelement <= p # 0 0g (p) er et primideal.

Bevis. (1) Som bekendt betegner («) hovedidealet Ru. Hvis u er en enhed, findes s € R
saledes, at su = 1; det falger forst, at 1 € (), og dernaest, at » = r1 € (u) for alle r € R.
Altsa er (u) = R. Antages omvendt, at (1) = R, saer 1 € (u), og folgelig er 1 = su med et
element s € R; altsa er u en enhed (med s som det inverse element).

(2) Hvis a’ er associeret med a, er a’ = ua med en enhed u. Fglgelig er a’ € (a), 0g
heraf falger, at (a’) < (a). Desuden er a = va’, med v := u~1, og derfor er (a) C (a’).
Altsa er (a’) = (a). Antag omvendt, at (a’) = (a). Hvis a = 0, falger det umiddelbart, at
0gsd a’ = 0; specielt er a og a’ associerede. Antag derfor, at a # 0. Vi har a’ = ua og
a = va’, med elementer u, v € R. Vi udleder, at a = va’ = vua. Da a # 0, kan faktoren a
bortforkortes, og det falger, at 1 = vu. Altsd er u en enhed; da a’ = ua, er a’ associeret med
a.

(3) Denne pastand er triviel.

(4) Pastanden falger umiddelbart af (1) og (2).

(5) Et irreducibelt element ma ikke vaere 0. | beviset kan vi derfor antage, at g # 0.
Tilsvarende kan vi antage, at ¢ ikke er en enhed, idet dette, ifglge (1), er &kvivalent med at
(gq) er et ®gte ideal. Ifelge (3) og (4) svarer divisorerne d i ¢ til de elementer d € R, for
hvilke

(q) € (d) SR, *)

0g d er en triviel divisor i ¢, hvis og kun hvis en af de to inklusioner i (*) er en lighed. At
g kun har trivielle divisorer betyder med andre ord, at de to inklusioner i (*) ikke begge kan
veere skarpe, altsa at intet gte hovedideal (d) kan veere strengt starre end (¢). Hermed er
(5) bevist.

(6) Et primelement ma ikke vare 0. | beviset kan vi derfor antage, at p # 0. Tilsvarende
kan vi antage, at p ikke er en enhed, idet dette, ifglge (1), er kvivalent med at (p) er et &gte
ideal. Betingelsen (5.2.1) for at p er et primelement er gjensynlig aekvivalent med betingelsen
(2.9.1) for at (p) er er primideal. Altsa gelder pastanden i (6). i
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(5.5) Hovedidealomrade. Integritetsomradet R kaldes et hovedidealomrade, hvis alle idealer
i R er hovedidealer. Et hovedidealomrade hedder pa engelsk et ‘Principal Ideal Domain’, og
vi vil kort skrive PID for hovedidealomrade.

Det fremgar af Satning (2.3), at ringen Z er et PID. Det er et fundamentalt resultat om
polynomier, at polynomiumsringen L[X] med koefficienter i et legeme L er et PID.

Bemark, at definitionen af et PID i en vis forstand er parallel med e-§-definitioner fra
analysen: for at bevise, at et givet integritetsomrade R er et PID, skal det vises, at der for alle
idealer a i R eksisterer et element d i R saledes, at a = (d).

(5.6) Note. Beviserne for at Z er et PID og for at polynomiumsringen L[X] for et legeme L
er et PID bygger pa satningerne om division med rest. De to beviser har falles traek, der kan
udmgntes i et generelt resultat:

Numerisk betingelse for PID. Antag for integritetsomradet R, at der er givet en funktion
v . R — 7, som er nedad begraenset og opfylder, at for hvert d # 0 og for hvert a findes et
element g saledes, at v(a — qd) < v(d). Daer R et hovedidealomrade.

Bevis. Lad a veere et ideal i R. Det skal vises, at a er et hovedideal, altsa at der eksisterer et
element d € a sdledes, at a = (d). Eksistensen er klar, hvis a = (0), sa vi kan antage, at
a # (0). Der findes altsa elementer r # 0 i a. Da funktionen v: R — Z er nedad begraenset,
kan vi betragte det mindste af tallene,

v(r), hvorrea, r #0.
Dette mindste tal har formen v(d), hvor d € a, d # 0. Det pastas, at
a=(d).

Dad € a, harvitrivielt (d) C a. Vimangleratvise, fora € a,ata € (d). Af forudsatningen
falger, at vi kan finde ¢ € R saledes, at differensen r := a — gd opfylder uligheden,

v(r) < v(d).

Daa caogqd € (d) C a,vilogsdr =a —qd € a. Hvisr # 0, er v(r) < v(d) i modstrid
med valget af d. Falgelig har vi r = 0, og dermed er a = qd € (d), som gnsket. a

Et integritetsomrade R kaldes en euklidisk ring, hvis der findes en funktion v: R — Z
med egenskaben i den numeriske betingelse. En euklidisk ring er altsa et PID. Ringen Z er en
euklidisk ring, idet funktionen v(a) := |a| har egenskaben. Polynomiumsringen L[X], med
koefficienter i et legeme L, er euklidisk, idet funktionen v( f) := deg( f) har egenskaben (nar
nul-polynomiet tilleegges graden —1).

(5.7) Seetning. Antag, at R er et PID. Da er et element p € R irreducibelt, hvis og kun hvis
det er et primelement. Hovedidealet (p) frembragt af et sadant element er et maksimalideal,
og kvotientringen R /(p) er et legeme.
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Bevis. Ifglge Lemma (5.3) gaelder ,hvis“ i ethvert integritetsomrade. Antag omvendt, at
p € R erirreducibelt. Ifglge Lemma (5.4)(5) er hovedidealet (p) sa maksimalt blandt de
&gte hovedidealer. Da alle idealer i R er hovedidealer, falger det, at (p) er maksimalt blandt
de a&gte idealer, altsa at (p) er et maksimalideal. Ifglge Korollar (2.13) er et maksimalideal
et primideal. Altsa er (p) et primideal. Da p # 0, slutter vi af Lemma (5.4)(6), at p er et

primelement.
Undervejs sa vi, for et irreducibelt element p, at hovedidealet (p) er et maksimalideal. Af
Seetning (2.12) felger, at kvotientringen R/(p) er et legeme. a

(5.8) Definition. Lad a veereetelementi R. Enfremstillinga = d; - - - dy, hvord; € R, kaldes
ogsa en oplgsning af a i faktorerne d4, . . ., dy. Oplgsningen kaldes en irreducibel oplgsning,
hvis faktorerne er irreducible, og en primoplgsning, hvis faktorerne er primelementer.

Ethvert element a € R har trivielle oplgsninger med to faktorer af formen a = u(u'a),
hvor den ene faktor « er en enhed (og den anden er associeret med a); hver af de to faktorer har
yderligere trivielle oplgsninger. Etirreducibelt element har kun sadanne trivielle oplgsninger.
Aten oplgsninga = q1 - - - g er irreducibel betyder altsa, at de enkelte faktorer ¢; kun trivielt
kan oplgses yderligere.

(5.9) Lemma. Primoplasninger er entydige i folgende forstand: Er p1, ..., ps 09 q1, - .., q:
primelementer i R, og er produktet p1 - - - ps associeret med produktet gy - - - g, Sders = t,
og efter en passende permutation af q; ’erne er q; associeret med p; fori =1, ...,s.

Bevis. Det er antagelsen, at der findes en enhed u € R og en ligning,
upi---ps =qi1---q. (1)

Specielt gar primelementet p; op i produktet g1 - - - ;. Altsd gar p, op i en af faktorerne ;.
Vi kan antage, at p; er divisor i g;. Da ¢, er et irreducibelt element, jfr Lemma (5.3), ma p;
endda vare en triviel divisor i g;, og da p, ikke er en enhed, ma p, veere associeret med g; .
Vi har altsd p; = vg, med en enhed v € R. Ved indsettelse i (1) far vi,

uvpl - ps—149r = q1-- - qr-14:.
Da g; # 0 kan vi bortforkorte ¢;:
(uv)pr---ps—1=q1- - qr—1.

Produktet p1 - - - ps—1 er derfor associeret med produktet g1 - - - g,—1. Induktivt, fx ved induk-

tion efter s, folger det, at s — 1 = r — 1 og at der efter permutation af faktorerne g1, ..., g/—1
geelder, at g; er associeret med p; fori =1,...,s— 1. Altsder s = t, og da g var associeret
med py, er det gnskede vist. i

(5.10) Oplgsninger. Entydigheden i lemmaet geelder specielt, hvis de to produkter er ens.
Hvis et element @ i R har en primoplgsning, a = p1 --- p; med primelementer p;, sa er
fremstillingen altsé entydig i den forstand, at antallet s af faktorer er entydigt bestemt og de
enkelte faktorer, pa n&er ombytning og associering, er entydigt bestemte.
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Som vi senere skal se, geelder det tilsvarende resultat for irreducible oplasninger ikke i
almindelighed. Hvis den tilsvarende entydighed geelder for vilkarlige irreducible oplgsninger
i et integritetsomrade R, siger vi kort om R, at irreducible oplgsninger er entydige.

Om R siger vi, med lidt lgsagtighed i sprogbrugen, at primoplasninger eksisterer for alle
elementer, hvis de eksisterer for alle elementer, der ikke er 0 eller en enhed, altsa hvis ethvert
sadant element kan skrives som produkt af primelementer. Tilsvarende siger vi, at irreducible
oplasninger eksisterer for alle elementer, hvis hvert element a i R, som ikke er O eller en
enhed, har en irreducibel oplgsning.

De to egenskaber, eksistens og entydighed af irreducible oplasninger, er uafhaengige. | de
ringe, vi senere vil anvende teorien p4, vil irreducible oplgsninger eksistere, men de vil ikke
ngdvendigvis veere entydige.

(5.11) Seetning. For et integritetsomrade R er falgende tre betingelser &kvivalente:

Q) (@) Irreducible oplasninger eksisterer for alle elementer, og
(b) irreducible oplasninger er entydige.

(i) (@) Irreducible oplasninger eksisterer for alle elementer, og
(c) hvert irreducibelt element i R er et primelement.

(iii) Primoplasninger eksisterer for alle elementer.

Bevis. Bemark, at det er den samme betingelse (a), der indgar i bade (i) og (ii).

Hvis (c) er opfyldt, er enhver irreducibel oplgsning en primoplgsning. Det faglger derfor,
at (ii) = (iii). Da primoplgsninger er entydige ifalge (5.9), falger det ogsa, at (ii) = (i).

Vi mangler at vise, at (i) = (ii) og at (iii) = (ii). Det fglger af Lemma (5.3), at en
primoplasning er en irreducibel oplgsning. Falgelig vil (iii) = (a). For at vise, at (iii) = (ii),
er det altsa nok at vise, at (iii) = (c). For at vise, at (i) = (ii), skal det vises, at (i) = (c).

Vi skal altsa vise betingelsen (c), dels under antagelse af (iii), dels under antagelse af (a)
og (b). Lad ¢ veere et irreducibelt element. Det skal vises, at g er et primelement.

Antag farst, at (iii) er opfyldt. Betragt en primoplgsning af ¢g. Da ¢ er irreducibelt, har
det kun trivielle oplgsninger. Primoplgsningen har derfor kun én faktor. Falgelig er g et
primelement.

Antag dernast, at (a) og (b) er opfyldt. For at vise, at ¢ er et primelement, antager vi, at
g |ab. Det skal vises, at g |a eller ¢ | b. Ethvert element er divisor i 0, sa vi kan antage, at a
og b er forskellige fra 0. Da g | ab har vi en ligning, med r € R,

rq = ab. 1)

Daab # 0, er r # 0. Antag ferst, at intet af elementerne r, a, b er en enhed. Da kan vi
ifglge eksistensantagelsen i (a) finde irreducible oplgsninger: a = ay---a; 09 b = by - - - by
ogr =r1---r,. Indsattes i ligningen (1), fas ligningen,

rl...ruq:al---asbl"'b[. (2)

Alle faktorer i ligningen (2) er irreducible. Ifglge entydighedsantagelsen i (b) ma den irredu-
cible faktor ¢ pa venstresiden derfor ogsa forekomme (pa ner associering) pa hgjresiden. Vi
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kan antage, at g er associeret med a;. Men sa er ¢ specielt divisor i a;. Da ay | a, felger det,
atqg|a.

Hvis et af elementerne r, a, b er en enhed, er det let at modificere argumentet. Igen er
konklusionen, at ¢ er divisor i a eller i b.

Hermed er de gnskede implikationer eftervist. a

(5.12) Definition. Integritetsomradet R kaldes en faktoriel ring, hvis de &kvivalente beting-
elser i Sztningen er opfyldt. En faktoriel ring hedder pa engelsk et ‘Unique Factorization
Domain’, og vi vil kort skrive UFD for faktoriel ring.

Vi bemerker, at ringen Z er et UFD. De irreducible elementer i Z er jo, bortset fra fortegn,
primtallene, og at betingelsen (i), om eksistens og entydighed af irreducible oplgsninger, er
opfyldt, er indholdet i Aritmetikkens Fundamentalsatning.

For atvise, at et givet integritetsomrade, R, eret UFD, skal man eftervise en af betingelserne
(i), (i), eller (iii). I praksis vil det ofte veere forholdsvis let at indse, at hvert element a, der
ikke er O eller en enhed, har en irreducibel oplgsning: Hvis a ikke selv er irreducibelt, har
vi en ikke-triviel faktorisering a = ajap. Hvis de to faktorer ikke er irreducible, kan vi
yderligere faktorisere, osv. Ved hver faktorisering stiger antallet af faktorer. Hvis der altsa er
betingelser pa ringen R, som sikrer, at en sadan proces ma stoppe, er betingelsen (a) saledes
opfyldt. Det vil seedvanligvis vaere mindre oplagt, at (b) eller (c) er opfyldt.

(5.13) Lemma. Lad R veere en ring, hvori irreducible oplasninger ikke eksisterer for alle
elementer. Da findes i R en uendelig falge af elementer ay, ay, ... saledes, at a; 1 er en
ikke-triviel divisoria; fori = 1,2, ....

Bevis. Det er forudsetningen, at der i R findes elementer a med fglgende egenskab: a er ikke
0, a er ikke en enhed, og « kan ikke skrives som produkt af irreducible elementer. Det er nok
at vise, at hvert element a med denne egenskab har en ikke-triviel divisor a” med den samme
egenskab.

Antag altsd, at a ikke er 0 og ikke er en enhed og at a ikke kan skrives som produkt af
irreducible elementer. Specielt kan a sa ikke selv veere et irreducibelt element. Vi kan derfor
skrive a = a’a”, hvor a’ og a” er ikke-trivielle divisorer i a. Elementerne a’ og a” er begge
forskellige fra 0, da a’a” = a # 0. Ingen af dem er enheder, idet de begge er ikke-trivielle
divisorer i a. Hvis bade a’ og a” kunne skrives som produkt af irreducible elementer, ville vi
ved indsettelse i a = a’a” opna en fremstilling af  som et produkt af irreducible elementer,
I modstrid med antagelsen. Fglgelig vil mindst en af de to divisorer a” og a” opfylde, at den
ikke kan skrives som et produkt af irreducible elementer; denne divisor er derfor en ikke-
triviel divisor i a med den gnskede egenskab. a

(5.14) Note. Antag for integritetsomradet R, at der er givet en funktionv : R — 7, som
er nedad begranset og opfylder, at for hverta # 0 i R og hver ikke-triviel divisor a’ i a er
v(a') < v(a). Da eksisterer irreducible oplasninger for alle elementer i R.

Bevis. | modsat fald ville der nemlig findes en uendelig falge a1, az, az, ... som angivet i
Lemma (5.13), og sa ville ulighederne,

v(ap) > v(az) > v(az) > ---,
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veere i modstrid med at v: R — Z var nedad begraenset. a
(5.15) Hovedsatning. Et PID er et UFD.

Bevis. Antag, at R er et hovedidealomrade. Vi efterviser betingelsen (5.11)(ii). Det skal altsa
vises, at irreducible oplgsninger eksisterer, og det skal vises, at hvert irreducibelt element er
et primelement. Det sidste er indeholdt i Seetning (5.7). Det forste vises indirekte. Antag
altsa, at irreducible oplgsninger ikke eksisterer for alle elementer. Af Lemma (5.13) fas, at
der eksisterer en uendelig falge a1, ay, . .. af elementer i R sdledes, at a; 1 er en ikke-triviel
divisoria;. For de tilhgrende hovedidealer far vi af Lemma (5.4)(3),(4) de skarpe inklusioner,

(a1) C(a2) C(az) C---.

Lad a veere foreningsmaengden af idealerne (a;). Det pastas, at a er et ideal i R. Betragt to
elementer a, b i foreningsmaengden a. Vi hara € (a;) 09 b € (a;), med passende i 0g ;.
Antager vi for eksempel, ati < j, sder (a;) < (a;), og derfor ligger bdde @ og b i (a;). Da
(aj) er et ideal, folger det at a + b € (a;). Altsé ligger a + b i foreningsmangden a. For
r € R ligger ra i (a;), da (a;) er et ideal; fglgelig ligger ra i foreningsmangden. Endelig
ligger nul-elementet i (a1) og dermed i foreningsmangden.

Foreningsmangden a er altsa et ideal. Af forudsatningen falger derfor, at a er et ho-
vedideal. Der findes altsa et element ¢ € a sdledes, at a = (c). Elementet ¢ ligger i
foreningsmangden, og altsa i (ay) for passende k. Altsa er (c¢) € (ay). Vi har nu inklusio-
nerne,

(¢) € (ak) C (ak+1) C - S a= (o),

der gjensynlig er den gnskede modstrid. Hermed er Hovedsetningen bevist. a

(5.16) Eksempel. (1) I ringen Z af hele tal er enhederne tallene 1. At regne pa nar
associering betyder altsa at regne pa naer fortegn. Hvert tal forskelligt fra O er associeret med
netop ét positivt tal. Efter den sedvanlige definition er primtallene de positive irreducible
elementer i Z. Som navnt i (5.5) er ringen Z et PID, og derfor ifglge Hovedsatningen et
UFD. Beviset for Hovedsztningen er essentielt et af de klassiske beviser for Aritmetikkens
Fundamentalsetning.

Af Saztning (5.7), eller af betingelsen (5.11)(c), falger, at et primtal er et primelement i
Z, hvilket er den velkendte egenskab, at et primtal, der gar op i et produkt, ma ga op i en af
faktorerne. Undervejs, i (5.7), genfandt vi resultatet, at kvotientringen Z/(p), for et primtal
p, er et legeme.

(2) I polynomiumsringen L[X], hvor L er et legeme, er enhederne de konstante polynomier
forskellige fra 0. At regne pa ner associering betyder altsa at regne pa nar multiplikation
med en konstant forskellig fra 0. Hvert polynomium forskelligt fra O er associeret med netop
ét normeret polynomium. Som navnt i (5.5) er L[ X] et PID. Ifglge Hovedsatningen er L[X]
altsd et UFD.

Spergsmalet om hvilke (normerede) polynomier i L[X], der er irreducible, afhaenger i
hgj grad af legemet L. | almindelighed er alle farstegradspolynomier X — a irreducible.
Et polynomium, der har @ € L som rod, er deleligt med fagrstegradspolynomiet X — a. Et
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polynomium af grad mindst 2, som har en rod, er derfor altid reducibelt. For polynomier
af grad 2 eller grad 3 ma en af faktorerne i en ikke-triviel faktorisering veere af grad 1.
Polynomier af grad 2 eller 3 er derfor irreducible, hvis og kun hvis de ikke har rgdder i L.

Algebraens Fundamentalsatning udsiger, at ethvert polynomium af positiv grad i C[X]
har en kompleks rod. Ethvert polynomium af grad mindst 2 i C[X] er derfor reducibelt.
De irreducible polynomier i C[X] er altsa netop farstegradspolynomierne. Lad os vise, at i
ringen R[X] er de irreducible polynomier netop farstegradspolynomierne og andengradspo-
lynomierne uden reelle redder. Betragt hertil i R[X] et normeret irreducibelt polynomium f
uden reelle rgdder. Polynomiet f har en kompleksrod &. Da f har reelle koefficienter er det
konjugerede tal £ ligeledes rod i f, og da & ikke er reel, er & . Tallene £ og & er derfor to
forskellige redder i f. Falgelig er f delelig med produktet g := (X — £)(X — &). Produktet
g har reelle koefficienter, thier & = a + ib far vi (X — £)(X — &) = (X — a)? + b®. Vi har
altsa en faktorisering,

f=gh,

og da g og f har reelle koefficienter, har ogsa 4 reelle koefficienter. Da f er irreducibel, ma
faktoriseringen veere triviel, dvs 4~ ma vare konstant. Da f og g er normerede, ma vi have
h =1,0galtsd f = g. Vi har saledes vist, at de normerede irreducible polynomier i R[X] er
forstegradspolynomierne X — a og andengradspolynomierne (X — a)? + b2, hvor b # 0.
Vi viser senere, at polynomierne X" — 2 forn = 1,2, 3, ... er irreducible polynomier i
QI[X]. I polynomiumsringen Q[ X] findes altsa irreducible polynomier af enhver grad > 1.

(5.17) Bemeerkning. Vi viser senere, at hvis R er en faktoriel ring, s er ogsa polynomiumsringen R[X]
en faktoriel ring. Specielt, for R = Z, folger det, at ringen Z[X] af polynomier med heltalskoefficienter er
en faktoriel ring. Det sidste resultat skyldes Gauss, og det almindelige resultat kaldes Gauss’ Setning. Det
falger induktivt, at en polynomiumsring i » variable,

R[X1,...,X.],
med Kkoefficienter i en faktoriel ring R, igen er en faktoriel ring.

(5.18) Note. | en faktoriel ring R tenkes ofte valgt et repraesentantsystem for primele-
menterne, dvs en mangde P af primelementer med den egenskab, at ethvert primelement i
R er associeret med netop ét primelement i P. Efter et sadant valg har primelementerne ¢
i R altsa en fremstilling ¢ = up med en entydigt bestemt enhed u og et entydigt bestemt
primelement p € P. Indsatter vi i en primoplgsning af et element a # 0,

a = ql PR qs’
for de enkelte faktorer g; en sadan fremstilling g; = up, kan vi samle de fremkomne enheder

u i et produkt af enheder og de fremkomne elementer p € P, der forekommer flere gange,
kan vi skrive som potenser. Herved opnas en fremstilling,

a :upi‘l ...pg"’
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hvor u er en enhed og elementerne p1, ..., p, er forskellige elementer i P. Idet vi om
forngdent tilfgjer potenser med eksponent 0, kan oplgsningen skrives

azul_[pal’,

peEP

hvor produktet er over alle (sedvanligvis uendelig mange) elementer p i P, men hvor kun
endelig mange eksponenter «,, er forskellige fra 0. Denne fremstilling, som vi ofte ogsé kalder
primoplgsningen af a, er entydig i den forstand, at enheden « og eksponenterne «, > 0, for
p € P, er entydigt bestemt ved a. Det ses, at ogsa enhederne i R har en sadan oplgsning,
nemligmed o, = Oforalle p € P. Alle elementer forskellige fra 0 har altsa en primoplgsning
i denne forstand.

Betragt endnu et element d # 0 i R, med primoplgsningen,

dzvnp‘sl’.

peP

AT primoplgsningernes entydighed falger, at 4 er divisor i a, hvis og kun hvis §,, < o), for
alle p e P
Specielt ses, at ,,pa neer associering” er antallet af divisorer i a bestemt som produktet,

[]@+0,

peEP

idet jo o, + 1 er antallet af eksponenter 6, med 0 < 8, < «,. Produktet er naturligvis
endeligt i den forstand, at kun endelig mange faktorer er forskellige fra tallet 1.

(5.19) Note. | integritetsomradet R siges et element d at veere en starste feelles divisor for
elementer a, b, hvis d er en felles divisor for a, b (dvs d er divisor i bade a og b), og hvis
enhver feelles divisor for a, b er divisor i d. Tilfeldet, hvor et af elementerne «, b er nul-
elementet, er ikke sa interessant: elementet b er en starste felles divisor for 0, b, ogsa hvis
b =0.

| ringen Z er elementerne totalt ordnet, og ordningen bruges i den saedvanlige definition
af starste feelles divisor for to hele tal. | den generelle situation er der ikke nogen ordning af
elementerne, og i definitionen ovenfor er det i stedet en velkendt egenskab ved storste feelles
divisor, der er generaliseret. Det skal understreges, at i den generelle situation eksisterer en
starste feelles divisor ikke ngdvendigvis.

Det falger af definitionen, at en sterste feelles divisor er entydig pa naer associering: hvis
bade d; og dy er en starste faelles divisor for a, b, sa er dy divisor i dy og do er divisor i dy;
falgelig er dq 0g d» associerede.

| et UFD eksisterer starste feelles divisor altid. Betragt nemlig elementer a, b, d forskellige
fra 0 i en faktoriel ring R, med primoplgsninger,

azunpap, bzvl_[p’sf’, dzwnpaf’.

pEP pEP peEP
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Da er d en falles divisor for a, b, hvis og kun hvis 6, < «, 0g §, < B, for alle p. Det
fremgar umiddelbart, at det element d, der bestemmes ved at eksponenterne i primoplgsningen
er, ;= min{a,, B}, er en starste feelles divisor for a, b.

| et PID kan en starste felles divisor d for a, b skrives pa formen d = xa + yb med
x,y € R. Betragt nemlig for to elementer a, b i R summen Ra + Rb, bestaende af elementer
af formen xa + yb. Summen er gjensynlig et ideal i R. Da R er et PID, er summen et
hovedideal. Der findes altsa et element d € R saledes, at vi har ligningen,

Ra + Rb = Rd.

Elementet a ligger pa venstresiden, og derfor i Rd. Altsa er d divisor i a. Tilsvarende er
d divisor i b. Elementet d er altsa en felles divisor for a, b. Pa den anden side ligger d i
summen, sa d har formen d = xa + yb. Det folger, at enhver felles divisor for a, b ogsa er
divisor i d. Altsa er d en starste felles divisor for a, b.

Lad os endelig bemarke, at i en euklidisk ring, jfr Bemarkning (5.6), kan den starste
feelles divisor bestemmes ved en algoritme, der er en umiddelbar generalisering af Euklid’s
klassiske algoritme.

(5.20) Opgaver.

1. Lad R vere et integritetsomrade. For elementer a, b € R\{0} skriver via < b, hvisa |b
0g a ikke er associeret med b. Vis, at ‘<’ er en ordensrelation i mangden R\{0}. Hvilke
elementer i maengden R\ {0} er minimale? Og maksimale? Er ordningen total? Er relationen
‘gar op i’ en ordensrelation?

2. Vis, at relationen “associeret med’ er en &kvivalensrelation.

3. Begrund, at argumentet i (5.13) viser felgende: Et binart trae, som ikke er endeligt, har
en uendelig gren.

4. Vis, for et primtal p, at talringen Z,,y (bestaende af alle braker a/s, hvor p 1 s) er et PID
og at den kun indeholder ét primelement (pa nar associering).

5. Vis, for et legeme L, at potensraekkeringen L[[X]] er et PID og at den kun indeholder ét
primelement (pa nar associering).
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6. Kvadratiske talringe.

(6.1) Indledning. Talringe er delringe af ringen C af komplekse tal; de er specielt kom-
mutative integritetsomrader. Den simpleste er ringen Z af hele tal. | dette kapitel kigger
vi neermere pa en familie af talringe, de kvadratiske talringe. | disse talringe eksisterer der
irreducible oplasninger for alle elementer; i nogen af talringene er irreducible oplasninger
entydige. Som vi skal se, giver den generelle teori for faktorielle ringe ikke-trivielle, klassiske
resultater om de hele tal.

(6.2) Setup. | det fglgende betragter vi et fast normeret andengradspolynomium med hel-
talskoefficienter,
X2 +bX + ¢ € Z[X], (6.2.1)

0g Vi betegner med & en af de to (komplekse) redder i polynomiet.
Polynomiet har diskriminanten D = b? — 4c, s& af den s&dvanlige lgsningsformel falger,

at
—b++/D

= 5 ,
her er /D den saedvanlige (ikke-negative) kvadratrod, hvis D > 0, og v/D := iv/—D,
hvis D < 0. Vi antager om polynomiet, at diskriminanten D ikke er et kvadrat (pa et helt
tal). Specielt er D # 0, sa polynomiet har to forskellige redder. Med &’ betegner vi den
anden rod. Vi kan fx vedtage, at £ er roden, der fremkommer med fortegnet + i (6.2.2), altsa
£ =(—b++/D)/2;sherg = (—b—+/D)/2. Dag og &’ er de to rgdder i (6.2.1) folger det,
at

£ hvor D = b? — 4c; (6.2.2)

E+&=-b EE=c, o9 (E-E)=D. (6.2.3)
Tallet £ kan veere reelt (nemlig nar D > 0) eller imaginart (nemlig nar D < 0).

Antagelsen om at D ikke er et kvadrat medfarer, at roden & er et irrationalt tal, dvs & ¢ Q.
Antag nemlig, indirekte, at & var en brgk, & = a/s, hvor vi kan antage, at s > 1 og ata 0og s
er primiske. Af ligningen (a/s)? + b(a/s) + ¢ = 0 fés, ved multiplikation med s, at

a® = s(—ba — cs).

Ethvert primtal, der g&r op i s, gér derfor ogsa op i a® og dermed op i a. Det falger, at
s = 1. Altsé er £ = a, og vi har ligningen a® 4+ ba 4+ ¢ = 0. For diskriminanten far vi
D = b% — 4¢ = b% + 4(a® + ba) = (2a + b)?, i modstrid med at D ikke var et kvadrattal.

(6.3) Observation. Under antagelserne i (6.2) galder: (1) Delmangden af C,
ZIg] = {x+ y& | x,y € Z}, (6.3.1)

er en delring.
(2) For a € Z[&] geelder, at i fremstillingen o« = x + y& med x, y € Z er koefficienterne
x, y entydigt bestemt.
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(3) Konjugering, bestemt ved at tallet« = x + y& € Z[£] afbildes pa tallet o’ := x + y&/,
er en ringisomorfi af talringen Z[£] pd sig selv. Den er involutorisk i den forstand, ato” = o.
(4) Foralle = x + y& € Z[&] er tallene « + o’ 0g e’ hele tal, og

N(a) i= ad’ = x> — bxy + cy°. (6.3.2)

Endelig er « — N(«) en multiplikativ afbildning N: Z[¢] — Z.

Bevis. (1) Tal x € Z har fremstillingen x = x + 0&, sd Z C Z[£]; specielt ligger tallene 1 og
—11iZ[&]. Betragttotal @y = x1 4+ y1£ 09 a2 = x2 + y2& i delmaengden Z[£]. For summen
finder vi a1 + a2 = (x1 + x2) + (y1 + y2)&. Det folger, at Z[£] er stabil under addition. For
produktet finder vi ligningen,

a1an = x1x2 + (X1y2 + y1x2)€ + y1y0&2. (6.3.3)

Da & er rod i polynomiet (6.2.1) er €2 = —c — b&. Indszttes dette udtryk for &2 pa ligningens
hgjreside ses, at a1a ligger i Z[£]. Altséa er Z[£] ogsa stabil under multiplikation. Fglgelig
er Z[&] en delring.

(2) Entydigheden af fremstillingen falger af, at £ ikke er et rationalt tal: Afto fremstillinger,
a = x + y& = x1 + &, far vi nemlig ligningen (y — y1)é = x1 — x. Hvis y1 # y, ville det
folge af ligningen efter division med y — y1, at & er et rationalt tal. Altsd er y; = y, og sa
fealger det af ligningen, at x1 = x.

(3) Af definitionen (x + y&) := x + y&’ felger umiddelbart, at konjugering er en ad-
ditiv homomorfi, og at konjugering af hele tal er den identiske afbildning; specielt afbilder
konjugering 1 pd 1. Tallene £ og £’ er rgdder i X? + bX + ¢, S& vi har €2 = —c — b& og
(£")2 = —c — b&'. Konjugering afbilder derfor £2 pa (¢/)2. Af ligningen (6.3.3) falger nu,
at konjugering ogsa er multiplikativ. Altsa er konjugering en ringhomomorfi. Den farste
ligning i (6.2.3) kan omskrives:

g =—b—E&. (6.3.4)

Heraf fremgar specielt, at &’ € Z[£]. Da Z[£] er delring, felger det, at o’ = x + y&' € Z[£].

Konjugering afbilder altsa delringen Z[£] ind i sig selv. Af (6.3.4) falger ogsa, at £” = &, og

heraf falger videre, at o” = o for alle o« € Z[&]. Konjugering, som en afbildning af Z[£] ind

i sig selv, er altsa ,,sin egen inverse®; specielt er konjugering bijektiv. Hermed er (3) eftervist.
(4) Af (6.2.3) falger umiddelbart, at

(x + yE) + (x + &) = 2x — by, (x + y&)(x + y&') = x* — bxy + cy?.

Specielt gaelder (6.3.2). Da hgjresiderne gjensynlig er hele tal, er o« + «’ € Z og aa’ € Z.
Da konjugering er en multiplikativ afbildning, falger det for «, g € Z[£], at

N(@p) = af(ap)’ = apa’f = aa'Bp’ = N(a) N(B).

Afbildningen N: Z[£] — Z er altsa multiplikativ. a



RNG 6. Kvadratiske talringe 217

(6.4) Definition. En delring R € C, der er af formen R = Z[&] som beskrevet i (6.3),
kaldes en kvadratisk talring, og tallene heri kaldes kvadratiske tal. Talringen kaldes reel eller
imaginer eftersom tallet & er reelt eller imagineert (dvs ikke-reelt).

Fora = x + y& € Z[&] kaldes tallet N(a) = aa’ med et gammelt ord for normen af «.
Det falger af (6.3)(4), at normen er multiplikativ. Nulreglen galder for komplekse tal, sa hvis
aa’ = 0, sa ma en af faktorerne vaere 0. Hvis o’ = 0, sd er ogsd @ = «” = 0. Med andre
ord: Normen N(«) er kun 0, hvis « = 0.

Ringen Z[¢] omfatter de hele tal, og for et helt tal x fglger det af definitionen, at x” = x.
Normen af x er derfor kvadratet N(x) = x?2.

Polynomiet (6.2.1) har specielt reelle koefficienter. Med roden £ er derfor ogsa det kom-
plekst konjugerede tal £ rod. Dette er naturligvis uinteressant i det reelle tilfeelde, hvor
£ = £. | det imaginere tilfelde er & # &. Folgelig er & = &’. Heraf falger videre, for
o =x + y& € Z[€], at

a=x+yE=x+yE=x+y§ =d.

Heraf ses i det imaginere tilfeelde, at konjugering af tal i Z[£], som defineret i (6.3)(3), blot
er seedvanlig kompleks konjugering. Det falger, at oo’ = @, sa i det imaginere tilfeelde har
vi ligningen

N(@) = aa = |of*;
normen N(«) er altsd kvadratet pa den numeriske vardi af o; specielt er N(«) > 0.

| det imaginere tilfeelde (D < 0), er tallet £ ikke reelt. Idet vi pa sedvanlig made opfatter
C som et 2-dimensionalt vektorrum over R, er tallene 1 og & en basis. Tallenea = x + y& i R
kan altsa opfattes som de vektorer, der er heltalslinearkombinationer af de to basisvektorer;
de kaldes ogsa gitterpunkter mht basen 1, £. Elementerne i Z[£] kan anskueliggeres pa en

777177
11177777
7717

og N(a) er kvadratet pa afstanden mellem punkterne 0 og « i planen.

| det reelle tilfeelde er tallet & reelt, og dermed er alle tal i Z[£] reelle. Altsa er Z[£] en
delring af R, og pa en figur vil alle tallene i Z[£] ligge pa den reelle akse. Det er ikke sa sveert
at vise, at de ligger overalt teet:

0 1 £ 11— 3¢

Normen N(«) har ingen fortolkning i forhold til figuren.
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(6.5) Note. Den kvadratiske talring Z[&] afhaenger kun af diskriminanten D af polynomiet
(6.2.1). Betragt nemlig endnu en kvadratiske talring Z[£1], hvor &1 er rod i et polynomium
X2 + b1X + c1 € Z[X] med samme diskriminant, b3 — 4c; = D. Det folger specielt, at
b1 = b (mod 2). | formlen (6.2.3) og den tilsvarende formel for &7, kan vi antage, at /D
optreeder med samme fortegn, idet vi ellers erstatter £ med &’. Det folger, at &1 = k + &,
hvor k .= —(b1 — b)/2 er et helt tal. Specielter &1 € Z[£]. Da Z[£] er en ring, felger det, at
x + y& € Z[€] foralle hele tal x, y. Altsa er Z[£1] € Z[£]. Symmetrisk har vi den modsatte
inklusion, og dermed den pastaede lighed.

Ethvert tal D, som modulo 4 er kongruent med O eller 1, er en diskriminant. Hvis D er
lige, har vi nemlig D = —4c, s& D er diskriminanten af polynomiet X2 + ¢, og hvis D er
ulige, er D = 1 — 4c, s& D er diskriminanten af polynomiet X2 + X + c. @jensynlig er —4c¢
et kvadrattal, hvis og kun hvis ¢ = —d? med et helt tal d, og 1 — 4c er et kvadrattal, hvis og
kun hvis ¢ = —d(d — 1) med et helt tal d. De kvadratiske talringe med henholdsvis lige og
ulige diskriminanter er altsa ringene Z[£], hvor & er rod i et polynomium, henholdsvis,

X2 + ¢, hvor c ikke er af formen —d?,
X%+ X + ¢, hvor c ikke er af formen —d(d — 1).

De numerisk mindste diskriminanter,
-12,-11, -8, -7, -4, —-3,5,8,12, 13,17, 20,

fas fra polynomierne,

X°4+3, X°+X+3, X?+2, X?+X+2, X2+1, X2+ X+1,
X244 X -1, X2-2, X2-3, X?+X-3, X2+ X -4, X255,

(6.6) Eksempel. (1) Tallet i = /=1 er rod i polynomiet X2 + 1, der har diskriminant —4.
Ringen Z[i] bestar af komplekse tal x + yi, hvor x, y er hele tal, altsa af de komplekse tal,
hvor real- og imaginzrdel er hele tal. Ringen Z[i] kaldes Gauss’ talring. Som eksempel pa
en udregning i Z[i] har vi ligningerne,

(5+i)* = (24+410i)? = 22(119+120i) = 2(1+i)(1 —i)(1194120i) = 2(1+i)(239+1i).

Ligningen giver relationer mellem de to siders argumenter og normer. Argumentet for tallet
x + iy erarctan 2, ndr x > 0. Ligningen i Gauss’ talring giver derfor ligningen mellem
argumenterne,
4 arctan l -z + arctan i
5 4 239°
en formel, der er velegnet til beregning af = (Machin, 1706).

Tallet x + yi har normen x? + y?, som er kvadratet p& den numeriske vaerdi. Specielt er
N(5 + i) = 26 = 2-13. Ligningen i Gauss’ talring giver derfor for normerne, at 24 - 13* =
22.2.(2392 +1), alts3

2.13% =2392 + 1.
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(2) Tallet 7 := (1 4+ +/5)/2 (., det gyldne snit) er rod i polynomiet X? — X — 1, der har
diskriminant 5. Ringen Z[t] bestar af tal x + yt, hvor x, y er hele tal, og regning i Z[r]
foregér ved at udnytte, at 7> =  + 1. Som eksempel pé en udregning har vi ligningerne,

2+ 1) = 4+ 1%+ 41)% = (54 57)% = 52(2 + 31).

(6.7) Enhederne. Betragt den kvadratiske talring R = 7Z|[&]. Ettal e € R er da en enhed i
R, hvis og kun hvis N(¢) = +1.

Bevis. Normen er en multiplikativ afbildning N: R — Z, og N(1) = 1. Antag, at ¢ er en
enhedi R, altsd at der findesettal n € R sdledes, aten = 1. Heraf fasN(e) N(n) = N(1) =1,
og sa falger det, at N(e) er en enhed i Z (med N(n) som den inverse). Derfor er N(¢) = +£1.

Antag omvendt, at N(¢) = +1, altsd at e’ = +1. Daer e(£¢’) = 1. Det folger, da
+¢’ € R, at ¢ er invertibel i R (med +¢’ som den inverse). i

(6.8) Den kvadratiske ligning. Betragt den kvadratiske talring R := Z[£]. Elementerne i R
er tal af formen o« = x + y&, og x, y er entydigt bestemte hele tal. Derfor svarer tal « € Z[£]
bijektivt til par (x, y) € Z x Z af hele tal. Ifalge (6.3.2) er N(x + y&) = x? — bxy + cy?.
Vi udleder heraf:

For et givet helt tal k er der en bijektiv forbindelse mellem tal « € R med N(«) = k og par
(x,y) € Z x Z, som tilfredsstiller ligningen,

x2 —bxy+cy? =k. (6.8.1)

Ligningen er et af de simpleste eksempler pa en sakaldt diofantisk ligning, dvs en ligning,
hvortil man sgger heltalslgsninger. | ligningen er b, ¢, k givne hele tal (og det er forudsat,
at D = b? — 4c ikke er et kvadrattal). At Igse ligningen svarer alts til at bestemme de tal
a € R, der har en given norm k. Som navnt i (6.4) gelder N(«) = 0 kun for « = 0. Heraf
falger, at ligningen (6.8.1) for k = 0 kun har den trivielle lgsning (x, y) = (0, 0), men det er
nu ogsa let at se direkte.

Par (x, y) af hele tal kan opfattes som gitterpunkter i planen R?, dvs som punkter med
heltalskoordinater. De reelle Igsninger til ligningen (6.8.1) udgar et keglesnit i R?, og det
diofantiske problem bestar i at bestemme hvilke gitterpunkter, der ligger pa dette keglesnit.
Mere preecist udger lgsningerne en ellipse, nar D < 0 og k > 0, og en hyperbel, nar D > 0

AW
/ N\
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I det imaginere tilfelde (D < 0) er det diofantiske problem trivielt: ellipsen er en be-
graenset delmangde af R?, og indeholder derfor kun endelig mange gitterpunkter.

Det reelle tilfelde (D > 0) er mere interessant. Man kan vise, at der pa hyperblen er
enten ingen eller uendelig mange gitterpunkter. Af speciel interesse er tilfeldet k = +1,
altsa ligningen,

x2 — bxy + cy? = +1. (6.8.2)

Ligningen, med de to vaerdier k = 1, bestemmer to hyperbler (altsa fire hyperbelgrene).
Som diofantisk ligning kaldes den ogsa Pell’s ligning. Det er et fundamentalt resultat af
Lagrange, at Pell’s ligning altid har uendelig mange lgsninger, svarende til at hyperblerne
indeholder uendelig mange gitterpunkter. Atlgse ligningen, med heltalsveerdier af x, y, svarer
ifglge (6.7) til at bestemme enhederne i ringen R. Ligningen har altid de trivielle lgsninger
(x,y) = (%1, 0), svarende til at tallene 1 og —1 er enheder i R. At ligningen (6.8.2) har
uendelig mange lgsninger betyder, at der i i ringen R findes uendelig mange enheder; specielt
er der altid enheder ¢ # £1 i det reelle tilfeelde.

| det imaginere tilfelde (D < 0) udger tallene i Z[£] et gitter i den komplekse plan, jfr
(6.4), og normen er kvadratet pd den numeriske veerdi: N(«) = |«|?. Specielt er normen
altid ikke-negativ, sa ligningen (6.8.1) har ingen lgsninger hvis k < 0. Hvis k > 0, ses det,
at tallene « med N(o) = k netop er gitterpunkterne pa cirklen med radius +/k. Det falger
(igen), at ligningen (6.8.1) kun har endelig mange lgsninger. Ligningen (6.8.2), for k = 1,
svarer til at bestemme gitterpunkterne pa enhedscirklen.

(6.9) Bemaerkning. Imaginare enheder. Antag, at D < 0. Lad os her vise, at enhederne i R = Z[¢] kun
er =1, med undtagelse af fglgende to tilfeelde:

D =-3, hvor R* = {1,¢z,¢% ¢%,¢% ¢5),
D = —4, hvor R* = {1,i,i%,i%).

hvor ¢ = 1 + £+/3 er en 6°te enhedsrod (og i som seedvanlig er en 4’de enhedsrod).

Bevis. Det er klart, at vi altid har {1} € R*, og vi skal (bl.a.) vise, at lighed gelder med mindre D = —3
eller D = —4. Antag, at inklusionen er &gte, altsa at der findes en enhed & = u + v&€ € R med ¢ # +1. Da
D < 0, er N(a) > 0. Specielt gelder for enheden ¢, at ce’ = 1. Polynomiet (X — ¢)(X — &’) har ¢ som rod,
og det har hele koefficienter ifglge Observation (6.3)(4). Da e’ = 1, er ¢ altsd rod i et polynomium,

X’ +eX+1 medecZ. *)
Diskriminanten er ¢? — 4 og lig med kvadratet (¢ — &)%. Da s = u + v&, er e — ¢’ = v(€ — &’). Derfor er
e —4=(e—¢) =& -£)v? =v’D.

Dae # +1,erv # 0. Da D < 0, mé vi have 2 —4 < 0, og derfor er e = +1 eller e = 0. | det farst tilfeelde
erv’D =1 — 4 = —3, og heraf folger D = —3 (og v = +1). | det andet tilfaelde er v2D = —4, og heraf
folger D = —4 (og v = £1) (da D = —1 er udelukket).

Polynomiet X2 — X + 1 har diskriminant —3 og roden ¢. Hvis D = —3, fglger det, jfr Note (6.5), at
R = Z[¢]. Enhederne bestemmes ved at Igse ligningen x2 + xy + y?> = 1 med x, y € Z. Omskrivningen
(x+ %y)2 + %yz = 1 viser, at |y| < 1, og herefter er det klart, at den fuldsteendige lgsning til ligningen er
+(1, 0), (0, 1), og £(1, —1). Der er altsa 6 Igsninger, svarende til at de 6 potenser af ¢ er samtlige enheder.
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Polynomiet X2+ 1 har diskriminant —4 og roden i. Hvis D = —4, fglger det, jfr Note (6.5), at R = Z[i],
hvor vi allerede har bestemt enhederne som de 4 anfgrte potenser af ;. 0

Hermed er gruppen R* af enheder bestemti alle tilfeelde. Oversattil etudsagn om lgsninger (x, y) € ZxZ
til den diofantiske ligning:

x2 —bxy+cy? =1, hvorb,ceZogD :=b?>—4c <0,

er det vist, at de eneste lgsninger er de 2 trivielle lgsninger (£1, 0), undtagen hvis D = —3, hvor der er
yderligere 4 lgsninger +((» + 1)/2,1) og £((b — 1)/2, 1), eller hvis D = —4, hvor der er yderligere 2
lgsninger +(b/2, 1).

Eksempel. Ligningen x? — 5xy + 7y? = 1 har diskriminanten D = 5% — 4.7 = —3. Den har derfor de 6
lgsninger +(1, 0), +(3, 1) og +(2, 1) og ikke andre heltalslgsninger.

(6.10) Bemarkning. Reelle enheder. Antag, at D > 0. Den diofantiske ligning (6.8.2) kaldes som navnt
Pell’s ligning. At lgse ligningen svarer til at bestemme enhederne i R = Z[¢]. Som navnt kan man vise,
at der altid findes enheder forskellige fra +1 i R. Mere precist kan man vise, at gruppen R* af enheder ¢
bestar af alle elementer +e;" for n € Z, med en passende enhed 1 # +1. Der er fire mulige valg af 1,
nemlig med e, 0gsa —e; og is{l. Disse fire enheder kaldes grundenhederne. Hvis grundenheden ¢; har
normen 1, sa er N(+£e{") = 1 for alle n; i dette tilfeelde findes altsd ingen enheder ¢ med N(g) = —1. Hvis
grundenheden &1 har normen —1, sa er N(£e{") = (—=1)". Enhederne med norm 1 er altsd enhederne af
formen e = £&J", hvor e, 1= 2.

Grundenheden har formen &1 = u; + v1& med hele tal u; og v1. Oversat til et udsagn om lgsninger
(x,y) € Z x Z til Pell’s ligning,

x2 —bxy+cy? =41, hvorb,ceZogD :i=b?>—4c >0,

og D ikke er et kvadrattal, er pastanden altsa fglgende: Der eksisterer altid en ikke-triviel grundlgsning,
dvs en lgsning (u1, v1) sdledes, at samtlige heltalslasninger er

+(u,,v,), fornelZ,
hvor u,, og v, er bestemt ved ligningen,
(u1 +v18)" = up + veé.
Hvis grundlgsningen lgser ligningen x? — bxy + cy? = 1, sd har ligningen x2 — bxy 4+ cy?> = —1 ingen

lzsninger. Hvis grundlgsningen lgser ligningen x2 — bxy +cy? = —1, s& fas samtlige lgsninger til ligningen
x? — bxy + cy? = 1 ud fra lgsningen (u2, vy).

Eksempel. Ligningen x? — 13y? = +1 har diskriminanten —4(—13) = 52. Parret (18, 5) er en lgsning, idet
182 — 13.52 = —1. Man kan vise, at (18, 5) er grundlgsningen. For at bestemme en Igsning til ligningen
x? — 13y? = 1 udregner vi kvadratet,

(18 + 5+/13)? = 18-18 4+ 5.5:13 + 2-18 - 54/13 = 649 + 180/13.

Parret (649, 180) er altsé en lgsning til x2—13y? = 1. Den ,naste” lgsning fas ved at kvadrere 649+180+/13,
som giver lgsningen (842401, 233640).

(6.11) Divisorer. Betragt den kvadratiske talring R = Z[&]. Fortotalw ogd i R, med § £ 0,
er § divisor i o, hvis der findes et tal B € R saledes, at @ = 85. Ligningen o = 88 medfarer
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naturligvis, at B er det komplekse tal o /5. At § er divisor i o betyder altsa, at kvotienten « /8,
som a priori blot er et komplekst tal, igen er et tal i R. @jensynlig er

a o ad’

5 88 NG

(6.11.1)

Pa hgjresiden ligger teelleren, aé’, i R = Z[£], sa telleren har formen x + y& med hele tal
x, y. Navneren, n := N(8), er et helt tal forskelligt fra 0. Kvotienten «z/8 har altsa formen
(x/n) + (y/n)& med hele tal x, y, n hvor n # 0, altsa formen

A+ uE, hvori, ueQ. (6.11.2)

For et komplekst tal, der kan fremstilles pa formen (6.11.2), er fremstillingen entydig, dvs
koefficienterne A og w er entydigt bestemte; det er vist i Observation (6.3) under antagelse
af at A, u € Z, men beviset er det samme, nar A, u € Q. Specielt ligger et tal af formen
(6.11.2) i Z[&], hvis og kun hvis de to koefficienter A og w er hele tal.

Det er saledes simpelt at afgare, om §, i ringen R, er divisor i o: Fremstil kvotienten
/8 ved hjeelp af udregningen i (6.11.1) pa formen (6.11.2), og undersgg, om de fremkomne
rationale koefficienter A og n begge er hele tal. Det skal understreges, at problemet er helt
trivielt, hvis § = d er et helt tal. For 8 = u + vé& har vi nemlig, at Bd = (du) + (dv)é&; tallet
a = x + y& er saledes deleligt med d, hvis og kun hvis bade x og y er delelige med d, dvs
hvis og kun hvis d er en felles divisor for x, y.

Fx geelder i Z[i], at 2+5i er divisor i 4—19i, idet
4—-19 (4-19)(2—-5i) —87—58i
2+5  (2+5i)@2-5) 29

(Ligningen (2 + 5i)(—3 — 2i) = 4 — 19i giver naturligvis et enklere bevis for at 2 + 5i er
divisori 4 — 19i.) Derimod er 2+5i ikke divisor i 44+19i, idet

4+19% (4+19)(2-5) 103+18 103 18

245 2+50(2-5) 29 29 29"
Tilsvarende geelder i Z[+/3], at 10 — /3 er divisor i 1 — 165+/3, idet

1-165v/3  (1—165v3)(10++/3)  —485—16493 _5_17V3
10-v3  W0-310+v3 9 |

(6.12) Seetning. Lad @ og § # 0 veere to tal i den kvadratiske talring R = Z[&]. Hvis$§ |
ringen R er divisor i o, sa gaelder i ringen Z, at N(8) er divisor i N(«). Yderligere galder,
nar § er divisor i, at 8 er en triviel divisor, hvis og kun hvis N(8) i ringen Z er en triviel
divisor i N(«), dvs hvis og kun hvis enten N(§) = + N(«) eller N(§) = +1.

Bevis. Antag, at « = 88 med B € R. Da N: R — Z er multiplikativ, far vi ligningen
N(a) = N(8) N(B) i ringen Z. Heraf fglger den forste pastand. At § er en triviel divisor i o
betyder, at § er en enhed eller at g er en enhed. Ifglge (6.7) indtreeffer det, hvis og kun hvis
enten N(8) = 1 eller N(8) = +£1. Heraf fglger den anden pastand. a

= -3 —2i.
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(6.13) Korollar. I en kvadratisk talring R = 7Z[&] eksisterer irreducible oplasninger for alle
elementer.

Bevis. Dette folger af Note (5.14), idet vi som funktion v: R — Z kan bruge funktionen
v(a) := | N(a)|. Gjensynlig er v nedad begranset, og det falger af Seetning (6.12), at hvis §
er en ikke-triviel divisor i «, sd er v(8) < v(«). a

(6.14) Lemma. Lad R = Z[&] vere en kvadratisk talring, og lad m = x + y& veere et element
i R, hvor koefficienterne x, y er primiske. Betragt falgende tre betingelser pa r :

(i) 7 er et primelement i R.
(if) N(r) = £ p, hvor p er et primtal.
(iii) 7 er irreducibelti R.

Da gelder: ()= (ii)=(iii). Hvis R er faktoriel, er alle tre betingelser e&kvivalente.

Bevis. (i)=(ii): Antag, at 7 er et primelement. Specielt er 7 sa ikke 0 og ikke en enhed,
og sa er |N(w)| > 1. Derfor har | N(z)| en primoplgsning som et produkt af sedvanlige
primtal. Primelementet = gar op i |N(w)| = Znn’; derfor gar = op i en af produktets
faktorer, lad os sige, at 7 | p, hvor p er et seedvanligt primtal. Nu er p = v med et element
8 € R. For normerne folger det, at p2 = N(8) N(xr). Heraf falger videre, at N(7) = +1
eller N(r) = =+p eller N(x) = +p®. Den farste mulighed kan udelukkes, da 7 ikke
er en enhed. Den tredie mulighed kan ogsé udelukkes: var nemlig N() = +p?, s var
N(§) = &1, og dermed § en enhed; er ¢ = u + v& den inverse til §, sa folger af p = 7, at
7w =é&p = pu+ pvé,altsd x = pu og y = pv, i modstrid med at x, y var primiske. Tilbage
bliver altsa den anden mulighed, N(7) = 4 p, som gnsket.

(if)=(iii): Antag, at N(r) = £p, hvor p er et primtal. En ikke-triviel divisor i  ville
sa have en norm, der var en ikke-triviel divisor i primtallet p, hvilket er umuligt. Altsa har
7 kun trivielle divisorer. Af (6.7) falger, at 7 ikke kan veere en enhed, og trivielt er = # 0.
Derfor er 7 irreducibel.

Nar R er faktoriel, geelder som bekendt, at irreducible elementer og primelementer er de
samme. Specielt geelder sa, at (iii)= (i), og sa er alle betingelserne &kvivalente. i

Mere generelt ses, som i beviset for (ii)=(iii), at hvis | N(;r)| > 1, og hvis intet element i
R har en norm, der er en ikke-triviel divisor i N(r), sa er r irreducibel i R.

Man kan vise, at betingelserne (i) og (ii) er ekvivalente uden forudsatning om at R er
faktoriel, se Bemerkning (6.24).

(6.15) Eksempel. (1) Betragt Gauss’ talring R := Z[</—1] = Z[i]. For normen har vi
N(x +iy) = x%+ y2. Fortallet 1 +i er N(1 +i) = 12 + 12 = 2 et primtal; altsd er 1 + i
irreducibelt i R. Tilsvarende er N(2 + i) = 22 + 12 = 5, s tallet 2 + i er irreducibelt.
Ligningerne, i formen2 = (1+i)(1 —i)0og5 = (2 4+ i)(2 — i) viser ogsa, at primtallene 2
og 5 er reducible i Z[i].

Ligningen x2 4+ y? = 3 har gjensynlig ingen heltalslgsninger. Derfor har intet element i
R normen 3. For tallet 3 € R er N(3) = 32, sé en ikke-triviel divisor i 3 (inden for R) ville
have norm 3, hvilket er udelukket. Derfor er primtallet 3 irreducibelt i R.



224 Ringe og legemer

(2) Betragt ringen R := Z[+/—5], med diskriminant D = —20. Med £ := /=5 har vi
N(x + y€) = x2 4+ 5y2. Vihar N1+ +/—=5) = 1+5 = 2-3. Ingen elementer i R har
gjensynlig norm 2 eller norm 3. Altsa kan intet element i R veere en ikke-triviel divisor i
1+ +/=5. Tallet 1 + /=5 er altsa et irreducibelt element i R. Af samme grund falger det,
at 1 — /=5 er irreducibel. Da N(2) = 22 og N(3) = 32, falger det tilsvarende, at 2 og 3 er
irreducible. Vi har altsd i Z[+/—5] to irreducible oplasninger af tallet 6,

6=2-3=(1++/=501—+/-5).

(3) Betragt ringen R := Z[+/10], med diskriminant 40. Det péstas, at tallene 2 og 5
irreducible. Det skal hertil vises, at ligningerne x2 — 10y?2 = +2 og x2 — 10y? = +5
ikke har heltalslgsninger. For den farste ligning regnes modulo 5: for en lgsning ville vi fa
x2 = £2, i modstrid med at et kvadrat modulo 5 er kongruent med 0, 1, eller 4. For den anden
ligning regnes modulo 8. Det er klart, at x mé veere ulige, og falgelig er x2 = 1. Videre er
—10y2 = 6y2 og 6y er kongruent med 0 ndr y er lige og kongruent med 6 nér y er ulige.
Altsd er x2 — 10y? kongruent med 1 eller 7, i modstrid med at x2 — 10y2 = 45,

Nu falger det videre, at tallet +/10 er irreducibelt, thi +/10 har norm —10, og en ikke-
triviel divisor i ~/10 matte derfor have norm +2 eller 5. Vi har altsd i Z[+/10] to irreducible

oplasninger af tallet 10,
10=2-5=+/10-+/10.

(6.16) Seetning. (1) De kvadratiske talringe Z[i] (Gauss’ talring) og Z[~/2] er hovedideal-
omréader (og dermed faktorielle ringe).
(2) De kvadratiske talringe Z[/—5] 0g Z[+/10] er ikke faktorielle ringe.

Bevis. (1) For R := Z[i] viser vi, at den ved v(«) := N() = ||? definerede funktion
v: R — Z har den i Bemarkning (5.6) nevnte egenskab. Funktionen er nedad begranset,
idet v(a) > 0. Vi skal altsa vise, for givne tal §, « i Z[i] med § # 0, at der findes ettal 8 € R
med v(a — B8) < v(8). Denne ulighed er gjensynlig ensbetydende med uligheden,

5o

Idet tallene B € R er gitterpunkterne x 4+ yi med x, y € Z, ser vi, at der for ethvert komplekst
tal w € C findes et gitterpunkt 8, hvis afstand til w hgjst er % gange leengden af diagonalen
i et kvadrat med siden 1, alts& hajst ~/2/2. For hvert w e C kan vi altsa, med et gitterpunkt
B, opfylde uligheden,

N7

- Bl < ==
w—pl< =

specielt, for w := «/8, kan vi opfylde uligheden (*).

For R := Z[+/2] anvender vi igen resultatet (5.6), denne gang pé funktionen v : R — Z
givet ved v(a) := | N(@)| = |aeer’|. Vi skal her, for givne tal « = a + b+/2 09 8 = ¢ + d/2
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med § # 0, bestemme B = x + y+/2 € Z[+/2] sdledes, at v(e — B8) < v(8). Efter division
med [88’| = v(8) fas den ensbetydende ulighed,

/

G-8G -8 <1 (%)

Tallet /8 har formen A + +/2 med A, u € Q, jfr (6.11), og det er let at se, at ' /8’ s& har

formen A — u+/2. Videre er g = x + y~/2. Uligheden (**) kan derfor omskrives til falgende
ulighed:

0. —x)% —2(u — y)?| < 1. (%)

Her er 2, 1 specielt reelle tal. Vikan finde heletal x, y € Z, sdat A —x| < 3 og |u—y| < 3.
Med dette valg af x og y er venstresiden i (***) endda hgjst lig med (1/2)2 +2(1/2)? = 3/4.
Uligheden (***), og dermed (**), er altsa specielt opfyldt.

Det fremgér af beviset, at de to talringe Z[i] og Z[+/2] endda er euklidiske ringe.

(2) For ringene R = Z[+/—5] og Z[+/10] har vi vist i (6.15), at irreducible oplgsninger
ikke er entydige for alle elementer. Disse ringe er altsa ikke faktorielle. a

(6.17) Bemaerkning. | nogle tilfelde kan vi argumentere direkte for at givne elementer i R er irreducible.
Antag, at D < 0, altsé at R = Z[£] er imaginer. Vi viser for hele tal k, som opfylder |k — b/2| < |D|/4 -1,
at tallet k + & i R kun har trivielle divisorer.

Antag hertil, at 1+ |k — b/2| < |D|/4, og at § er en ikke-triviel divisor i k + &. Koefficienten til £ i k + &
er 1. De eneste hele tal, der gar op i k + £ er derfor +1. Altsd er § = x + y&, med y = 0. Af samme grund
forekommer & med koefficient forskellig fra 0 i (k + £)/8. Denne koefficient bestemmes ved udregningen
(hvor vi kun interesserer os for koefficienten til &),

k+§& _ (k+8&)(x + y&" _ x —ky
x+y&  (x+y&5(x+ y&) N(x + y§)

£,

og den er altsa et helt tal forskelligt fra 0. For koefficienten far vi udtrykket,

x —ky _ 1 (&/y—b/2) —(k—b/2)

x2—bxy+cy? y  (x/y—b/2)2+|D|/4

Pa hgjresiden er den farste brek, 1/y, numerisk hgjst 1. 1 den anden brgk er navner og teller en sum af
to led. Telleren er numerisk hgjst lig med summen af de numeriske veerdier. Ifglge forudsstningen har
vi specielt, at |k — b/2| < |D|/4. Hvis |x/y —b/2| > 1, s&er |x/y — b/2| < (x/y — b/2)?; heraf falger
umiddelbart, at teelleren numerisk er mindre end naevneren. Hvis |x/y — b/2| < 1, sa er telleren numerisk
mindre end 1+ |k —b/2|, og derfor mindre end | D|/4. Igen er teelleren altsd numerisk mindre end navneren.
Den anden brgk er saledes i begge tilfeelde numerisk mindre end 1. Hgjresiden er derfor numerisk mindre
end 1. Da den var et helt tal forskelligt fra nul, er den gnskede modstrid opnaet.

(6.18) Bemaerkning. Man ved ikke, om der blandt de reelle kvadratiske talringe er uendelig mange
faktorielle. For de imagineere kvadratiske talringe er situationen noget simplere. Vi vil her vise, for en lang
reekke negative diskriminanter, at den tilhgrende kvadratiske talring ikke er faktoriel.

De imaginare kvadratiske talringe har formen R = Z[¢], hvor £ er rod i X? + X + ¢ med ulige
diskriminanent 1 — 4c eller rod i X? 4 ¢ med lige diskriminant D = —4c, forc = 1,2, .... Vi viser for en
lang raekke veerdier af ¢, at R ikke kan veere UFD. Til ¢ = 1 svarer D = —3 0g D = —4, hvor ringen faktisk
er PID. | det fglgende antages, at ¢ > 2.
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| uligheden |k — b/2| < =1+ |D|/4 fra (6.17) eraltsd b = Oeller b = 1. For D = —4cog b = 0
er uligheden |k| < —1 + ¢ opfyldt for k = 0,1,...,¢c —1; for D = 1 —4c og b = 1 er uligheden
lk—1/2] < —1—1/4+c ligeledes opfyldtfork =0, 1, ..., c—1. Det falger sa af (6.17), for0 < k < c—1,
at tallet k + £ i R kun har trivielle divisorer. Tallet har norm k% + ¢, nér D er lige, og norm k%2 — k + ¢, nar
D er ulige; da ¢ > 2, er normen i begge tilfeelde altsa stgrre end 1. Tallet k + & er derfor et irreducibelt
elementiR fork =0,...,c— 1.

Hvis R er faktoriel, folger det, fork =0, ...,c —1,at k + & er et primelement i R, og af Lemma (6.14)
falger derfor, at normen N(k + &) er et primtal.

Betragt farst tilfzeldet, hvor D = —4c er lige. Normen er N(k + &) = k? +c. Hvis R er faktoriel, geelder
altsa, at k*> +c er et primtal fork = 0, . .., ¢ — 1. Det falger farst, for k = 0, at ¢ er et primtal, og derneest, for
k =1,at 1+ ceretprimtal; altsd er c = 2. Derfor er R ikke faktoriel, nar ¢ > 2, dvs for lige diskriminanter
D < —8. Af imaginare talringe med lige diskriminant er det altsd kun Z[i] med diskriminant —4 (svarende
til ¢ = 1, som vi udelod) og Z[+/—2] med diskriminant —8 (svarende til ¢ = 2), som kan veere faktorielle.

Betragt dernast tilfeldet, hvor diskriminanten D = 1 — 4c¢ er ulige. Normen er N(k + &) = k% —k + c.
Hvis R er faktoriel, geelder alts4, at k> — k + c er et primtal fork =0, ..., ¢ — 1. Det falger farst, for k = 0,
at ¢ er et primtal. Videre er det nemt at udelukke mange primtalsveerdier af ¢, fx falgende:

c=17, fordi 22 —2+7=9; ¢=237, fordi 22 — 2+ 37 =39;
¢ =13, fordi 22 — 2+ 13 =15; ¢ =43, fordi 2° — 2 + 43 = 45;
c=19, fordi2? — 2419 =21; ¢ =47, fordi 22 — 2 + 47 = 49;
¢ =23, fordi 2?2 — 2423 =25; ¢ =53, fordi 22 — 2 + 53 = 55;
¢ =29, fordi3? —3+29=235; ¢=59, fordi3? — 3+ 59 = 65;
¢ =231, fordi 22 —2+31=233; ¢ =61, fordi 2> — 2 + 61 = 63.

Tilbage, for ¢ < 61, er faktisk kun mulighederne ¢ = 1 (som vi udelod) og ¢ = 2,3,5,11,17,41. Sammen
med de lige diskriminanter —4 og —8 far vi derfor falgende 9 mulige diskriminanter D med —268 < D < 0,
hvor den kvadratiske talring kan veere faktoriel:

-3, —4, -7, -8, —11, —19, —43, —67, —163.

Man kan vise, at de 9 kvadratiske talringe med disse diskriminanter faktisk er faktorielle, og (men det er
ganske sveert!) at der ikke er andre imaginare kvadratiske talringe, der er faktorielle.

Da ringen svarende til ¢ = 41 er et UFD, ma der galde, at k> — k + 41 er et primtal for k = 1, ..., 40
(hvilket jo ogsa nemt vises direkte), et bemaerkelsesvardigt fenomen, der allerede blev opdaget af Euler.

(6.19) Seetning. Lad R = Z[&] veere en kvadratisk talring, og lad p vere et sedvanligt
primtal. Betragt falgende fire betingelser pa p:

(i) p erreducibel i R.

(i) Ligningenx? — bxy + c¢y? = £p har en lgsning (x, y) € Z x Z.
(iii) Kongruensenz? — bz +c =0 (mod p) har en lgsning z € Z.
(iv) p erikke et primelement i R.

Da gealder: (1)< (ii)=(iii)=(iv). Hvis R er faktoriel, er alle fire betingelser akvivalente.

Bevis. (ii)=>(i): Med o = x + y& betyder ligningen, at N(«) = %p, altsd at p = a(Fa’).
Hvis ligningen er opfyldt, har p altsa den ikke-trivielle divisor o.

(i)=>(ii): Antag, at p har en ikke-triviel divisor 7. Da N(p) = p?, felger det af Satning
(6.12), at N(r) = p. Med & = x + Y&, er (x, y) sa en lgsning til ligningen i (ii).
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(i)=(iii): Antag, at ligningen x? — bxy 4+ cy? = £p er opfyldt. Tallet y kan ikke vere
deleligt med p, thi hvis p|y, falger det af ligningen, at p|x?, og dermed at p|x, men s gar
p? op i ligningens venstreside, i modstrid med at hgjresiden er +p.

Modulo p falger det af ligningen, at vi har kongruensen x2 —bxy+cy? = 0. Ifglge det lige
viste, er restklassen af y en primisk restklasse, sa der findes ethelttal w med wy = 1 (mod p).
Multiplicer kongruensen med w2, og benyt at wy = 1. S& f&s (wx)? — b(wx) + ¢ = 0, og
z ;= wx er altsd en en lgsning til kongruensen i (iii).

(iii)=(iv): Antag, at z lgser kongruensen i (iii), altsa at der findes et helt tal 4 saledes, at
z? — bz + ¢ = dp. Denne ligning kan skrives

dp=(z+8z+&)=z+8&-b—-¥),

sa det fremgar specielt, at p gar op i produktet (z +£)(z — b — &). Men p gar ikke op i nogen
af faktorerne, da koefficienterne til £ i de to faktorer er 1 og —1 og altsa ikke delelig med p.
Derfor er p ikke et primelement i R.

Antag endelig, at R er et UFD. Det fglger sa af generelle resultater, at et irreducibelt
element er et primelement. Altsa geelder implikationen (iv)=(i), og sa er alle betingelserne
a&kvivalente. i

Bemark, at biimplikationen (ii)< (iii), altsd at den diofantiske ligning har Igsninger, hvis
og kun hvis kongruensen har lgsninger, forudseetter, at den kvadratiske talring er faktoriel.

(6.20) Forgrening i faktorielle kvadratiske talringe. Antag, at den kvadratiske talring R =
Z[&] er faktoriel. Da vil hvert sedvanligt primtal p vere af en af falgende tre typer:

Type 1: Primtallet p er irreducibelt i R.

Type 2: Primtallet p har i R en faktorisering p = +nn’, hvor = og det konjugerede
element r” er primelementer, og 7’ ikke er associeret med .

Speciel type: Primtallet p har i R en faktorisering p = +nn’, hvor = og det konjugerede
element =’ er primelementer, og =’ er associeret med 7.

Yderligere galder, at hvert primelement i R er associeret med et af de primelementer, der
bestemmes ved at primoplase de sedvanlige primtal.

Bevis. Antag nemlig, at p ikke er af type 1, altsd at p i R har en ikke-triviel divisor 7. Da er
N(xr) en ikke-triviel divisor i N(p) = p?, og falgelig er N(w) = +£p. Altsder p = +n 7’
Af (6.14) falger, at = og ’ er irreducible i R, og da R er faktoriel, er de endda primelementer.
Altsa er p enten af type 2 eller af speciel type.

Typerne angiver primoplgsningen i R af de sedvanlige primtal. Primtal af type 1 er selv
primelementer, idet R er faktoriel, primtal af type 2 har en primoplgsning med to faktorer
og r’, og bestemmer to primelementer, og primtal p af speciel type har, panzr associering,
en primoplasning som et kvadrat 72, og bestemmer altsd ét primelement i R. Ethvert element
a, ikke 0 og ikke en enhed, er divisor i et helt tal starre end 1, (idet « er divisor i aa’ = N(«)),
og dermed divisor i et produkt af seedvanlige primtal. Hvis « selv er et primelement i R,
folger det farst, at « er divisor i et sedvanligt primtal p, og dernast, at « er associeret med
et af de primelementer, der bestemmes ved at primoplase p. a

Inddelingen af primtallene i de 3 typer kaldes ogsa primtallenes forgrening mht den givne
(faktorielle) kvadratiske talring R.
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(6.21) Forgrening i Gauss’ talring. Vi har seti (6.16), at Gauss’ talring Z[i] er et hovedideal-
omréde, og dermed en faktoriel ring. Enhederne bestemmes ved at heltalslgse x2 + y? = 1;
det giver de 4 enheder {41, +i}. Vi vil her betragte forgreningen i Z[].

Mht Gauss’ talring Z[i] falder de seedvanlige primtal i folgende typer:
Type 1 er netop primtallene g = 3 (mod 4).
Type 2 er netop primtallene p = 1 (mod 4)
Speciel type har kun primtallet 2 (med oplasningen2 = (1 +i)(1 — i) = (—i)(1 +i)?).

Bevis:. Primtallet 2 = (1 4+ i)(1 — i) er specielt,dal —i = (—i)(1 + i) er associeret med
1+ i. Antag omvendt, at p er et specielt primtal. Sa har vi i Z[i] en primoplgsning p = 7,
hvor m = x + iy og 7 er associeret med 7, dvs 7 = e med ¢ € {£1, +i}. Med ¢ = 1 fas
n =7, hvoraf 7 = x og p = x2, og med ¢ = —1 fas tilsvarende 7 = iy og p = y?; begge
dele er i modstrid med at p er et primtal. Med ¢ = +i fas 7 = +in, hvoraf y = £x og
p = 2x?; da p er et primtal, falger det, at p = 2.

Betragt dernzst et ulige primtal p. Hvis p er af type 2, sd er p = w7, og vi har en
heltalslgsning til ligningen,

x? + y2 =p.

Primtallet p var ulige. Af de to tal x, y ma altsa det ene vare lige og det andet ulige. Modulo
4 er et lige kvadrat kongruent med 0 og et ulige kvadrat er kongruent med 1. Af ligningen
falger derfor,at p =1 (mod 4).

Antag omvendt, at p = 1 (mod 4). Det er velkendt, og let at vise, at kongruensen
z2+1 =0 (mod p) da har Igsninger. Det falger s& af (6.19), at p ikke er irreducibelt i R,
altsa at p ikke kan veere af type 1. Da p er ulige, kan p ikke vere af Speciel type. Altsa ma
p veere af type 2.

Hermed er resultatet bevist. i

Euler’s Seetning. For hvert primtal p = 1 (mod 4) har ligningen,

x2+y2=p,

heltalslgsninger (x, y).

Bevis. Et primtal p = 1 (mod 4) er af type 2i Z[i]; viharaltsd p =77 med 7w = x + iy i
Z[i], og sa er (x, y) en lgsning. 0

Lasninger for sma verdier af p er lette at bestemme:
5=2241% 13=3242% 17=4%412 29=5%2 122 37=62+1% 41 =52 4 42,

(6.22) Primelementer i Gauss’ talring. For bedre at kunne udnytte primoplgsninger i Gauss’
talring Z[i] er det hensigtsmaessigt at fastleegge et repraesentantsystem for primelementerne.
For hvert primelement 7 er de associerede tallene x, i, —mr, —izr. Da multiplikation med
de 4 enheder 1, i, —1, —i svarer til drejninger med vinkler 0, %, 7, 37” [Bemeerk, at der er
to slags n’er i spil: et primelement og leengden af en halvcirkell!], er hvert primelement
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associeret med netop ét primelement i omradet af komplekse tal med argument 6 bestemt ved

ulighederne,
T o<t
475y

Som reprasentantsystem P for primelementerne i Z[i] veelger vi primelementerne i dette
omrade. Ifalge resultatet i (6.21) er primelementerne i P enten tallet 1 + i (svarende til det
specielle primtal 2, der har primoplgsningen 2 = (—i)(14i)?), eller de er sedvanlige primtal
g = 3 (mod 4), eller de findes i par =, 7, hvor 7w = p er et sedvanligt primtal p = 1
(mod 4).

Svarende til primtallene 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ... far vi primelementerne i P, ordnet efter

voksende norm,

14i, 244, 3,3+2i, 4+i, 5+2i, 6+i, 5£4i, 7, ....

13 17 1=9 2=3 29 3=l 37 4:1_
x=—3~.
Der er kun afsat primelementer (markeret med sort) med ikke-negativ imaginerdel.
Hvert tal « # 0 i Z[i] har da en entydig primoplgsning af formen,
A1 v M = 1 AT
a=cl+i)qy g my g (6.22.1)

hvor ¢ € {1,i,—1, —i} og primelementerne ligger i P (og specielt ¢; = 3 (mod 4) og
ﬂjﬁ'j =pj = 1 (mod 4))

Normer i Gauss’ talring. Lad k vere et naturligt tal med sseedvanlig primoplasning,
k=2qt g pit - pi, (6.22.2)
hvor g; = 3 (mod 4) og p; =1 (mod 4). Ligningen,
x? + y2 =k,

har da lgsninger (x, y) € 7Z x Z, hvis og kun hvis eksponenterne n1, . .., n, alle er lige. |
bekraftende fald er antallet af lasninger bestemt som produktet,

dm1+1)---(my + 1).

Bevis. Lasninger (x, y) € Z x Ztil ligningen svarer til tal « = x +iy € Z[i] med N(«) = k.
Tallet o er bestemt ved sin primoplgsning (6.22.1); ved eventuelt at tilfgje faktorer med
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eksponent 0 kan vi antage, at de indgdende tal ¢; og p; i (6.22.1) 0g i (6.22.2) er de samme.
Herefter er o o
N(O{) = 2}\q]2-‘)1 .. .qrzvrpfl—i_ul Ce pé’bs_*'ﬂs .

Vi har altsa N(«) = k, hvis og kun hvis eksponenterne i (6.22.1) opfylder ligningerne,
r=1, 2vi=n1,..., 2vy,=n,, puy+pi=mi, ..., ui+pn =ms.

Dette er naturligvis kun muligt, nar eksponenterne n; er lige. Hvis alle n; er lige, kan vi
lase ligningerne og frit veelge tallene M} saledes, at 0 < M} < mj. Desuden har vi 4 mulige
valg af enheden ¢, altsa i alt det anfarte antal elementer « i Z[i], som opfylder ligningen
N(x) = k. i

(6.23) Pytagoreiske talsaet. Det fremgar af beviset ovenfor, at vi eksplicit kan bestemme
lzsningerne til ligningen x2 + y? = k ud fra primoplgsningen af tallet & i ringen Z[i]. Og
denne primoplgsning fas ud fra den sedvanlige primoplgsning ved at skrive hvert p; = 1
(mod 4) pa formen p; = x;7;, dvs ved at lgse ligningerne sz + yj2 = pj.

Som eksempel vil vi betragte pytagoreiske talszt, dvs heltalslgsninger til ligningen,

242 =22
Vi vil kalde en lgsning primitiv, hvis tallene x og y er primiske. Trivielter (0, 0, 0) en lgsning.
Enhver anden lgsning fas fra en primitiv lgsning: er (x, y, z) en lgsning og er d den sterste
feelles divisor for x, y, sa er d ogsa divisor i z, og vi har derfor (x, y, z) = (dx’,dy’, dzZ’),
hvor (x’, ', z’) er en primitiv lgsning. To lgsninger er essentielt ens, hvis man kan komme
fra den ene til den anden ved at skifte fortegn pa nogle af tallene x, y, z eller ved at ombytte

x 0g y.
Seetning om Pytagoreiske tal. For et naturligt tal k > 1 med primoplasningen,

k = pTl ...p;‘ns,
(hvorm; > 1for j =1, ..., s) geelder, at den diofantiske ligning,
24y =2,

har primitive lgsninger, hvis og kun hvis p; = 1 (mod 4) for j =1, ..., s. Er dette opfyldt,
har ligningen preecis 2°—1 essentielt forskellige, primitive lasninger (x, y).

Bevis. Skriv primoplgsningen af k pa formen i (6.22.2),

mg

k=2git gl py™t - Pl
Vi skal vise, at ligningen har primitive lgsninger, hvis og kun hvis

[=0,n=0,..., n, =0.
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Af primoplgsningen af k far vi, at

2 2 ,
k2 = 221q1n1 e qrzn’ plml e pszmé .

Det folger, at ligningen x? + y? = k2 altid har lgsninger, svarende til elementer « = x + yi

i Z[i] med primoplasningen

o =ce+)qtqirm Ayt alS 7w, hvor w4+ pf = 2m;.

For et naturligt tal 4 > 1 har vi, at d er divisor i bade x og y, hvis og kun hvis d er divisor
i o = x + iy. Det sidste kan vi afggre ud fra ovenstaende primoplgsning af o, og vi ser, at
a = x + yi giver en primitiv lgsning (x, y), netop nar,

1=0,n=0,..., n,=0, ogforhvert jerenten u} :Oelleru}’ =0.

Der er saledes primitive lgsninger, hvis og kun hvis k har den angivne form. Er dette tilfaldet,
har vi for hvert j to mulige valg, og dermed 4 - 2° primitive lgsninger. De primitive lgsninger
kommer i grupper pa 8 essentielt ens lgsninger (nemlig med o 0gsd i, —a, —icx 0g de 4
konjugerede, som er 8 forskellige lgsninger). Antallet af essentielt forskellige blandt de
primitive lgsninger er altsa % 425 =251, a
Eksempel. Bemark, at vi ogsa her far beskrevet lgsningerne til x? + y? = k2 ved at lgse
ligningerne x? + y# = p; for j = 1,..., s. For eksempel har vi 52 4 22 = 29; af

(5 + 2i)? = 21 + 20i,

falger derfor, at 202 + 212 = 292
For k = 65 = 5- 13 er der to lgsninger. Vi har5 = N(2 + i) og 13 = N3 + 2i). Af
udregningerne,

(2 +i)2(3+2i)° = (3+4i)(5+ 12i) = —33 + 56,
(2+0)%(3 = 2i)° = (3+4i)(5 — 12i) = 63 — 16i,

far vi lgsningerne,
332 4562 = 162 + 63 = 657,

(6.24) Bemaerkning. For en given kvadratisk talring R = Z[¢] er det fundamentalt at kunne afggre, om et
givet element = = x + y& er et primelement eller et irreducibelt element. Spargsmalet er delvis behandlet
i (6.14) og (6.19). Her forsteerker vi resultaterne.

Seetning 0. Hvis tallet = = x + y& < R er irreducibelt i R, s er enten tallene x, y primiske eller = er
associeret med et sadvanligt primtal p.

Bevis. Lad d veere den starste faelles divisor for x, y. Sderx = du 0g y = dv med primiske hele tal «, v, og
vi har faktoriseringen = = d(u + v&). Hvis d = 1, har vi det forste tilfeelde. Antag derfor, atd > 1. Da kan
d yderligere skrives som et produkt af seedvanlige primtal. Hvis r er irreducibel i R, ma faktoriseringen
veere triviel: Altsd ma d = p veere et primtal, og faktoren u 4+ v& ma veere en enhed; det er det andet
tilfeelde. i
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Seetning 1. Tallet = := x + y& € R med primiske x, y er et primelement i R, hvis og kun hvisN(z) = +p,
hvor p er et primtal.

Bevis. ,,hvis“: | beviset bruges, for et naturligt tal », at kvotientringen R/(n) er en endelig ring med »?
elementer. Hertil bemarkes, at hovedidealet (n) i R bestar af alle tal ns + nr&, altsé af alle tal u + vE € R,
hvor u og v er delelige med n. Modulo (r) er hvert element u + v& € R altsa kongruent med ét af de n?
elementer af formen ¢ + r&, hvor 0 < ¢, r < n — 1. Derfor er der n2 &kvivalensklasser.

Antag nu for et primtal p, at N(w) = +p, altsd p = +xx’. Specielt er = sa en ikke-triviel divisor i
p, og derfor er (p) € (w) C R. Nuvar [R/(p)| = p?, og af inklusionerne falger, at ordenen af R/(x) er
en ikke-triviel divisor i ordenen af R/(p). Altsd er |[R/(w)| = p. Af Satning (1.14) falger s, at R/(x) et
legeme, og specielt et integritetsomrade. Altsa er () et primideal, og derfor er 7 et primelement.

»kun hvis“: det er implikationen (i)=(ii) fra Lemma (6.14). ]

Seetning 2. For et sedvanligt primtal p galder: p er et primelement i R, hvis og kun hvis kongruensen,
2 —bz+c=0 (mod p), (6.24.1)

ikke har lasninger z € Z.

Bevis. ,kun hvis®: det er implikationen (iii)=(iv) fra Setning (6.19).

Lhvis®: Antag, at kongruensen ikke har lgsninger. Det skal vises, at p er et primelement i R. Hertil
betragtes i R en ligning p§ = apB. Det skal vises, at p er divisor i « eller i 8. Af ligningen falger, at
N(p) = p? gér op i produktet N() N(8). Da p er et primtal, folger det, at p gér op i en af faktorerne; vi
kan antage, at p gar op i N(). Er o = x + y#&, har vi altsd kongruensen N(a) = 0 (mod p), dvs,

x2—bxy+cy>=0 (mod p). (6.24.2)

Hvis p ikke gar op i y, vil restklassen af y?> modulo p vaere invertibel, og multiplikation af (6.24.2) med den
inverse restklasse vil give en lgsning til kongruensen (6.24.1); det er i modstrid med antagelsen. Derfor gar
popiy. Af kongruensen (6.24.2) falger s, at p garop i x2, og dermed i x. Altsd gar popia = x + y&. 0

Bemaerk, at Seetning (6.19) indholder en karakterisering af, hvornar et seedvanligt primtal per irreducibelt
i R. Bemark ogsa, for et element = af formen i Seetning 1, at der ikke er nogen tilsvarende karakterisering
af, hvornar = er irreducibelt i R.

(6.25) Opgaver.
1. Vis ved et eksempel, at i en kvadratisk talring kan to elementer godt have samme norm
uden at veere associerede.

o U W N

p

ri

Bestem en enhed ¢ # +1 i ringen Z[v/7].

Hvilke af tallene 4 + 3i,5 + 2i 0g 2 — 5i i Z[i] garop i 7 + 26i?
Hvilke af tallene 3 & /7 i ringen Z[+/7] er divisorer i 15 — 7+/7?
Vis, at tallet 2 er reducibelt i ringen Z[+/7].

Bestem b, ¢ € Z séledes, at & = (=14 +/17)/2 errod i X% + bX + c. Vis, at 5 er et
melement i Z[£].

7. Lad R = Z[&] veere en kvadratisk talring. Vis, at tallene af formen A + ué&, hvor A, 1 € Q,
udger breklegemet for R.

8. Find en ikke-triviel lgsning til den diofantiske ligning x? — 31y? = 1. [Vink: tallene er
ikke helt sma.]
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9. Lad ¢ veere en 3’die enhedsrod, altsé rod i polynomiet X2 + X + 1. Vis, at den kvadratiske
talring Z[¢] er et hovedidealomrade.

10. Vis, at den kvadratiske talring Z[c], hvor r = (1++/5)/2 errod i X2 — X — 1, er et PID.
11. Bestem i Gauss’ talring Z[i] primoplgsningen af 9 + 32i.

12. Lad R og Rg vere kvadratiske talringe med diskriminanter D og Dg. Vis, at R € Ry,
hvis og kun hvis D = y2Dg med et helt tal y.

13. Lgs ligningen x2 4 y2 = 252,

14. *Vis, at hvis den kvadratiske talring R = Z[£] er et UFD, sa er diskriminanten D en
kvadratfri diskriminant i den forstand, at D ikke kan skrives som et produkt D = y2 Dy,
hvor y > 2 0og Dg = 0,1 (mod 4). [Vink: vis, (og brug) for « og § i R, at hvis «/§ er et
kvadratisk tal, s gar § op i o.]

15. *Lad R veere en kvadratisk talring, og lad n > 1 veere et naturligt tal. Vis, at R/Rn er en
endelig ring med n? elementer. Lad a # (0) veere et ideal i R. Vis, at der findes et naturligt
tal n i a. Vis, at R/a er en endelig ring. Vis, at a er et maksimalideal, hvis og kun hvis a er
et primideal.

16. *Vis, aten kvadratisk talring R = Z[&] er et PID, hvis (og kun hvis) den er et UFD. [Vink:
Antag, at R er et UFD. Vis farst, at maksimalidealerne i R er hovedidealerne Rz frembragt
af primelementer 7. Slut heraf, nar a er et ikke-trivielt ideal, at der findes et primelement =
saledes, ata C Rx.]

17. Betragt reelle lgsninger (x, y) til ligningen ax? — bxy +cy? = k, hvor a, b, ¢, k er givne
relletal oga > 0. Seet D := b% —4ac. Vis, atndr D < 0, sd er lgsningsmaengden (afhangigt
af k) enten ¢, en ellipse, eller punktet (0, 0). Diskuter tilsvarende tilfeeldene D = 0og D > O.
[Vink: ligningen er &ekvivalent med ligningen (2ax — by)2 — Dy? = 4ak.]

18. Lad p vere et ulige primtal. Vis for hele tal b, c og D := b% — 4c, at kongruensen
722 — bz +c =0 (mod p) har lgsninger, hvis og kun hvis kongruensen x? = D (mod p)
har lgsninger.

19. Lad & veere et (irrationalt) kvadratisk tal med diskriminant D. Vis, for et ulige primtal

p, at p er et primelement i Z[£], hvis og kun hvis D mo