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Forord

I 1990 udarbejdede jeg noter til kompleks funktionsteori. De indgik som
kapitel 3 i analysekurset pa andet studiear og byggede derfor pa kendskab til
teorien for metriske rum og Lebesgueintegralet.

De foreliggende noter er en udbygning og omarbejdning af de gamle noter,
idet der er taget hensyn til de sendrede forudsaetninger for de studerende.
Kurset lgber parallelt med analysekurset 2AN, og derfor har jeg indskraenket
brugen af begreber fra metriske rum mest muligt. Jeg taler om afsluttede og
begraensede delmaengder af den komplekse plan og fgrst sent i kurset bruges
glosen kompakt. Enkelte absolut ngdvendige hjslpebegreber fra 2AN er
samlet i Appendix. Jeg har lagt veegt pa anskueligheden i den komplekse
plan, og derfor er det mit hab, at kurset ogsa stgtter den mere abstrakte
teori i 2AN. Hver paragraf indledes med en kort oversigt over de vigtigste
resultater.

Kgbenhavn, August 2001

I 2. udgave af noterne er der sket mindre justeringer i teksten. Derudover
er figurerne—ofte i let zendret udgave—blevet udfert ved Anders Thorups teg-
neprogram spline.sty, sa hele notesaettet foreligger som en pdf-fil.

Kgbenhavn, August 2002

I 3. udgave af noterne er der kun @endret ganske lidt i forhold til 2. udgave.
Nogle fa trykfejl er rettet, og der er tilfgjet et par opgaver.

Kgbenhavn, August 2003

I 3. udgave, 3. oplag af noterne er der kun rettet nogle fa trykfejl og
beviset for Seetning 7.6 er simplificeret.

Kgbenhavn, December 2005
Christian Berg
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i1

si. Indledning

i.1. Forudssetninger.

I det fglgende forudsaettes kendskab til de komplekse tal C svarende til,
hvad der leeres pa 1. studiear.

Vi vil uden videre opfatte et tal x 4 iy € C som repraesenterende punktet
(7,9) i R?, og vi vil efter behov tale om et komplekst tal eller et punkt i den
komplekse plan. En maengde af komplekse tal kan derfor opfattes som en
punktmeengde i R2.

Et komplekst tal z = x+1iy € C har realdelen © = Re(z) og imaginerdelen
y = Im(z), og det har den numeriske verdi (ogsa kaldes modulus) r = |z| =
\/x? 4+ y2. Der mindes om den vigtige trekantsulighed for z,w € C

2] = w]| < |z = w] < |z] + [w].

Nar z # 0 betegner arg(z) maengden af argumenter for z, dvs. meengden af
reelle tal 0 sa
z =r(cosf +isinb).

Talparrene (r,0) for 6 € arg(z) kaldes ogsa polere koordinater for det kom-
plekse tal z.

Som afstand mellem to komplekse tal z,w benyttes d(z,w) = |z — w|,
hvilket svarer til den euklidiske afstand i R%, nar C opfattes som R?. Begre-
berne aben, lukket (afsluttet) og begraenset maengde i C har den betydning,
som svarer til at teenke pa meengden som delmeengde af R2.

Til a € C og r > 0 knyttes den abne cirkelskive med centrum a og radius
r > 0 givet som

K(a,r)={z€C]|la—z <r}.

Det er praktisk at indfgre betegnelsen K’(a,r) for den udprikkede cirkelskive
K'(a,r)=K(a,7)\{a} ={2€C|0<]a—2z| <r}.

En afbildning f : A — C defineret pa en delmaengde A C C med kom-
plekse veerdier kaldes kort en kompleks funktion. En sadan funktion kaldes
kontinuert i zg € A hvis

Ve>030>0Vz€ A:|z— 2| <0=|f(2) — fz0)| <e.

Denne definition er helt analog til kontinuitet af funktioner med reelle veer-
dier. Til en kompleks funktion f : A — C hgrer to reelle funktioner Re f,
Im f defineret pa A ved

(Re f)(2) = Re(f(2)), (Im[f)(z) =Im(f(z)), z€ A
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1.2

og forbundet med f ved ligningen
f(z)=Ref(z)+ilmf(z), z€A.

At f er kontinuert i zp € A kommer ud pa at Re f og Im f begge er
kontinuerte i zg. Dette simple resultat bygger pa ulighederne

|Rez| < |z|, |Imz| <|z|, |2| <|Rez|+|Imz|], ze€C

for numerisk veerdi.

De komplekse tal dukker op ved lgsning af ligninger af anden grad eller
hgjere. Det synspunkt, at en andengradsligning ikke har nogen rgdder, hvis
diskriminanten er negativ, aflgstes i 1500-tallet af en begyndende forstaelse
for, at man kan regne med kvadratrgdder af negative tal. De optraeder i Car-
danos bergmte veerk Ars Magna fra 1545, som ogsa indeholder lgsningsformler
for ligninger af tredie og fjerde grad. Descartes tog afstand fra komplekse
rgdder i sit veerk La Géometrie fra 1637 og kaldte dem imaginsere. Mate-
matikerne i 1700-tallet begyndte at forsta de komplekse tals betydning i
forbindelse med de almindelige funktioner sasom de trigonometriske og ekspo-
nential- og logaritmefunktionen, f. eks. udtrykt i De Moivre og Eulers form-
ler. Omkring ar 1800 blev der givet matematisk korrekte indferinger af de
komplekse tal, og idag anerkendes Caspar Wessel som den, der fgrst har givet
en rigoristisk indfgring. Hans arbejde Om Directionens analytiske Betegning,
blev praesenteret i Videnskabernes Selskab i 1797 og publiceret i dets skrifter
to ar senere. En fransk oversaettelse i 1897 af Wessels arbejde har medvir-
ket til at ggre det internationalt kendt. Caspar Wessel var bror til digteren
Johan Herman Wessel, som skrev fglgende om sin bror: Han tegner landkort
og leser loven, han er sa flittig som jeg er doven.

i.2. Hvad handler kurset om.

Vi skal betragte funktioner f : G — C defineret i en aben delmeaengde
G af C, og studere differentiabilitet helt analogt med differentiabilitet af
funktioner f : I — R, defineret pa et abent interval I. Da man kan regne
med komplekse tal, helt som med reelle tal, er det naturligt at undersgge,
om differenskvotienten

f(z) = f(20)

zZ— 20

) Z7ZOEG7Z7£207

har en graenseveerdi for z — zo. Hvis dette er tilfzeldet, kaldes f (komplekst)
differentiabel i zg, og greensevaerdien betegnes som i det reelle tilfeelde f’(zp).
Der viser sig nu det forblgffende, at hvis f er differentiabel i alle punkter
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i.3

zo € G, sa er f ikke blot kontinuert som i det reelle tilfeelde, men f er
vilkarligt ofte differentiabel, og fremstilles ved sin Taylorraekke

© ),
fey =S L),
n=0 ’

n

for alle z i den stgrste cirkelskive K(zp,p) indeholdt i G. Kompleks dif-
ferentiablitet er et meget steerkere krav end reel differentiablitet pa grund
af, at differenskvotienten skal have en og samme graenseveerdi uanset fra
hvilken retning man neermer sig zo. Pa et interval kan man kun neerme sig
zp fra hgjre og venstre, men i planen har vi alle retninger til radighed. En
funktion, der er komplekst differentiabel i alle punkter af en aben maengde,
kaldes holomorfi maengden. I litteraturen mgder man ofte navnene analytisk
eller differentiabel med samme betydning som holomorf.

Teorien for holomorfe funktioner blev fuldsteendigt udviklet i det 19. ar-
hundrede isser af Cauchy, Riemann og Weierstrass, og den indeholder en
maengde smukke og slaende resultater, der ofte afviger veesentligt fra ssetnin-
ger om tilsvarende begreber i reel analyse.

Vi skal ogsa studere stamfunktioner F' til en given funktion f, dvs. funk-
tioner F, som opfylder F’ = f. Det er stadig “rigtigt’, at vi finder en
stamfunktion F'(z) med F(zp) = 0 ved at integrere fra z til z, men vi har
en masse frihed, nar vi i planen skal ga fra zg til z. Vi gar langs en kurve, og
ma sa studere kurveintegraler, og hvordan facit atheenger af den valgte kurve
fra zg til z.

I studiet af f.eks. kontinuitet og integrabilitet af en funktion f med kom-
plekse veerdier geelder, at disse egenskaber suveraent afggres af de tilsvarende
egenskaber ved funktionens real- og imaginaerdel. Det vil veere katastrofalt
at tro, at dette princip kan overfgres til holomorfi. Real- og imaginzerdel
af en holomorf funktion er nemlig forbundet ved to partielle differential-
ligninger, der kaldes Cauchy-Riemanns ligninger. Disse viser, at en reel funk-
tion f: G — R pa en sammenhazengende aben maengde kun er holomorf, nar
den er konstant.



i4

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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1.1

s1. Holomorfe funktioner

I denne paragraf vil vi indfgre holomorfe funktioner pa en stringent made
og udlede deres vigtigste elementaere egenskaber. Polynomier er holomorfe i
hele den komplekse plan.

Holomorfi kan karakteriseres ved to partielle differentialligninger kaldet
Cauchy-Riemann ligningerne.

Funktioner givet ved en potensraekke er holomorfe i konvergenscirklen, og
det er udgangspunktet for, at de elementaere funktioner er holomorfe.

1.1. Simple egenskaber.

Definition 1.1. Lad G C C vere en aben maengde. En funktion f: G — C
kaldes (komplekst) differentiabel i zy € G, safremt differenskvotienten

f(z0+h) = f(#0)
h

har en greenseveerdi for h — 0. Denne graenseveerdi kaldes differentialkvo-
tienten af f i punktet zg, og betegnes f’(zp). Hvis f er (komplekst) differen-
tiabel i alle punkter af G, kaldes f holomorf, og for en sadan funktion kaldes
f': G — C for differentialkvotienten eller den afledede funktion.
Hvis funktionen f skrives w = f(z), benyttes ogsa betegnelserne
_dw

daf
/ @ 9
Fiz) = dz dz
for differentialkvotienten i z € G.

Maengden af holomorfe funktioner f : G — C betegnes H(G).

Bemaerkning 1.2. For zy € G findes r > 0 sa K(zg,r) C G, og differens-
kvotienten er i hvert fald defineret for h € K'(0,r).

At f er differentiabel i zy med differentialkvotient f’(zy9) = a er ensbety-
dende med, at der gzlder en ligning af formen

f(z0+h) = f(20) + ha + he(h) for he K'(0,r), (%)
hvor r > 0 er sadan, at K(z9,7) C G, og € : K'(0,7) — C er en funktion, sa

}llli%e(h) =0.

Hvis nemlig f er differentiabel i zp med differentialkvotient f'(zp) = a geelder
ligningen (x) med e(h) defineret ved

f(z0+h) — f(z0)
h

e(h) = —a, heK'(0,r).
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1.2

Hvis omvendt (x) geelder for en funktion ¢ sa e(h) — 0 for h — 0, sa viser
en lille udregning, at differenskvotienten gar mod a for h — 0.
Af (x) ses, at nar f er differentiabel i zg, sa er f ogsa kontinuert i zg, idet

[f (20 +h) = f(z0)| = [R] |a +&(h)]

kan blive sa lille vi gnsker, blot |h| er tilstraekkeligt lille.

Ngjagtigt som for reelle funktioner pa et interval bevises, at hvis f og g er
differentiable i zg € G oga € C,saerogsaaf, f+g, fgog f/g differentiable
i zp, med differentialkvotienterne

(af)'(20) = af'(z0) ,
(f £9)'(20) = f'(20) £ 9'(20) ,
(f9)'(20) = f(20)g'(20) + f'(20)9(20) ,
(i)’ () — JC0(20) = [ (20)g'(20)
g

= , forudsat g(z 0.

Det forventes, at laeseren kan gennemfgre beviserne. At f.eks. sidste pastand
er rigtig, nar g(zg) # 0, kan ses saledes: Da g specielt er kontinuert i zg findes
r >0, sa g(zo+ h) # 0 for |h| < r, og for sadanne h har man

flzo+h)  flz) _ fl=o+h)— f(z0) f(ZO)g(Zo +h) — g(20)

g(zo+h)  g(z0) 9(z0 + h) 9(z0 + h)g(20)
Ved at dividere med h # 0 og dernaest lade h — 0, far man det gnskede.

Ved at anvende ovenstaende pa funktioner, der er differentiable i alle punk-
ter i en aben maengde fas:

Seetning 1.3. Maengden H(G) af holomorfe funktioner i en aben mangde
G C C er stabil ved addition, subtraktion, multiplikation samt division sdafremt
neevneren aldrig er nul.!

Differentialkvotienten af en konstant funktion f(z) = k er f'(z) = 0 og
differentialkvotienten af f(z) = z er f'(z) = 1.
Mere almindeligt er 2™ holomorf i C for n € Ny med differentialkvotienten

d

%(z") =nz"" 1.

Dette kan ses ved induktion under brug af reglen om differentiation af et
produkt:

d d d
%(znﬂ) = za(z”) + %(z)z" = z(nz" N 42" = (n+1)2".

LH(G) er med algebraisk sprogbrug et komplekst vektorrum og en kommutativ ring.
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1.3

Under brug af differentiationsreglen for en sum ses, at et polynomium
n
p(z) = Zakzk, ar€C, k=0,1,...,n,
k=0
er holomorft i C med den “saedvanlige” differentialkvotient
n
p(z) = Z kapz""1.
k=1

Af differentiationsreglen for en kvotient ses, at z="

C\ {0} for n € N med

= 1/2" er holomorf i

d

E(z_”) = —nz "1,

Ogsa sammensatte funktioner differentieres pa ssedvanlig made:

(f ©9)'(z0) = f'(9(20))9'(20) -

Her antages f: G — C differentiabel i g(z9) € G, g: U — C antages dif-
ferentiabel i zg € U, og naturligvis ma vi forudseette g(U) C G, for at kunne
danne f o g. Endvidere bemeerkes, at U kan vaere enten et abent interval
(g er en sesedvanlig differentiabel funktion) eller en aben maengde i C (g er
komplekst differentiabel i U).

Vi har nemlig

g(z0 +h) = g(z0) + hg'(20) + he(h) € G
f(g(20) +1) = f(g(20)) +tf'(9(20)) +to(t),

blot h henholdsvis ¢ er tilstreekkeligt sma, og lim_.e(h) = lim;_,¢ d(¢) = 0.
Seettes t(h) = hg'(z0) + he(h), har vi for h tilstraekkeligt lille:

f(g(z0 +h)) = f(g(z0) +t(h))
f(g(20)) + t(h) f'(g(20)) + t(h)(t(h))
f

(9(20)) + hf'(g(20))9'(20) + he(h)

med
&(h) = e(h)f'(g9(20)) + 3(t(h))(g'(20) + £(R)),

som opfylder limy,_,o £(h) = 0.
Vedrgrende omvendt funktion geelder:
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1.4

Seetning 1.4. Antag at f: G — C er holomorf i en aben mengde G C
C, og at f er injektiv. Sa er f(G) aben i C, og den omvendte afbildning
fo=t: £(G) — G, er holomorf, med

o—1\/ _ 1 VS o—1}/ z)) =
(1) = e o (7 ()

Specielt er f'(z) # 0 for alle z € G.

1
or ze€ G.
ORI

Bemsaerkning 1.5. Saetningen er vanskelig at vise, sa beviset overspringes
pa dette sted. Se dog opg. 7.15. Det er et dybtliggende topologisk resul-
tat, at blot f : G — C er injektiv og kontinuert, sa er f(G) aben i C og
fo=t: f(G) — G er kontinuert. Selve differentiationsformlen fglger ved dif-
ferentiation af den sammensatte funktion f°~!o f(2) = 2, nar det vides, at
f°~1 er holomorf. Derfor behgver man ikke huske selve formlen.

Hvis man ved, at f'(29) # 0 og f°~1 er kontinuert i wy = f(29), er det
simpelt, at f°~! er differentiabel i wy med den anfgrte differentialkvotient.
Thi hvis w, = f(z) — wo, Vil 2z, — 2o, 0g

o wn) = f7 N wo) . m—z 1
wy, — Wy f(zn) = f(20)  f'(20)

1.2. Differentiabilitetens geometriske betydning nar

F'(20) #0.

Vi er vant til at illustrere reelle funktioner af en eller to reelle variable ved
grafen, som tegnes i henholdsvis R? eller R3. For en kompleks funktion af
en kompleks variabel vil grafen {(z, f(z)) | z € G} veere en delmaengde af C2
som identificeres med R*. Da vi ikke kan visualisere fire dimensioner spiller
grafen ikke nogen seerlig rolle. I stedet prgver man at danne sig et billede af
en holomorf funktion f : G — C, w = f(z), pa anden made. Man teenker
pa to forskellige eksemplarer af den komplekse plan: Definitionsplanen eller
z-planen og billedplanen eller w-planen. Man prgver sa at undersgge

(i) billedet under f af visse kurver i G, f.eks. vandrette og lodrette linjer;

(ii) billedmeengden f(K) for visse simple delomrader K C G} iseer sadan-
ne K, for hvilke f er injektiv pa K. I opgaver vil vi se eksempler pa
dette.

Vi skal nu analysere billedegenskaber ved en holomorf funktion i nserheden
af et punkt zg, hvor f’(z9) # 0. I neerheden af punkter zg, hvor f'(z9) = 0,
er situationen mere kompliceret og vil ikke blive analyseret her. Se dog opg.
7.17.
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1.5

Lad der veere givet en holomorf funktion w = f(z) defineret i en aben
maengde G C C, og antag, at zg € G, f(z0) = wp.
Lad os betragte en differentiabel kurve z: I — G i G gennem zy. Der findes
altsa to i intervallet I, sa z(tg) = zo. Ved f afbildes z(t) i en differentia-
bel kurve f(z(t)) gennem wy. Hvis 2/(tg) # 0, har z(t) en tangent i zg,
som er parallel med 2’(ty) opfattet som vektoren (Re z’(tg), Im 2'(tp)). En
parameterfremstilling af tangenten kan f.eks. skrives

20+ 82’ (o), s€ER.

Idet f'(z0) # 0 er (f o 2)'(to) = f'(20)%'(to) # 0, sa billedkurven har en

tangent i wy med parameterfremstillingen
wo + 5f'(20)2'(to), s €R.

Hvis vi skriver f/(z9) = 7(cosf + isinf) med r > 0, 6 € [0,2x], (modu-
lus og argument) fremkommer billedkurvens hastighedsvektor altsa ud fra
den oprindelige kurves hastighedsvektor ved en straekning (homoteti) med
faktor r og en drejning med vinkel 6. Vi siger, at f i punktet z; har
streekningsforholdet v = | f'(20)| og drejningsvinklen 0. Betragtes en anden
kurve Z(t) gennem zy som skeerer z(¢) under vinklen a, dvs. vinklen mellem
kurvernes tangenter i zg er «, sa vil ogsa billedkurverne f(2(t)) og f(z(t))
skeere hinanden under vinklen «, idet tangenterne begge drejes vinklen 6 i
positiv omlgbsretning. Man siger, at f er wvinkeltro eller konform i punktet
zp. Specielt vil to kurver, der er ortogonale i zq, afbildes i to kurver, der er
ortogonale i wy. En afbildning f : G — C, der er konform i ethvert punkt
af G, kaldes en konform afbildning. Vi vil senere se konkrete eksempler pa
disse ting.

A G A
F(2(1))
Z(t)
z(t)
a o a ,f(2(1))
20
z-planen g w-planen g
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1.6

Vi ser ogsa en anden vigtig egenskab. Punkter z tet pa og til venstre for
2o i forhold til gennemlgbsretningen for z(t) afbildes i punkter w = f(z) til
venstre for billedkurven f(z(t)) i forhold til dens gennemlgbsretning.

Linjestykket zo+t(z—zp), t € [0, 1] fra z til z danner nemlig en vis vinkel
v € ]0, 7] med tangenten i zg, og billedkurverne f(zg + t(z — z0)) og f(z(t))
skeerer sa hinanden under samme vinkel v.

1.3. Cauchy-Riemanns differentialligninger.

For en funktion f: G — C, hvor G C C er aben, anvender man ofte
skrivemaden f = u + iv, hvor u = Re f og v = Im f er reelle funktioner pa
G, og de opfattes som funktioner af de to reelle variable x,y med x + iy € G,
altsa

flx+iy) = u(z,y) + v(z,y) for xz+iyeG.

Den fglgende seetning karakteriserer differentiabilitet af f udtrykt ved u og
v’s egenskaber.

Seetning 1.6. Funktionen f er kompleks differentiabel i zo = xo + iy € G,
hvis og kun hvis u og v er differentiable i (zg,y0) og de partielle afledede i

(o, yo) opfylder

ou ov ou ov
%(mo,yo) = a—y(m,yo); a—y(«fo,yo) = —%(ﬂﬁo,yo)-

I bekreftende fald er

Fan) = 5 ao) = 5 (o).

Bevis. Lad r > 0 veere bestemt, sa K(z9,7) C G. For t = h + ik € K'(0,7r)
og ¢ = a + ib kan vi bestemme en funktion e: K’'(0,r) — C, sa

f(z0+t) = f(20) + tc+te(t) for te K'(0,r), (1)
og vived, at f er differentiabel i zp med f’(z9) = ¢, hvis og kun hvis e(¢) — 0

for t — 0. Ved at spalte (1) i real- og imagingerdel og bemeerke, at te(t) =
|t|ﬁ5(t), ser man, at (1) er ensbetydende med de 2 reelle ligninger

u((zo,y0) + (h, k) = u(xo,y0) + ha — kb + |t|o(h, k), (2"

v((zo,y0) + (h, k) = v(xo,y0) + hb + ka + |t|7(h, k), (2"
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hvor

o(h, k) = Re(|t7|5(t)) og 7(h, k) = Im(%g(t)).

Heraf ses

()] = Vo (h k)? +7(h, k)?. (3)
Af (2") folger, at u er differentiabel i (x,yo) med de partielle afledede

ou ou
%(xmy()) =a, a_y<x07y0) = _b7

hvis og kun hvis o(h,k) — 0 for (h,k) — (0,0); og af (2") folger, at v er
differentiabel i (xg, yo) med de partielle afledede

ov ov
—(x0,90) = b, —(x0,y0) = a,

ox oy
hvis og kun hvis 7(h, k) — 0 for (h, k) — (0,0). Seetningen er nu bevist, idet
der ifplge (3) geelder

lime(t) =0 < limo(h, k) =lim7(h, k) =0.
t=0 (h,k)—(0,0)  (h,k)—(0,0)

O

Bemsaerkning 1.7. En ngdvendig og tilstraekkelig betingelse for at f = u+iv
er holomorf i en aben maengde G C C er altsa, at u og v er differentiable,
og at de partielle afledede af u og v opfylder de sammenhgrende partielle
differentialligninger

@u_av 8u_ ov | G

or Oy’ Oy Oz P
Disse ligninger kaldes Cauchy-Riemanns differentialligninger. Hvis vi teenker
pa f : G — C som en funktion af to reelle variable, sa er differentiabilitet af
f i (xo,y0) netop at u og v er differentiable i (xg,y0). Det der adskiller den
komplekse differentiablitet i z¢ + iyo fra differentiabilitet i (zg, ) er altsa
kravet om at de fire partielle afledede af v og v med hensyn til x og y skal
opfylde Cauchy-Riemanns ligninger.

Jacobi matricen for afbildningen (x,y) — (u,v) er

ou ou

| 0x Oy

Tl e |
or Oy

17



1.8

sa ved Cauchy-Riemanns differentialligninger finder vi fglgende udtryk for
Jacobi determinanten

ou\ > ov\? ou\ > ov\?
det J = | — — | == — ) =1f7.
o= (a) + () = (&) (&) =
Hidtil har vi formuleret alle seetninger om holomorfe funktioner for en

vilkarlig aben meengde G C C. Vi har imidlertid brug for en speciel type af
abne maengder i C kaldet omrader.

Definition 1.8. En aben maengde G C C kaldes et omrade, hvis to vilkarlige
punkter P og ) i G kan forbindes med en trappelinje i G, altsa hvis det er
muligt at tegne en kurve fra P til @) indenfor G og bestaende af vandrette
og lodrette linjestykker.

Vi vil senere vende tilbage til begrebet omrade og vise, at det er det samme
som en kurvesammenhaengende aben delmaengde af C, jf. §5.1.

Saetning 1.9. Hvis en holomorf funktion f: G — C pa et omrade opfylder
f'(z2) =0 for alle z € G, sa er f konstant.

Bewvis. Da

_@_F‘@—@_'@—O
Oz Z@x_ﬁy Z@y_’

ser man, at de differentiable funktioner u og v opfylder

f/

ou_ou_ov_ oo _
or OJy 0Ox Oy

i G. Nar % = 0 fglger af middelvaerdiseetningen, at u er konstant pa ethvert

vandret linjestykke, og tilsvarende giver g—;‘ = 0, at u er konstant pa ethvert
lodret linjestykke. Pa grund af forudssetningen om G bliver u og v konstante
pa G, altsa f er konstant. O

Funktionen

1, z2eK(0,1)
flz) =
2, zeK(3,1)
er ikke konstant og holomorfi G = K(0,1)UK(3,1) med f' = 0i G. Bemaerk

at G ikke er et omrade da 0 og 3 ikke kan forbindes med en trappelinje, der
forlgber helt i G.

Korollar 1.10. Huwis f: G — C er holomorf i et omrade G C C og kun har
reelle verdier, sa er f konstant.

Bevis. Da v =01 G, giver Cauchy-Riemanns differentialligninger, at % og

g—z er 01 G, sa u og dermed f er konstant. O
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1.4. Potensrakker.

Konvergensforholdene for en potensrakke > ° a, 2™, hvor a, € C, z € C,
er undersggt i matematik 1. Med potensraekken er associeret en konvergens-
radius p € [0,00], og raekken fremstiller en funktion f i konvergenscirklen
K (0, p), forudsat at p > 0,

00
A =Y a1l <o,
n=0

og den er vilkarligt ofte differentiabel pa intervallet | — p, p[. Vi vil vise,
at f er holomorf i K(0,p) og ogsa vilkarligt ofte differentiabel i kompleks
forstand.

Lemma 1.11. En potensrekke og dens ledvist differentierede rekke har
samme konvergensradius.

Bevis. Konvergensradius p for potensrakken Y a, 2" er defineret som
p=supT, hvor T ={t>0]{|]a,|t"} er begreenset},
og vi skal altsa vise, at dette tal er lig
p =supT’, hvor T' = {t > 0| {n|a,|t" '} er begraenset} .

Hvis for et t > 0 fglgen n|a,[t"~! er begraenset, sé er |a,[t" ogsi begraenset,
altsa T” C T hvoraf p’ < p. Hvis omvendt

lan|ty < M for n>0 (1)
for et tg > 0, sa geelder for 0 <t < tg at
nlanlt" ™" =n(t/to)" " aaltg T < n(t/to)" ™ (M/to)
men da fglgen nr"~! er begraenset nar r < 1 (den konvergerer endda mod

0), er nla,|[t" ! altsd ogsa begraenset. For hvert ty € T \ {0} geelder altsa
[0, t0[C T, hvoraf ty < p’ for alle sadanne ty og derfor ogsa p < p/. O

Seetning 1.12. Den ved potensrakken " anz" fremstillede funktion f er
holomorf i konvergenscirkelskiven K (0, p) og der gelder

oo
f(z)= Znanzn_l for |z| < p.
n=1
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Bewis. Vi viser, at f er differentiabel i zg med |zg| < p. Veelg r sa |z] <7 <
p. For h € C med 0 < |h| <7 —|2p| har vi

e(h) := llz(f(ZO+h Znan

og vi skal vise, at e(h) — 0 for h — 0.
Til givet € > 0 veelges N sa

o0

1 _€
Z nla,|r"t < 1

n=N-+1

hvilket er muligt, da reekken Y [° nla,|r"~! er konvergent. Ved udnyttelse
af identiteten (a™ —b™)/(a —b) = > }_, a" FbF~! fas

n

R —
(0 + }z 20 _ > (o +h)" g
k=1

og da |zp + h| < |20 + |h| < 7, |20] < 7, har vi vurderingen

’ (ZO + h})Ln — Zg } < irn—krk—l — n'rn_l .
k=1

Vi deler nu e(h) som e(h) = A(h) + B(h) med

N
Z {zo+h — 2y e 1}

0g

Bi= 3 a { SRAE —nzg—l}

n=N+1
og finder lim A(h) = 0, da hvert af de endelig mange led gar mod 0. For
h—0

|| tilstreekkeligt lille (|| < & for passende §) geelder altsa [A(h)| < § og for
halen har vi vurderingen

o o
— — _ S
B < S Janl o gy <2 S Janlnrn Tt < 5

der gaelder for |h| < r —|zg|. For |h| < min(d,r —|2¢|) har vi altsa |e(h)| < €,
hvilket viser at f er differentiabel i zp med den gnskede differentialkvotient.
O
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Korollar 1.13. Den ved potensrakken Y " anz™ fremstillede funktion f er
vilkarligt ofte differentiabel i K (0, p) og der gelder

(k)
W 190
k!
Dermed er potensraekken sin egen Taylorrekke omkring 0, i.e.

(n)
flo=3 10

n:

L k=0,1,....

2",z < p.

Bewis. Ved at anvende Sezetning 1.12 k£ gange finder man

o0

FR(2) = Zn(n— Do (n—k+Dapz" %, |z <p
n=~k
og specielt for z =0
FRO)=k(k—1)-... - 1ay.
O

Saetning 1.14. Identitetssaetningen for potensraekker. Antag at po-
tensraekkerne f(z) = >0 anz™ og g(z) = Yo bnz" har konvergensradier
p1 >0 og pa > 0. Huis der findes et tal 0 < p < min(py, p2) sa

f(z) =g(z) for |z| <p,
sa er a, = b, for alle n.

Bevis. Af forudsaetningen fglger, at f(™(z) = ¢g(™(2) for alle n og alle z med
|z| < p. Under brug af Korollar 1.13 far vi

_ 1) _ g™ ()

n! n!

= by,

2%

O

1.5. Eksponentialfunktionen og de trigonometriske funk-
tioner.

Fra matematik 1 kendes potensraekken for eksponentialfunktionen

2 2" 22
exp(z)zzﬁzl—i—z%—g—i----,zER (1)
n=0
som har konvergensradius p = co. Vi benytter derfor (1) som definition af
eksponentialfunktionen for vilkarligt z € C og har dermed, at exp : C — C
er holomorf. Da den ledvist differentierede raekke er reekken selv har vi
dexp(z)

FPaa exp(z), ze€C. (2)
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Saetning 1.15. Eksponentialfunktionen opfylder funktionalligningen

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2), 21,22 € C.

Beuvis. For c € C betragtes den holomorfe funktion

f(z) =exp(z)exp(c—z), zeC.

Hvis (3) skal gaelde, ma f(z) veere konstant lig med exp(c). Det giver os

ideen til at prove at vise, at f(z) er konstant.
Ved differentiation finder vi ved hjeelp af (2)

£ = (2 o9l ) exple— 2) 4 expe) - exple = 2)

= exp(z) exp(c — z) —exp(z) exp(c—2) =0,

og ifplge Seetning 1.9 ma f veere konstant, specielt f(z) = f(0) =
exp(0) exp(c) = exp(c). Seettes z = z1, ¢ = 21 + 23 heri fas

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) -

Af funktionalligningen (3) sluttes at exp(z) # 0 for alle z € C idet
1 = exp(0) = exp(z — z) = exp(z) exp(—=2) .

Af denne ligning fas videre

exp(—z)

Indfgres tallet -
e:=exp(l) =) l' (=2.718...)
giver funktionalligningen ved gentagen anvendelse
exp(nz) = (exp(z))", n €N
specielt exp(n) = e, og sammenholdt med (4)

exp(n)=e¢e", neZ.
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For et rationalt tal x = p/q, p € Z, ¢ € N har vi dernzest

(exp(z))? = exp(qx) = €”

specielt
y
q

exp(x) = Ver =ea =¢€" for z € Q.

Dette er udgangspunkt for, at man bruger symbolet e” i betydningen exp(x),
nar = er et vilkarligt reelt eller komplekst tal, altsa

exp(z) =e*, z€C, (6)

selv om udtrykket e?, altsa “e ganget med sig selv z gange” er uden mening
y gang g

nar z ¢ Q.

Funktionerne sin og cos har potensraekkerne

. 23 25 0 (_1)712271—1—1
22 24 e (_1>n22n
cosz:1—§+ﬂ_+...:;W (8)

Disse raekker har konvergensradius oo og vi benytter dem derfor som de-
finition af sinus og cosinus for vilkarligt 2 € C. Bemszerk at cos er en lige
funktion, cos(—z) = cosz, og sin er ulige, sin(—z) = —sinz. Ved ledvis
differentiation af potensrakkerne ses, at

7 sin z = cos z, 7 cosz = —sinz
altsa fuldsteendigt som i det reelle tilfzelde.
Seetning 1.16. Eulers formler (1740’erne). For vilkarligt z € C geelder

exp(iz) = cosz +isinz

eiz +e—iz

COS z = f

) el? — o7z
Sl 2z = %

Specielt gelder

e =e"(cosy +isiny), z=z+iy, z,y €R

e =cosf+isinfd, HeR
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hvoraf

Beuvis. Ved simpel addition af potensraekkerne for cos z og i sin z fas
o [e @] . .
o B (_1)712271 '(_1)712271—1—1 B (22)2n ('LZ)2n+1
cosztisinz =) (2n)! “2n ) - = (2n)! * (2n +1)!

n=0

= exp(iz) .

Heraf fas
exp(—iz) = cos(—z) +isin(—z) = cosz — isinz
som sammen med den fgrste ligning giver formlerne for cos z og sin z.
Af funktionalligningen fas dernaest

e = exp(x) exp(iy) = €“(cosy + isiny).

|
Bemaerkning 1.17 Af Eulers formler fas
u = Re(e*) =e"cosy, v=1Im(e*) = e’ siny, |e*| =¢€"
og det kan direkte eftervises, at Cauchy-Riemann ligningerne gaelder:
@—@—emcos @——@——exsin
or Oy y’@y_ or v
Videre har vi:
Funktionen f(f) = €% definerer en kontinuert gruppehomomorfi af de

reelle tals additive gruppe (R, +) pa cirkelgruppen (T, ), hvor T = {z € C |
|z| = 1}. Homomorfiligningen

f(01+62) = f(61)f(02) (9)
er et specialtilfeelde af (3) med z; = 61, zo = i0,. Tages real- og imaginaerdel
af denne ligning fas additionsformlerne for cosinus og sinus

cos(f1 + 62) = cos 01 cos Oy — sin 01 sin Oy (10)
sin(f; + 62) = sin 0y cos O + cos 61 sin 5 . (11)
De Moivres formel
(cosf +isinf)"” = cosnbh +isinnfd, R, neN

er blot ligningen (exp(if))"” = exp(inf) eller f(nf) = f(0)", som folger af
(9)-

Af funktionalligningen fas ogsa
exp(z + 2mi) = exp(z) exp(27i) = exp(z), z € C

som kan udtrykkes ved udsagnet: Eksponentialfunktionen er periodisk med
den rent imaginere periode 2mi.
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Seetning 1.18. Ligningen exp(z) = 1 har lgsningerne z = 2mip, p € Z.
De trigonometriske funktioner sin og cos har ikke andre nulpunkter 1 C
end de sedvanlige

sinz=0&z2=pr,peil.
Cosz:Oﬁz:g%—pﬂ, pEL.
Bevis. Idet z = = + iy medfgrer ligningen exp(z) = 1 at |exp(z)| = e* =1,
altsa ma x = 0. Dermed har ligningen formen
exp(iy) = cosy +isiny =1

som medfgrer at y = 2pmw, p € Z.

Hvis sin z = 0 giver Eulers formler ¢”* = =% hvoraf ¢** = 1 altsa 2iz =
2mip, p € Z og dermed er z = prm, p € Z.

Hvis cos z = 0 fas €?* = —1 = €™, altsa

ei(Qz—Tr) -1

som giver i(2z — ) = 2mip, p € Z, altsa z = § + p. O

Af Seetning 1.18 fglger at

sin z
tanz = , cotz= —
CoS 2 sin z

er holomorfe i henholdsvis C\ {Z + 7Z} og C \ 7Z.

1.6. Hyperbolske funktioner.

I mange sammenhange spiller funktionerne

. e? — g% €% L e *
smhz:T, coshz:T, zeC

en vigtig rolle. De er holomorfe i C og kaldes henholdsvis sinus hyperbolsk
og cosinus hyperbolsk.

Ved indsattelse af potensrackkerne for e* og e~ * finder man folgende
potensrakker (p = o0)

h 23 25 o0 ZQTH—l
sin Z—Z+§+5+"'— m,
n=0
22 24 0 Z2n
hz=14+"—-4+"1+...= -~
coshr=ltort ™ Z(Qn)!’
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som altsa er af “samme form” som raekkerne for sin og cos men uden for-
tegnsvariationen. Man ser, at sinh er ulige og cosh er lige og der geelder

— sinh z = cosh z, d—coshz = sinh z .
z

dz

Funktionerne er teet forbundet med de tilsvarende trigonometriske idet
sinh(iz) =isinz, cosh(iz) =cosz, z¢€C

som fplger af Eulers formler eller af potensrakkerne.
ZEkvivalent med disse formler er

sin(iz) = isinhz, cos(iz) = coshz.
Heraf ser man, at

sinhz=0 <= z=1ipr,pe’l

coshz =0 «<— z:i<g+p7r) , DEL.

Af Eulers formler for cosz og sinz ser man ved en lille regning, at den
velkendte formel cos? z +sin® z = 1 (nar z € R) faktisk gaelder for alle z € C.
Ved overgang til 7z kan denne ligning udtrykkes

(isinh 2)? + (cosh 2)? = 1
eller
cosh? z —sinh?z = 1,

hvilket specielt viser, at punkterne (cosht,sinht) for ¢ € R ligger pa hyper-
belgrenen
2?2 —y?=1, z>0.

Dette er forklaringen pa funktionernes navne.
Funktionerne tangens hyperbolsk og cotangens hyperbolsk defineres ved

sinh z
tanh z =

cosh z

cosh z
cothz = —

sinh z

og de er holomorfe i henholdsvis C\ {i5 + inZ} og C\ irZ.
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Opgaver til §1.

1.1. Vis, at f(z) = er vilkarligt ofte differentiabel i C\ {0,1}, og

b
z2(1 - z)
find et udtryk for f((z) for alle n > 0. (Vink. Skriv f(z) =1+ ).

oz

1.2. Beskriv billedkurverne under f(z) = 22 af C ind i C af fglgende kurver
i planen

a) Halvlinjer startende i 0.

b) Cirklerne |z| = r.

¢) Den vandrette linje z + %1.

d) De lodrette linjer a + iy, hvor a > 0 er fast.

Forklar at alle billedkurverne fra d) skeerer billedkurven fra c) i rette vinkler.

1.3. Beskriv billedet af vandrette og lodrette linjer i C under exp z = e%e,
z = x + 1y, og gor rede for at billedkurverne er ortogonale.
1.4. Betragt funktionerne
1 (2) 1
z) = .
9 (22— 22 + 4 — 4i)?2

Gor rede for, at f er holomorfi C\ {£ 1,44} og find f'. Ger rede for, at g
er holomorf i C\ {—2i,2 + 2i} og find ¢'.

f(z):m

1.5. Vis, at funktionerne z — Re 2z og z — Z ikke er differentiable i nogen
punkter i C.

1.6. Vis, uden at differentiere, at

z Y
u(a:,y): m7 v(x’y):_x2+y2’ for (.CE,y) ERQ\{<O7O)}7

tilfredsstiller Cauchy-Riemanns differentialligninger.

1.7. Lad f : G — C vere holomorf pa omradet G og antag, at |f]| er
konstant. Vis, at f er konstant.

Vink. a) Skriv f = u -+ iv og bemeerk, at forudseetningen siger, at u? + v?
er konstant, altsa u? +v? = k > 01i G. Vi kan si antage k > 0 for ellers er
u=v=f=0.

b) Udnyt at 2 (u? + v?) = é%(u2 +v%) = 0 og brug Cauchy-Riemann-
ligningerne til at opna ligningssystemet

ou ou ou ou

c¢) Ligningssystemet () med %, g—z som ubekendte har determinanten

u? 4+ v? og slut, at %:g—;:(}.
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1.8. Vis, at hvis f : C — C er holomorf og af formen f(x+iy) = u(x)+iv(y),
hvor u og v er reelle funktioner, sa er f(z) = Az+cmed A € R, ce€ C.

1.9. Vis formlerne for n € N, 6 € R:

[n/2]
cos(nf) = Z (—1)k (2?;) cos" ¥ 9 sin®* ¢
k=0

[(n=1)/2] .
sin(nf) = ) (—1)k(2k T

) cos” k=1 ggin?ktlyg
k=0

([a] betyder den hele del af a, dvs. [a] er det tal p € Z som opfylder a — 1 <
p<al)

1.10. Vis additionsformlerne

sin(z; + 2z2) = sin z1 cos 2o + €os 27 sin 29

cos(z1 + 2z2) = €os 21 COS 22 — sin z1 sin 29

samt
(sinz)? 4 (cosz)? =1

for alle 21, 22,z € C. (Vink. Eulers formler).

1.11. Bestem lgsningsmeengden af z € C til ligningerne sinz = 1, sinz =

V10.

1.12. Vis, for eksempel ved at benytte Euler’s formler, at der for x og y € R
geelder:
sin(z + iy) = sinx coshy + i cosz sinhy ,

og benyt dette til at vise, at sin er holomorf med d% sin z = cos 2.
Beskriv billedet af vandrette og lodrette linier i C ved sinus afbildningen.
2 2 2 2
(Ligningen — — Y_ — 1 fremstiller en hyperbel, og ligningen — + L
a? b2 a? b2
fremstiller en ellipse.)

Vis, at sinus afbilder strimlen

. T e
{zriy] -5 <w<3 ver]

bijektivt pa C\ (]—o0, —1] U [1, o0]).

1.13. Vis, at Cauchy-Riemanns differentialligninger for f = u+iv kan skrives
som en enkelt ligning:
af  .of
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Ved indfgrelse af udtrykkene

L L(0 0N s 1(0
- 2\ 0x Z@y ’ 2\ 0x Z@y

skal man vise, at 9f = 0 og f'(z) = 0f(z) for en holomorf funktion f.

1.14. Vis, at for z =z + iy € C\ {Z + 7Z}

2 tan(z + iy) = sin(2z) ~ sinh(2y)
cos2x +sinh®y  cos2z + sinh?y
1 eQiZ -1
tanz=- % -
anz =

1.15. Vis, at potensraekken ZZOZO anz™ har konvergensradius p = oo hvis og
kun hvis lim,, o, ¥/|an| = 0.

1.16. Antag, at f,g: G — C er n gange differentiable i den abne delmangde
G i C. Bevis Leibniz formel for den n’te afledede af et produkt:

n

F9™ =3 (1) g,

k=0

1.17. Vis, at funktionen tan z opfylder tan’ z = 1+tan? z, tan” z = 2tan z +
2tan? z og generelt

n+1
tan(™ z = Za”v’f tan*z, n=0,1,...,
k=0

hvor a,, j er ikke-negative hele tal.
Vis, at a, = 0 nar n, k enten begge er lige eller begge er ulige.
Konkludér, at Taylorraekken for tan omkring 0 har formen ) ° t,22" 1,
hvor t, = agn+1,0/(2n+ 1)L
Vis, at Taylorrackken starter

t I e
anz ==z —Z —z
37 T 15

(Koefficienterne i potensrzekken for tan kan udtrykkes ved Bernoullitallene,
se opg. 6.12.)
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2.1

s2. Kurveintegraler og stamfunktioner

I denne paragraf indfgres det komplekse kurveintegral, der ggr det muligt
at studere stamfunktionsbestemmelse som omvendt operation til differen-
tiation. Resultaterne bygger pa integration af komplekse funktioner pa et
interval.

Estimationslemmaet 2.8 er vigtigt og bruges utallige gange i kurset.

Seetning 2.13 giver en fuldsteendig karakterisering af, hvornar en kontinuert
funktion har en stamfunktion.

2.1. Integration af funktioner med komplekse vaerdier.
For en kontinuert funktion f : [a,b] — C defineres
b b b
/ F(t)dt :/ Ref(t)dt+i/ Tm f(£)dt (1)

S& fab f(t)dt er et komplekst tal med

Re ( /:f@dt) _ /j Re f(t)dt, Im ( /jm)dt) _ /ab Im F()dt

De sadvanlige regneregler for integraler af reelle funktioner overfgres umid-
delbart til funktioner med komplekse veerdier, f.eks. har vi

b b b
/ (F() + g(t))dt = / F(t)dt + / o(t)dt 2)
a b a b a
/ cf(t)dtzc/ f(tydt, ceC (3)
b
/ F(8)dt = F(b) — F(a)hvis F' = f. (4)

Fglgende vurdering, der ligner den reelle version til forveksling, er lidt tricket
at vise.

Seetning 2.1. For en kontinuert funktion f : [a,b] — C gelder

[ o)< [ s

Bewis. Det komplekse tal z = f; f(t)dt skrives pa formen re?, hvor r = |z|
og 0 er et argument for z. Sa har vi ifglge (3)

r=ze ¥ = /b e f(t)dt = /b Re (e7" f(t)) dt,

a a
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idet

/b Im (e_wf(t)) dt =0,

da integralet af e~ f(¢) er det reelle tal > 0. Vi har altsa
b b ' b
) / f(t)dt) _ / Re (e f(t)) dt < /
" ‘ ’ b ! b
< [feeswla= [ e 1rwiar = [ 1o,

idet vi har brugt, at Rew < |Rew| < |w]| for ethvert w € C og at [e=%| = 1.
O

Re (e “f(t)) ’dt

6—19

2.2. Komplekse kurveintegraler.

En kontinuert afbildning ~ af et lukket begraenset interval [a,b] ind i C
kaldes kort en kontinuert kurve i C, men det er mere korrekt at sige, at
v bestemmer en orienteret kontinuert kurve i C. Punkterne 7(a) og 7(b)
kaldes henholdsvis begyndelsespunkt og endepunkt, og v kaldes en parame-
terfremstilling for kurven. Den kaldes lukket hvis vy(a) = v(b). Mengden af
kurvepunkter betegnes kort v*, dvs. v* = ([a, b]). Mere preecist vil vi ved
en orienteret kontinuert kurve i C forsta en sekvivalensklasse af kontinuerte
parameterfremstillinger, idet to sadanne ~y: [a,b] — C og 7: [¢,d] — C kaldes
&kvivalente, hvis der findes en kontinuert strengt voksende atbildning ¢ af
[a,b] pa [c,d], s& T o o = 7. Vi betragter altsa kun orienteringsbevarende
reparametriseringer.

A -
>

ikke-simpel kurve simpel kurve

Hvis v: [a,b] — C er parameterfremstilling for en orienteret kontinuert
kurve, vil ¢t — 7(a + b — t) veere en parameterfremstilling for kurven med
modsat gennemlgbsretning; den kaldes den modsatte kurve.

32



2.3

En lukket orienteret kontinuert kurve «y: [a, b] — C kaldes simpel, hvis den
ikke skaerer sig selv, altsa hvis «’s restriktion til [a, b[ er injektiv.

En simpel lukket orienteret kontinuert kurve v kaldes ofte en Jordan kurve
pa grund af Jordans kurvesetning: (Fremsat af C. Jordan i 1887. Det forste
korrekte bevis blev givet af O. Veblen i 1905.)

En Jordan kurve deler C i to omrader: Et indre begraenset omrade og et
ydre ubegraenset omrade, der begge har kurven som rand.

En sadan kurve vil vi normalt orientere positivt, dvs. mod uret, sa vi
under et gennemlgb hele tiden har det indre omrade til venstre.

Begrebet orienteret kontinuert kurve er for generelt til, at vi kan definere
kurveintegraler. Vi vil fa brug for kurvens tangent og ma derfor forudsaette,
at parameterfremstillingen v : [a, b] — C er C' altsa kontinuert differentiabel.
Vi taler si om en orienteret C'-kurve eller en orienteret glat kurve. Diffe-
rentialkvotienten 7' (t) repraesenterer kurvens hastighedsvektor som ligger pa
tangenten til kurven i punktet y(¢). Tallet |y/(¢)| er farten i punktet ~(¢).

Definition 2.2. Lad 7: [a,b] — C vere en orienteret Cl-kurve og lad
f:v* — C veere kontinuert. Ved kurveintegralet af f langs ~ forstas det

komplekse tal b
Lf:[yf<z>d2=/a Fly@®)y ()t

Bemeaerkning 2.3.

(i) Veerdien af fv f eendres ikke, nar parameterfremstillingen v erstattes

af en dermed @kvivalent v o ¢, hvor ¢: [c,d] — [a,b] er en bijektiv
Cl-funktion med ¢'(t) > 0 for alle t. Dette fglger af formlen for
substitution i et integral.

(ii) Betegner —y den modsatte kurve til 7, geelder

ol

(iii) Skrives f(z) = u(z,y)+iv(x,y), hvor z = z+iy og y(t) = x(t)+iy(t),
ser man, at

[ = [ (ulete) o)+ anGete). o) (' 0) + i 0)

_ / (@ (t), y(1)a () — vz (t), y(£))y/ (£)]dt

a
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sa det komplekse kurveintegrals real- og imaginzerdel er to seedvanlige
tangentielle kurveintegraler ogsa kaldet arbejdsintegraler, som kort
kan skrives

/udx—vdy—i—i/vdm—l—udy:/(u,—v)-ds+i/(v,u)-ds.
gl gl g g

Hvisv : [a,b] — C, 6 : [¢,d] — C er to orienterede C'-kurver og v(b) = §(c)
vil vi intuitivt kunne saette kurverne sammen, sa vi fgrst bevaeger os langs
v fra punktet P = 7(a) til @ = ~(b) og derefter langs 0 fra Q = d(c) til
R =4(d).

Denne kurve vil vi betegne yUd, men i andre fremstillinger af teorien mgder
man betegnelsen v + 0. Ingen af betegnelserne passer med den ssedvanlige
betydning af symbolerne U og +.

Vi kan give en parameterfremstilling for vU ¢ pa intervallet [a, b+ (d — ¢)]
pa folgende made

B v(t), t € a,b]
T<t)_{5(t+c—b), tebb+(d—c).

Denne parameterfremstilling er kun stykkevis C!, idet 7 | [a, b] er C! og
7 | [b, b+d—c] er C1, men tangentvektorerne v/(b) og ¢’ (c) kan veere forskellige
svarende til, at kurven slar et knaek, nar man passerer Q).

Det er nu neerliggende at udvide definition 2.2 til fglgende
[i=[r=[1+]r
T 0 é
YUS

Eksempel 2.4. Lad f(z) = 2% og lad v : [0,1] — C, § : [1,2] — C vere
Cl-kurverne v(t) = t? +it, 6(t) = t +i. Bemaerk, at v gar fra 0 til 1+ langs
en parabel (y = /) og § gar fra 1+1 til 2+ langs en vandret linje, se figur.

A 1414 2414

Y
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2.5

Den sammensatte kurve v U § kan beskrives ved parameterfremstillingen
7:10,2] - C

t2+it, telo,1] Y(t)y=2t+i, tel0,1]
() = . T(t) =
t+1, tell,?], §y(t)=1, t€]1,2].
Bemerk, at 7/(1) = 2+ # 6’(1) = 1 sa 7’ er ikke defineret for ¢ = 1. Vi

finder
/Tf: / :/01(t2+it)2(2t+i)dt+/12(t+z‘)2dt
1

yUd

2
= / (2t° + Bith — 413 — it?)dt + / (t? + 2it — 1)dt
0 1

1 2

1
+ [gt?’ +it? — t]

. :
= [—t6 +it? —tt — ft?’]
3 3, .

(22 (A 2L
7373 3T 3T g

Vi vil nu formalisere ovenstaende i en udvidelse af definition 2.2.

Definition 2.5. Ved en vej (pa engelsk ofte contour) forstas en parameter-
fremstilling v : [a,b] — C som er stykkevis C1, dvs. der findes delepunkter
a=tog<t1 <---<th_1<t,=>bsa

Vi =7 [tj—lvtj]v jzlv , 1

er C'-parameterfremstillinger, men der ma gerne veere knaek i punkterne
v(t;), ved at den hgjreafledede af v, it; er forskellig fra den venstreafledede

Ved kurveintegralet af f langs vejen v forstas tallet

[i=] f=i: Ljf:i / Famd. )

YU U =17

Bemaerkning 2.6. Funktionen f(v(¢))y'(t), t € [a,b] er stykkevis konti-
nuert, idet den er kontinuert pa hvert af intervallerne |¢;_1,¢;[ med greense-
veerdier i endepunkterne. Funktionen er derfor Riemann integrabel i den
forstand, at dens realdel og imaginaerdel er integrable og tallet (1) kan op-
fattes som definitionen af integralet

/ v (Bt
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Definition 2.7. Ved lengden af en vej v : [a,b] — C, y(t) = x(t) + iy(t),
som i definition 2.5 forstas tallet

b b
- / Iy (t)]dt = / V02 g (02t

idet den stykkevis kontinuerte funktion |y'(¢)| er integrabel.

Til vurdering af kurveintegralers stgrrelse geelder fglgende vigtige:

Estimationslemma 2.8. Lad v : [a,b] — C vere parameterfremstilling for
en vej. For en kontinuert funktion f :~v* — C geelder

|| 1] < maxisnen. 2)

hvor L(~) er lengden af vejen.

Bevis. Vi kan ngjes med at gennemfgre beviset for en C'-parameterfremstil-
ling, da det almene resultat let fglger heraf. Ifglge Seetning 2.1 har vi

Mﬂﬂ/bfﬁ( (t)dt| < /|f DI (2)]dt

< max |f(y I/h )t = max| (2) L)

t€la,b]

Bemaerkning 2.9. I praksis er det ikke ngdvendigt at bestemme
max | f(z)] = max |f(y(t))],

zEeY* t€(a,b)
idet der ofte frembyder sig en vurdering
f(2)| <K Vzeq",
og dermed gaelder max.~ |f| < K. Af (2) fas

’/A<KL

som i praksis er lige sa nyttig som (2).

2.3. Stamfunktion.

Begrebet stamfunktion som omvendt operation til differentiation kendes
fra funktioner pa et interval. Pa engelsk bruger man ofte ordet “antideriva-
tive” som understreger, at operationen er omvendt til differentiation. Vi skal
nu studere det analoge begreb for funktioner af en kompleks variabel.
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Definition 2.10. Lad f: G — C veere defineret i et omrade G C C. En
funktion F': G — C kaldes en stamfunktion til f, safremt F' er holomorf i G
og F' = f.

Hvis F' er en stamfunktion til f, er F' 4+ k ogsa stamfunktion til f for
vilkarligt k& € C, og pa denne made finder vi alle stamfunktioner til f. Er
nemlig ® en anden stamfunktion til f,er (P —F) =f—f=0,sa ® — F er
konstant ifglge Seetning 1.9.

Et polynomium
p(z) =ap+aiz+---+a,2", 2€C

har en stamfunktion i C nemlig polynomierne

ay o Qnp n+1
P —k by )
(2) +apz + 5 2 + —I—n 1%

Mere generelt vil summen af potensrakken
oo
f(z) = Zan(z —20)", 2z € K(z,p)
n=0

med konvergensradius p have stamfunktionerne

[ee) a, .
F(z):k+zn+1(z—z0) +1
n=0

i K(z0,p). Vived nemlig, at F' og f har samme konvergensradius, jf. Lemma
1.11.
Kurveintegraler er nemme at beregne, nar man kender en stamfunktion.

Saetning 2.11. Huwis en kontinuert funktion f: G — C i et omrade G C C
har en stamfunktion F': G — C, gelder

[ $ds= Flea) ~ Fa)
¥
for enhver vej v fra z1 til zo. Specielt gelder f7 f =0 for enhver lukket vej

.
Bevis. Hvis 7: [a,b] — G er en vej med v(a) = z1, 7(b) = 22, finder vi

b
/ f(2) dz = / Fr)(8) dt
b d

= [ GFOWE = POE) - FO@).

37



2.8

O

For en kontinuert funktion f pa et interval I kan vi finde en stamfunktion
ved at veelge xo € I og definere

F(z) :/xf(t)dt, vel.

Nar vi skal finde en stamfunktion til f : G — C er det nzerliggende at
veelge zg € G og prgve at definere

F(z) = /zf(t)dt, =xes (1)

Integralet skal forstas som kurveintegralet langs en vej fra zy til z. Det var
neerliggende at ga langs den rette linje fra zg til z, men sa risikerer man at
komme ud af omradet. Der er imidlertid flere muligheder for at

tegne veje v fra zg til z bade “snoede” og trappelinjer, og spgrgsmalet opstar
da om udtrykket (1) er uathaengigt af vejen fra zj til z, for ellers er (1) uden
mening.

Vi skal nu se, hvornar ovenstaende kan realiseres.

Lemma 2.12. Lad f: G — C wvere en kontinuert funktion i et omrade
G C C, og antag at f7 f =0 for enhver lukket trappelinje « G. Da har f en
stamfunktion.

Bevis. Vi veelger zop € G. For z € G defineres F(z) = f% f, hvor ~,
veelges som en trappelinje i G fra zg til z. Da G er et omrade findes en
sadan trappelinje, og kurveintegralet er uathaengigt af valget i henhold til
forudseetningen. Hvis nemlig 6, er en anden trappelinje fra zo til z vil
v : =9, U(—7,) veere en lukket trappelinje, altsa

A RaY L
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For at vise differentiabiliteten af F'i z; € G med F'(z1) = f(z1) teenkes
e > 0 givet. Da f er kontinuert i z; findes r > 0 sa K(z1,7) C G og sa

|f(2) = f(z1)] S eforz € K(z1,7). (2)
Til h = hy + ihe sa 0 < |h| < r betragtes trappelinjen ¢ fra z; til z; + h,
der fgrst gar vandret fra z; til z; 4+ hy, og dernaest lodret fra z; + hy til

21 + hy + ihe = 21 + h. Denne tilhgrer K(z1,r) og dermed G. Ved at fgje ¢
efter ., har vi en trappelinje ~,, U/ fra zg til 21 + h og far da

F(z +h) — / /f /f

Yzq UL

For en konstant ¢ geelder ifglge Saetning 2.11

/c:c(zl—i—h)—czl:ch,
12

idet ¢ har stamfunktionen z — cz. Med ¢ = f(z;) finder vi da

1

F P+ 1) = Fe) = £ = 3 [ £= G =5 [ (#G) = ey,
og af estimationslemmaet 2.8 og bemeerkning 2.9 fas under brug af (2)

L(F(z1+ )~ F(z) — ()| = |h| ]/ ) dz

|h1| + |hol
|h|

< —eL({) =

e < 2e.
Ihl

O

At en kontinuert funktion har en stamfunktion kan karakteriseres pa fgl-
gende made:
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Saetning 2.13. For en kontinuert funktion f: G — C pa et omrade G C C
er folgende betingelser ensbetydende:

(i) f har en stamfunktion.
(ii) For vilkarlige z1,22 € G har f7 f samme veerdi for enhver vej v 1 G
fra zy til zo.

(iii) fv f =0 for enhver lukket vej v i G.

Nar betingelserne er opfyldt, finder man en stamfunktion F til f ved at
veelge et punkt zy € G og sette

Fe)= [ 1 Q)
2l
hvor ~ er en vilkarlig vej i G fra zy til z.

Bevis. (i) = (ii) folger af Seetning 2.11.

(ii) = (iii): Lad v veere en lukket vej i G fra zp til zp og veelg den konstante
vej §(t) = zo, t € [0,1]. Ifplge forudseetningen er

Af:Lf=47®mwmw:o

(iii) = (i): Da specielt fv f = 0 for enhver lukket trappelinje i G, giver
Lemma 2.12, at f har en stamfunktion F(z) = f7 f, hvor v veelges som en

trappelinje fra et fast punkt zp til z. Da (i) — (iii) er sekvivalente geelder
udtrykket (3) for F' uatheengigt af valget af vej fra zg til z. O

Eksempel 2.14. Lad C, betegne cirklen |z| = r gennemlgbet positivt en
gang, C,.(t) =re, t € [0,27]. Saer for n € Z

27 . at 27
/ %:/ me,ztdt:irl_”/ eit(l—n)dt:{o,' n#la
c, 2" o Trnew 0 27, n=1.

Resultatet fglger ogsa for n # 1 af, at 2~" har stamfunktionen 217" /(1—n)
iC forn <0,iC\{0} for n > 2. Da integralet er # 0 for n = 1 kan vi
slutte, at =1 ikke har nogen stamfunktion i C \ {0}.
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Opgaver til §2.

2.1. Udregn kurveintegralerne

iy 2 i
/ % ,/ cos z dz og / e“dz
o (1—-2) i 0

ved brug af definitionen pa kurveintegral, idet det er underforstaet, at der skal
integreres langs linjestykket fra nedre greense til gvre greense. Find derefter
veaerdien af de tre integraler ved stamfunktionsbestemmelse og Saetning 2.11.

d
2.2. Udregn / —Z, idet v, : [0,27] — C er en parameterfremstilling for
z
Vn

enhedscirklen med n € Z \ {0} gennemlgb: ~,(t) = ™.
2.3. Vis, at
2
2 _dz=0,
/7 (22 +1)2 ‘
nar 7 betegner en lukket vej i C\ {£i}.

2.4. Vis, at

/ P(2)dz = 0

for ethvert polynomium P og enhver lukket vej v i C.

2.5. Vis, at A(y) = f7 zZdz er et reelt tal for enhver lukket vej v i C.

Vink. Hvis v(t) = z(t) + iy(t), t € [a, b], skal man vise at
0 10

1 [ 2
M”:EL 2t (1)

Udregn A(7y,) for v,(t) = e, t € [0,27], n = 1. Ggr rede for, at for en
simpel lukket vej v kan A(~) fortolkes som arealet omsluttet af v med fortegn
+ atheengig af positiv/negativ omlgbsretning.

2.6. Vis, at nar f og g er holomorfe i et omrade G, med kontinuerte afledede
f" og ¢, sa geelder for enhver lukket vej v i omradet:

Lﬂ@m@wz—ﬁf@y@w.

(Vink. Bemeaerk at f'g + fg’ har en stamfunktion i G.)
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3.1

;3. Cauchys saetninger

Hovedresultatet i denne paragraf er Cauchys integralsetning: Integralet af
en holomorf funktion langs en lukket vej er nul, nar omradet er uden huller.
Af resultatet udledes dernaest Cauchys integralformel, der udtrykker veerdien
af en holomorf funktion i et indre punkt af en cirkelskive ved vaerdierne pa
periferien. Resultatet viser groft sagt det overraskende, at bare man kender
en lille smule af en holomorf funktion, sa kender man den hele.

Resultaterne er fundamentet for resten af kurset.

3.1. Cauchys integralsaetning.

Vi ved, at eksistensen af en stamfunktion til f : G — C er atheengig af om
integralet af f langs alle lukkede veje er nul. Vi ved ogsa, at kontinuitet af f :
G — C ikke er nok (som i reel analyse) til at f har en stamfunktion. Ja selv
en pezen funktion som f(z) = 1/z pa G = C\ {0} har ikke en stamfunktion,
jf. Eksempel 2.14.

Det viser sig, at der skal stilles “seerlige” krav til savel f som til omradet
G, for at der er en stamfunktion. Dette er Cauchys fundamentale opdagelse
omkring 1825.

Det krav, der skal stilles til omradet, siger lgst sagt, at det er uden huller.
Omradet C\ {0} har netop et hul i {0}.

Et omrade G C C kaldes enkeltsammenhangende, hvis der om to vilkarlige
kontinuerte kurver ~y,7: i G med samme begyndelsespunkt a og samme
endepunkt b geelder, at den ene kan “deformeres kontinuert” over i den anden.
Idet vi kan antage, at begge kurver har parameterinterval [0, 1], vil vi preecist
forlange, at der findes en kontinuert funktion H : [0,1] x [0,1] — G, sa at

H(07t> = 'YO(t)u H(Lt) = '71(t) for t € [07 1]7

og sa at H(s,0) = a, H(s,1) = b for s € [0,1]. For hvert s € [0,1] er
t — H(s,t) en kontinuert kurve fra a til b, og nar s varierer fra 0 til 1
varierer kurven fra g til 7. Funktionen H kaldes en homotopi.

Intuitivt er et enkeltsammenhsengende omrade et omrade uden huller.

Vi naevner uden bevis, at hvis et omrade G er stjerneformet omkring et
punkt a € G, dvs. for ethvert z € G er liniestykket fra a til z indeholdt i
G, sa er G enkeltsammenhaengende, jf. Opg. 3.4. En maengde G C C kaldes
konveks, hvis for alle a,b € G ogsa linjestykket mellem a og b tilhgrer G,
altsa hvis

vyit)=(1—-t)a+tbe G for t €]0,1].

Da en konveks maengde er stjerneformet omkring ethvert af sine punkter, er
et konvekst omrade enkeltsammenhzengende.
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Fjernes en halvlinie fra C fas et omrade, der er stjerneformet omkring
ethvert punkt pa den modsatte halvlinie (eks. A). Et vinkelrum er stjerne-
formet og ikke konvekst, nar vinklen er mere end 180 grader som i eksempel
B. Omradet udenfor en parabel (eks. C) er enkeltsammenhsengende, men
ikke stjerneformet. Fjernes et punkt (eks. D) eller en eller flere lukkede
cirkelskiver (eks. E) fra et abent omrade fas et ikke enkeltsammenhaengende
omrade.

Seetning 3.1 (Cauchys integralsaetning). For en holomorf funktion f :
G — C 1 et enkeltsammenhaengende omrade G C C og en lukket vej v i G

geelder
/ f(2)dz=0.
.

Cauchy viste resultatet i 1825, idet han om en holomorf funktion forudsatte,
at f’ er kontinuert.
For en differentiabel funktion f : I — R pa et interval kan det ske, at f’
har diskontinuiteter. Et eksempel er (I = R)
f(m):{aﬂsin% , r#0 f,(@:{zrsin%—cos% , t#0
0 , =0 0 ,x=0.
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For en kompleks differentiabel (holomorf) funktion f : G — C pa en aben
meengde er f’ derimod kontinuert. Det blev opdaget af den franske mate-
matiker Goursat i 1899, idet han gav et bevis for Cauchys integralsaetning
uden at forudsaette, at f’ er kontinuert. Kernen i beviset er Goursats lemma,
men beviset for, at f’ er kontinuert, fglger forst af Seetning 4.8.

Lemma 3.2 (Goursats lemma 1899). Lad G C C vere aben og f €
H(G). Sa er

f(z)dz=0
oA

for enhver (massiv) trekant A C G.

Bevis. Kurveintegralet langs randen 0A af et trekant /A skal her altid for-
tolkes saledes, at siderne gennemlgbes i raekkefglge i positiv omlgbsretning,
men nar lemmaet er vist, er integralet selvfglgelig ogsa nul, nar vi gar rundt
i negativ omlgbsretning.

Midtpunkterne af siderne i A forbindes.

Dermed er A delt i fire trekanter AM ..., A® som vist pa tegningen, og
med de viste orienteringer. Idet f.eks. A1) og A™ har en felles side med
modsatte orienteringer, har vi

I:/aaf:é/aamf'

Mindst et af de fire tal [, f ma have en absolut veerdi > $|I|. Kaldes
den tilsvarende trekant for Ay har vi altsa

11| < 4 f]-
JAN

Anvendes samme procedure pa /A vil en af de 4 trekanter, hvori A deles
— lad os kalde den Ay — opfylde

lllszl}/aA f}sﬂ/w f]-
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3.4

Fortseettes pa denne made fas en dalende fglge A D Ay D Ay D ... af
lukkede trekanter sa

|I|§4“}/ f| for n=1,2,.... (1)
[JANS

Der geelder
m A = {20}
n=1

for et entydigt bestemt punkt zyg € C. Velges nemlig 2z, € A, vilkarligt
vil (z,) have en konvergent delfplge med grzensepunkt zy € N A, ifolge
Bolzano-Weierstrass’ seetning. Da stgrrelsen af trekanterne halveres i hvert
skridt, er der kun ét tal i feellesmaengden.

K(zp,71)

Hvis L betegner leengden af 0A, er leengden af 04, lig med 27" L. Da f er
differentiabel i 2, kan vi til givet € > 0 finde r» > 0, sa

1£(2) = f(20) = f'(20)(z — 20)| S elz — 20| for z € K(20,7) € G, (2)

og der findes N, sa A, C K(zp,7) for n > N. For n > N og z € 0/, er
|z — zo| hojst halvdelen af omkredsen af A, altsd |z — zo| < 3 - 27"L.

Funktionen z — f(20) + f/(20)(z — z0) er et forste grads polynomium, og
har dermed en stamfunktion, sa ifglge Seetning 2.11 har vi

/ (f(20) + f'(20)(z — 20))dz =0,
LY

altsa ifplge (2) og estimationslemmaet

|| fede =] | (F(2) = f(z0) = F'(z0) (= = 20)) d|
[oYANS AN,
<e- Zrélaagn |z — 20| -27"L < % (2_”[,)2 )
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3.9

Af (1) far vi da
1] <4m3 (27"L)° = del?,

og da € > 0 er vilkarlig, ma I = 0. O

Cauchys integralseetning for et givet omrade G handler om integration
langs vilkarlige veje i G. Imidlertid fas resultatet, hvis man blot kan vise, at
for f € H(G) er L f(2)dz = 0 for de lukkede trappelinjer i G, for i sa fald
sikrer Lemma 2.12, at f har en stamfunktion i GG, hvorefter Seetning 2.11
viser, at fv f(2)dz = 0 for vilkarlige lukkede veje. Vi behgver derfor blot
vise, at fv f(z)dz = 0 for lukkede trappelinjer i G.

Fra Goursats lemma har vi, at [, . f(z)dz = 0 for massive trekanter inde-
holdt i G. For en vilkarlig lukket trappelinje er det nu neaerliggende at dele
trappelinjen op i trekanter ved tilfgjelse af ekstra linjestykker — men da er
det ikke sikkert, at alle trekanterne er indeholdt i GG, selv hvis der anvendes
en fin inddeling. Ved ikke-enkeltsammenhaengende omrader kan der jo veere
“huller” i G.

For generelle enkeltsammenhaengende omrader vil beviset for at der findes
en brugbar opdeling i trekanter veere ret teknisk, og det overspringes. Vi
vil udfgre beviset i et specialtilfeelde, der raekker til de fleste anvendelser af
seetningen.

Seetning 3.3 (Cauchys integralssetning for et stjerneformet omra-
de). Lad G vere et stjerneformet omrade og antag, at f € H(G). For enhver

lukket vej v i1 G geelder
/ f(2)dz=0.
2l

Bevis. Antag, at G er stjerneformet omkring a, og lad ~ veere en lukket

trappelinje ned knaekpunkter ag,aq,...,a,_1, an = ag.
A;—1 x a; a;
x
ai—1
a
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Et vilkarligt punkt x pa vejen ligger pa et af liniestykkerne fra a;,_; til a;,
1=1,...,n, 0g da G er stjerneformet med hensyn til a, vil liniestykket fra a
til  tilhgre G. Dermed vil hele trekanten {a,a;_1,a;} tilhgre G. Integralet
af f langs randen, der gar fra a til a;_1, fra a;_; til a; og fra a; til a, er da 0.
For enten danner punkterne en egentlig trekant, som gennemlgbes positivt
eller negativt, og sa fglger pastanden af Goursats lemma, eller ogsa ligger
punkterne pa linie, og sa er pastanden simpel, idet de tre integraler heever
hinanden. Vi har altsa

F=0.
i_zl /8{a,ai1,ai}

Hvert af liniestykkerne fra a til a;, i = 1,...,n, giver to bidrag, der haever
hinanden, og resten er netop f7 f, som altsa er lig med 0. O

Bemsaerkning 3.4. Selv om G er et ikke enkeltsammenhasengende omrade,
vil der naturligvis ofte alligevel galde f7 f =0 for visse f € H(G), og visse
lukkede veje v 1 G. F.eks. i folgende tilfaelde (a): f har en stamfunktion i G,
eller (b): v forlgber i et enkeltsammenhaengende delomrade Gy af G. Saledes

er
/ dz
20
0K (a,r) ?

for a #0, 0 < r < |a|. Kurveintegralet skal forstas saledes, at vi gar én gang
rundt langs randen i positiv omlgbsretning. Funktionen % er holomorf i det
ikke enkeltsammenhaengende omrade G = C\ {0}, men kurven forlgber helt
i en halvplan G (tegn), og derfor er integralet 0.

Ved kombination af Cauchys integralssetning (Szetning 3.1) og Seetning
2.13 finder vi nu ogsa:

Saetning 3.5. Enhver holomorf funktion i et enkeltsammenhaengende omra-
de har en stamfunktion.

3.2. Cauchys integralformel.

Lad G vere et omrade, zg € G, og antag, at f € H(G \ {z0}). Vi gnsker
at udregne integralet af f langs en simpel lukket vej C'i G som omslutter
zp. Vi tenker os, at C' er orienteret mod uret. Vi vil se, at vi ved Cauchys
integralsaetning ofte kan erstatte C' med en anden simpel lukket vej K i G,
orienteret mod uret og som ogsa omslutter zg, altsa at

/C f(2)dz = /K f(2)dz. 1)
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3.7

Ideen er at leegge en raekke snit fra C' til K (pa tegningen fire), og dermed
lave et endeligt antal lukkede “smaveje” v;, der hver bestar af 1) en del af C,
2) et snit, 3) en del af K med modsat orientering, 4) et snit. Vi antager, at
det er muligt at leegge snittene saledes, at hvert ~y; forlgber i et stjerneformet
delomrade af G'\ {2}, hvorved f% f = 0. Idet hvert snit giver anledning til
to bidrag, der haever hinanden, vil

o= [ =[] 1

hvoraf ses, at

[

Inden vi giver et konkret eksempel pa ovenstaende, far vi brug for

Lemma 3.6. Lad G C C vere aben og antag K(a,r) C G. Sa findes R > r
med K(a,R) C G. (Der er altsa altid plads til en lidt storre cirkelskive).

Bevis. Hvis G = C kan vi bruge ethvert R > r. Antag derfor G # C, altsa
CG # @, og saet
R =inf{|z —a|| z € CG}.

Sa vil K(a,R) C G, og da K(a,7) C G ma r < R. Vi skal altsa udelukke
muligheden r» = R.

Ifglge Lemma A.1 i Appendix med K = {a}, F = (G findes 3’ € CG med
la —y'| = R. Hvis vi antager, at r = Rma y’ € K(a,r), altsa ¢y’ € G, hvilket
er en modstrid. O

Eksempel 3.7. Antag, at f € H(G\{20}), og at kurverne C og K er randen
af to cirkler K(a,r) og K(zo, s) opfyldende

K(zp,s) € K(a,r), K(a,r)<C K(a,R) CG.
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3.8

Sa er

D™ oo™
0K (a,r) 0K (z0,s)

Her og i det fglgende gennemlgbes cirklerne en gang mod uret, nar vi be-
tragter kurveintegraler af formen
/s

0K (a,r)

Laegges fire snit mellem cirklerne ved to pa hinanden vinkelrette linier
gennem 2y, ser man, at hver af de fire “smaveje” ligger i et cirkelafsnit af
K(a, R) afgreenset af en korde gennem zg, altsa i en konveks maengde, og
dermed har vi det gnskede.

Seetning 3.8 (Cauchys integralformel). Lad f : G — C vere holomorf i
en aben mengde G og antag at K(a,r) C G. For alle zg € K(a,r) gelder

1 z
T 0K (a,r) Z— 20

idet cirklen gennemlgbes en gang mod uret.

Bevis. Lad zg € K(a,r) veere fast. Af Eksempel 3.7 anvendt pa deni G\ {20}
holomorfe funktion
f(2)

zZ— 20

/ f(2) ds — / f(z) i
8K(a,7’) < ZO 8K(ZQ,S) &= ZO
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3.9

for 0 < s < r — |a — z|. Indfgres parameterfremstillingen 6 — zy + se®’
0 € [0, 27], for 0K (20, s) finder vi

d 2 - if
/ & :/ 2 d6 = 2mi,
0K (z0,s) # — 0 0 s€
hvoraf

_ FE) 1)~ fo) .
1_/8 dz — 2mi f(z0) / dz .

K(a,r) # 7 %0 0K (z0,8) 2 20

Dermed har vi ifglge estimationslemmaet

1] gsup{‘%fszo)} | |2 — 20| = s} - 2ms
= 2msup{|f(z) — f(20)| | [z — 20| = s},

men da f specielt er kontinuert i zg, vil det anfgrte supremum ga mod 0 for
s — 0, og vi kan slutte at I = 0. O

Korollar 3.9. Lad f : G — C veere holomorf i en aben mengde G, og antag
K(a,r) C G. Sa gelder

1 27

f(a) fla+re®)do.

Bewvis. Vi anvender satningen for zy = a og indfgrer parameterfremstillingen
0—a+re?, 6ecl0,2n].

O

Cauchys integralformel viser, at blot man kender en holomorf funktions
veerdier pa en cirkel 0K (a,r), sa er funktionens verdier inde i cirkelskiven
fastlagt. Korollaret siger specielt, at veerdien i centrum er middelveerdien af
veaerdierne pa periferien.

Eksempel 3.10. Cauchys integralformel kan benyttes til udregning af kurve-
integraler.

sin z 1 sin z 1 sin z
or(0,2) 1 +2 21 Jok(0,2) # — ¢ 2t Jok(o,2) 2 +1

= 7msin(i) — wsin(—i) = 27sin(i) = wi(e — %) .
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3.10

Eksempel 3.11. Ved hjeelp af Cauchys integralssetning vil vi vise formlen

L [Tttt — o3 pem
—— e (& =€ .
V2T J_o ’

Formlen udtrykker, at e~ 2%

en konstant faktor.
For b = 0 siger formlen

L B
e o
V2T J o ’

som udtrykker, at den normale fordeling er en sandsynlighedsteethed, og
dette vil vi ikke vise. Idet cos er lige og sin ulige, finder vi ved hjelp af

Eulers formler
/ ezt eitbgy — / em2t’ cos(tb) dt ,

— o0 — 00

er sin egen Fourier transformerede, bortset fra

sa det er tilstraekkeligt at vise formlen for b > 0.

Vi integrerer den i hele C holomorfe funktion f(z) = exp(—32?) langs
med randen af det pa figuren viste rektangel, og far 0 ifglge Cauchys inte-
gralseetning. De fire sider har parameterfremstillingerne

7n(t) =t, t€[—a,a],
Y2(t) = a +it, t €10,0],
v3(t) = —t + b, t €[—a,al,
va(t) = —a+i(b—1t), te]0,b];

og vi finder

b b
. 1,2 12 . 1,2 L2 ialb—
f=1ie 2° / e2tetatqt / f=—ie 2 / ez (0—)" gia(b t)dt,
0 Y4

0
’/ f},}/ f}SG_%GZbG%bZ—N)for a— 0.
72 Y4

Da desuden -
. 132 _ 142
lim / f=—e2? / e 2t ettt
470 J g —00



3.11

08

lim/ f:/ 6_%t2dt:\/2ﬂ',
7

. .4
fas ved greenseovergangen a — oo i )y ., f% f=0,at
1b2 o0 1t2 ith
V2r+0—e2 / e 2t e"™dt+0=0,
—00

hvoraf formlen fremgar.

A
(—CL, b) 3 (CL, b)
Y
Y4 Y2
A
(—a, 0) 71’ (av 6)
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3.12

Opgaver til §3.

3.1. Udregn

/ dz
0K (0,1) (z—a)(z— 5)7
nar (i) |a|, |b] <1, (ii) |a| < 1, |b] > 1, (iii) |al, |b] > 1.

3.2. Udregn

/ C _d& og / _6 dz .
oK (0,2) # — 1 oK (0,2) T — 22

3.3. Vis, at et konvekst omrade er enkeltsammenhaengende.

3.4. Vis, at ethvert stjerneformet omrade G C C (dvs. der findes mindst et
a € G sa G er stjerneformet omkring a) er enkeltsammenhaengende.

(Vink. Gor rede for, at det er nok at vise pastanden for et omrade, der er
stjerneformet omkring 0. Lad G veere et sadant omrade og lad vy veere en
kontinuert kurve i G fra a € G til b € G, med parameterinterval [0, 1]. Vis,
at udtrykket H(s,t) defineret ved

(1—-2t)a, for t €[0,3s],
H(s,t) = (1—$)v <%) , for t € [%s, 1—%3[,
(2t — 1)b, for t € [1—3s,1],

er en homotopi, der deformerer ~y kontinuert over i kurven

(1-2t)a, for ¢t €[0,3],
m(t) = 1
(2t — 1)b, for t e [1—3,1];

og afslut derefter beviset for pastanden.)

3.5. Brug Goursats lemma til at vise fglgende: Lad G veere et omrade som
er stjerneformet omkring zo. For hvert z € G betegner [z, 2] linjestykket fra
2o til z med parameterfremstillingen v(t) = (1 — t)zo + tz. Gor rede for, at
for f € H(G) er F : G — C defineret ved

F(z) = /[] /

den stamfunktion til f, som opfylder F'(zy) = 0.
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3.13

3.6. Lad G = C\] — o0, 0] som er stjerneformet omkring 1. Ifglge opgave 3.5

definerer udtrykket
dt
Logz = / —, z€eG
(2 ¢

en stamfunktion til % iG.
Hvis z = re'?, § €] — m, 7], r > 0 skal det vises, at
Log(re'?) = logr + i .
Vink. Brug vejen fra 1 til r og fra r til 7e?® langs cirklen |z| = 7).

3.7. Lad G vere en aben cirkelskive, lad a € G og lad b, ¢ veere to forskellige
punkter pa periferien. Lad U veere omradet begrenset af linjestykkerne
[a, b], [a, c] og en af de to buer mellem b og c. Vis, at omradet U er konvekst,
hvis vinklen ved a er < w. Vis, at omradet U er stjerneformet og ikke
konvekst, hvis vinklen ved a er > 7. (U er et lagkagestykke).

Brug et sadant omrade U til at vise, at man kan klare sig med 2 “smaveje”
i eksempel 3.7.

3.8. Betragt omradet
G=C\{iylyeR,Jyl =1}.

Gor rede for, at G er stjerneformet omkring 0 og definer funktionen Arctan :

G — C ved ,
dt
Arctanz:/ 27.
0 1+t222

Vis, at Arctan er holomorf pa G med den afledede

1
— Arct =—.
P rctan z 52
Gor rede for, at Arctan |R er den omvendte funktion til tan : ]—%, 5 [ — R.

(Man kan vise, at Arctan afbilder G bijektivt pa strimlen

. ™ s
{z:w+zy\—§<x<§},

og at den er invers til tan.)

Vis, at

22 20
Arctanz =2 — —+ — —+--- for |z|<1.

3 )
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3.14

3.9. (Fresnels integraler). Udregn

/000 sin(z?)dx = /000 cos(z?)dx = VT

idet integralerne skal forstas som lim fo
T—00

Vink. a) Udnyt at f% exp(iz?)dz = 0, idet v, for r > 0 betegner vejen
rundt om cirkeludsnittet begraenset af z-aksen, vinkelhalveringslinjen y = x
og buen re’, t € [0, Z].

b) Lad » — oo og udnyt (eksempel 3.11),

T
1
lim e~ dr = §ﬁ

r—00 0

samt sin2t > t for ¢ € [0, 7] (if. ¢)) t11 at opna resultatet.
c) Vis, at min{=22t | ¢t €10, 2]} =

3.10. Betragt maengden G = C \ Z.
1) Vis, at G er et omrade, altsa at G er aben og at to vilkarlige punkter
kan forbindes med en trappelinje.
2) Er G konveks?, stjerneformet?, enkeltsammenhaengende?
3) Betragt
f(z) =1/sin(nz), z € G

og ggr rede for, at den er holomorf i G.
4) Seet yp(t) = 3 +it, or(t) = 3 +it,t € [-T,T). Vis, at

li dz =1 1 —
T o J(z)dz Z/ cosh mt)’ T1—>H;o/ Iz /_OO cosh(7t)

5) Seet vyro(t) = a+it,t € [-T,T], hvor a € R\ Z. Vis, at

@ = | 16

er konstant i hvert af intervallerne |n,n+ 1], n € Z. (Leeg meerke til at ¢(a)
skifter fortegn nar a hopper fra |0, 1] til |1, 2].)

Vink: For n < a < b < n+ 1 brug Cauchys integralssetning pa rektanglet
med hjgrner a +¢T,b +iT og lad T — oc.
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4.1

s¢4. Anvendelser af Cauchys integral—
formel

I paragraf 4.2 anvendes Cauchys integralformel til at vise, at en holomorf
funktion er vilkarligt ofte differentiabel og fremstilles ved sin Taylorrackke. I
beviset far vi brug for uniform konvergens af funktionsfglger, som vi behand-
ler i paragraf 4.1. Maengden af holomorfe funktioner er stabil overfor lokal
uniform konvergens, som derfor er et vigtigt begreb, der udvikles i paragraf
4.4.

Liouvilles seetning og algebraens fundamentalsaetning dukker overraskende
op som simple sidegevinster.

4.1. Funktionsfalger.

Lad der veere givet en vilkarlig ikke tom maengde M. I anvendelserne vil
M typisk veere en delmaengde af C.

En fglge af funktioner f, : M — C siges at konvergere punktvis mod
funktionen f : M — C hvis

Vee M: lim f,(x) = f(x).

n—oo

Med kvantorer kan dette udtrykkes saledes:

Vee MVe>03IN eNVneN (n>N=|f(x)— falx)|<e). (1)

Eksempler: 1) Lad M =R og f,(x) = |sinz|?, n =1,2,.... Sa gaelder
1 for = +pn, pe’
lim f,(z) = { 2 P
n—00 0 for zeR\{Z+2Zr},

altsa f, : R — C konvergerer punktvis mod indikatorfunktionen f =1z 7.
for maengden § + Zm, dvs. den funktion som er 1 pa mengden og 0 pa
komplementaermaengden.

2) Lad M =C og fn(2) =2"/nl, n=1,2,.... Sa gaelder

lim f,(2) =0 foralle zeC,

n—oo

altsa f, konvergerer punktvis mod nulfunktionen. Pastanden fglger for ek-
sempel af, at potensraekken for exp er konvergent for alle z € C, og sa vil det
n’te led ga mod 0.
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4.2

I begge eksempler er funktionerne f,, kontinuerte, men graensefunktionen
f er ikke kontinuert i det forste eksempel.

Hvad er det der gor, at grensefunktionen er kontinuert i eksempel 2 men
tkke 1 eksempel 17

Hvis vi til e med 0 < ¢ < 1 og z € R\ {3 +Zr} skal bestemme det
mindste N sa |sinz|Y < e og dermed |sinz|® < ¢ for n > N, ser man, at
N = N(z) er det mindste naturlige tal > loge/(log|sinz|) forudsat x ¢ 7Z,
og for © € nZ er N(z) = 1. Grafen for loge/log|sinz| ser saledes ud pa
10, 7[:

Y

0 7r'/2 T

Grafen gar mod uendelig nar = naermer sig 7, altsa N(xz) — oo for z — 7.

Vi er altsa ikke i stand til at bruge det samme N i (1) for alle de optraedende
xe M.
Disse overvejelser motiverer fglgende:

Definition 4.1. En fglge f, : M — C af funktioner siges at konvergere
uniformt (eller ligeligt) mod funktionen f : M — C hvis

Ve >03dIN eNVneN((n>N = |f(x) — folz)| <ecforallexz e M). (2)
Idet
|f(x) = fu(z)| < e for alle z € M < sup{|f(z) — fu(x)| |z € M} <e
kommer den ligelige konvergens ud pa at talfglgen

sup{|f(z) = fn(z)| | x € M}
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4.3

konvergerer mod 0.

Funktionerne f,(z) = 2" /n! konvergerer uniformt mod nulfunktionen for
z tilhgrende en begrenset mengde M C C. At M er begreenset betyder
netop, at der findes K sa |z| < K for z € M og dermed gaelder

n

K
sup{|fn(z) —0| | z€ M} < — — 0.
n!
Derimod konvergerer f,, ikke uniformt mod nulfunktionen pa C idet

sup{|fn(z) — 0] | z € C} = oo for alle n.

At begrebet kan bruges til det, vi efterlyser, vises i den fglgende satning.

Seetning 4.2. Lad M C C og lad f, : M — C vere uniformt konvergent

mod funktionen f : M — C.
Huis alle funktionerne f, er kontinuerte i zg € M, sa er ogsa funktionen
f kontinuert i zg.

Bevis. Lad € > 0 veere givet. Vi skal finde § > 0 sa
VzeM (|Jz— 2z <d=1|f(2) — f(z0)| <&).
Da sup{|f(z) — fu(2)| | 2 € M} — 0 for n — oo findes N sa

sup{|f(z) — fu(2)| | z€ M} <¢e/3 for n> N

specielt
Vze M :|f(z) — fn(2)] <e/3. (3)
Da fn er kontinuert i z¢ findes § > 0 sa
€
vzeM(|z—zo| < 8= |fnl2) — fn(z0)| <§). (4)

For z € M, |z — 29| < ¢ har vi da

1f(2) = f(20)| = [(f(2) = fn(2)) + (fv(2) = [ (20)) + (v (20) — f(20))]
< [f(2) = fn () + [ (2) = fn(20) + [fn (20) — f(20)]
<e/3 +¢/3 +e/3=¢.

O

(I szetning 4.2 kunne M ogsa veere en delmeengde af R™ eller et metrisk
rum.)
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4.4

Definition 4.3. En uendelig reekke Y ° f,,(x) af funktioner f, : M — C
siges at veere uniformt konvergent med sumfunktionen s : M — C, hvis
afsnitsfolgen

$n() =) falz), €M
k=0

konvergerer uniformt mod funktionen s.

Saetning 4.4. Weierstrass’ majorantrakke ssetning. Lad Y ° fn(x)
veere en uendelig rekke af funktioner f, : M — C og antag, at der findes
en konvergent majorantrekke, dvs. er konvergent raekke Y, a, med positive
led sa

VneNgVe e M :|f,(x)] <ay,.

Sa er rekken Y )" fn(x) uniformt konvergent pa M.

Bevis. Sammenligningskriteriet viser, at raekken Y o° f,,(z) er absolut kon-
vergent for hvert x € M. Kaldes sumfunktionen s : M — C galder om det
n’te afsnit s,,, at

s(@) —sale) = Y fula),

k=n+1
hvoraf
s@) —s@=| Y A@[ < Y @< Y w
k=n+1 k=n+1 k=n+1
altsa

sup{[s(z) = su(@)| [z € M} < Y ax,
k=n+1

men da ) 7 ar — 0 for n — oo fordi Y% ap < oo, far vi at s, (z) — s(x)
uniformt pa M. O

Seetning 4.5. En potensrakke Y o a,z™ med konvergensradius p og sum-
funktion

f(z) = Zanz”, z € K(0,p)
n=0

konvergerer uniformt mod f pa enhver lukket cirkelskive K(0,r) med r < p.
(Konvergensen behgver derimod ikke at vere uniform pa K (0, p). Overvej

forskellen i de to udsagn).

Bevis. Resultatet folger umiddelbart af Seetning 4.4 idet Y ° |a,|r™ er en

konvergent majorantrackke pa K(0,r). O

Vi kan nu supplere §2.2 med en vigtig regneregel for kurveintegraler.
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Seetning 4.6. Lad 7 : [a,b] — C vere en vej i C og lad f,, : v* — C vere
en folge af kontinuerte funktioner.

(i) Hvis f,, — f uniformt pa v* geelder

[ [1 (- famr)

(ii) Huis Z;O:O fn konvergerer uniformt pa v* med sumfunktion s : v* —

C gelder
Z fn = / S <: Z fn) .
n=0""7 v Y n=0

Bewvis. (i): Bemeerk, at f bliver kontinuert pa v* ifolge Seetning 4.2. Ifglge
forudseetningen kan vi til € > 0 finde N € N sa der for n > N og z € ~*
geelder

1f(z) = fu(2)| < ¢

og af estimationslemmaet 2.8 fglger

)Lf—ﬁh

hvilket viser pastanden.

=| [ =5l <20,

(ii): Idet s, = > p_, f& konvergerer mod s uniformt pa v*, folger af (i) at

fv sn—>fw s, men idet
n
/Sn:Z/fka
vy k=0"Y"

folger pastanden. O

Bemaerkning 4.7. To simple observationer om uniform konvergens.

(i) Hvis en folge af funktioner f,, : M — C konvergerer uniformt mod
f : M — C sa vil restriktionen f,|A til en vilkarlig delmaengde A C M
konvergere uniformt mod f|A.

(ii) Antag at f,, : M — C konvergerer punktvis mod f : M — C og antag
A BC M.

Hvis f,|A konvergerer uniformt mod f|A og f,|B konvergerer uniformt
mod f|B, sa vil f,|A U B konvergere uniformt mod f|A U B.

Kun beviset for (ii) kraever en kommentar. Til givet € > 0 kan vi ifglge
definitionen finde N4 € N, Np € N sa der for n € N gaelder

n>Ny=|f(x)— fo(z)| <e foralle x € A

61



4.6

0og
n > Npg=|f(x) = fn(z)] < e foralle z € B.

For n > max(Na, Np) geelder da
|f(z) — fn(z)| <e foralle x € AUB,

hvilket viser den uniforme konvergens pa A U B.

4.2. Udvikling af holomorfe funktioner i potensraekke.

Lad G C C veere en aben maengde. Hvis G # C vil der til hvert a € G
findes en stgrste aben cirkelskive K(a,p) indeholdt i G, og radius er p =
inf {|a — 2| | z € C\ G}. Hvis G = C saetter vi K(a,00) = C og taler ogsa i
dette tilfaelde om den stgrste cirkelskive indeholdt i G.

Ved hjeelp af Cauchys integralformel vil vi nu vise, at f € H(G) er

vilkarligt ofte differentiabel. For a € G kaldes reekken > 7 ! (n).(a)( —a)"”
for f’s Taylorrekke med centrum a.

Seetning 4.8. Lad f € H(G). Sa er f vilkarligt ofte differentiabel, og Tay-
lorraekken med centrum a € G er konvergent med sum f i den storste abne
cirkelskive K (a, p) C G:

> (n) a
:an'(>(z—a)" for ze€ K(a,p). (1)
n=0 ’

For K(a,r) C G og zg € K(a,r) gelder Cauchys integralformel for den n’te
afledede

F (zo) = "'/ Adz, n=01,.... (2)
0K (a,r)

2mi (z — zp)nt1

Bevis. Idet z — f(2)/(z — a)"™! er holomorf i G \ {a}, folger af Eksempel
3.7, at tallene
1 f(z)dz

an(r) - 2m 0K (a,r) (Z - a)n—l—l

er uafheengige af r for 0 < r < p, og vi kalder dem derfor blot a,, ,n =0,1,....
For z € K(a, p) veelges r > 0sa |z—a| < r < p, og Cauchys integralformel

giver
1 fw
21 Jor(ap) W — 2

flz) =
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Vi vil vise reekkeudviklingen (1) ved at omskrive —L— til en konvergent raekke,
indsaette i integralformlen og begrunde, at summation og integration kan
ombyttes. Omskrivningen gar ud pa at bemeerke, at der for w € 0K (a,r)
geelder

1 1 1 1

w—z w—at+a—2 w—al—(z—a)/(w—a)’

hvor |(z —a)/(w — a)| = |z — a|/r < 1, sa den sidste brgk kan skrives som
sum af en uendelig kvotientraekke; det giver

I i(z—a)n
w—2z w-—a w—a
n=0

Dermed er

) _ 5™ gaw) 3)
n=0

w —

e Flw)(z = oy
gn(w) = m :

Da 0K (a,r) er lukket og begraenset, er M = sup{ |f(w)| | w € 0K (a,r)} <
co. Reekken Y ° g,,(w) konvergerer uniformt for w € K (a,r), idet leddene
er majoriseret ved

sl < 2 (E22)" 5o (E2) <o

0

Af Seetning 4.6 (ii) folger, at det er tilladeligt at integerere ledvist i (3), hvoraf

lm:i/ fw)

2M0 Jor (ap) W — 2

= — gn(w) dw = an(z —a)".
;%Z oK (w) > an(z—a)

n=0

Potensraekken Y > a,(z —a)™ er altsa konvergent med sum f(z) for alle
z € K(a,p). Seettes g(z) = f(z+ a) er dermed g(z) = Y > a,2" for z €
K (0, p). Ved §1.4 sluttes, at g(z) er vilkarligt ofte komplekst differentiabel pa
K (0, p), hvormed f(z) er det pa K(a, p). Da koefficienterne i potensrackken
g(z) = 3°°° yanz" er fastlagt ved a, = g(™(0)/n! (jf. §1.4), finder vi a,, =
f@™(a)/n!, hvilket viser (1). Da f(™(a) = nla,, viser formlen for a, (=
an(r)), at

271 z—a)ntl

f(n)(a)zl!/am )(Ldz, 0<r<p.
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Her kan vi ifplge Eksempel 3.7 erstatte 0K (a,r) med en vilkarlig cirkel

0K (b,s)saa€ K(b,s) C K(b,s) C G, hvormed

f(n)(a) = % / %dz;

OK (b,s)
dette viser (2) med lidt andre betegnelser. O

Bemaerkning 4.9.

(i) Som stette for hukommelsen noteres, at Cauchys integralformel for
de afledede fremkommer ved at differentiere Cauchys integralformel
under integraltegnet. Denne ide kan ogsa udbygges til et andet bevis
for seetningen.

(i) Man kalder en funktion f : G — C i et omrade G C C for (kom-
plekst) analytisk, hvis der til hvert punkt a € G findes en potensrackke
>0 an(z — a)™ med sum f(z) i en cirkelskive K(a,r) C G, idet r
tillades at variere med a. Ifglge §1.4 er en analytisk funktion holo-
morf, og den netop udviklede teori viser, at en holomorf funktion er
analytisk, og at den til a hgrende potensraekke er Taylorrackken. Be-
greberne analytisk og holomorf er altsa helt ensbetydende. K. Weier-
strass (1815-1897) gav den forste eksakte behandling af kompleks
funktionsteori baseret pa begrebet analytisk funktion.

(iii) Da f’ igen er holomorf har vi specielt opnaet, at f’ er kontinuert, jf.
prazeamblen til Goursats lemma.

(iv) Konvergensradius R for potensraekken i (1) er altsa > p. Der kan
gaelde R > p. Se Seetning 6.24 for et tilfeelde hvor R = p.

4.3. Harmoniske funktioner.

At en holomorf funktion f € H(G) er vilkarligt ofte differentiabel med-
forer, at to differentiable funktioner u,v : G — R opfyldende Cauchy-
Riemanns differentialligninger

u_ov o o
dor Oy’ Ody  Ox ’

automatisk er C*°-funktioner i G, opfattet som aben delmsengde af R2. Ved
fortsat differentiation finder vi

0%u R 0%u 0%v

o2 ordy’ Oy Oydx
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1t 0%u L Gu 0%u _o0d 0%v 0%v Analogt . 0% N 0% _ 0
altsa — a = . Analogt ses, at — + — .
9z2 T 9y? 9xdy  Oyox 88 55, A 5r2 T B2
82 2
Udtrykket — 92 + 8— kaldes Laplace operatoren og betegnes seedvanligvis A.
x
. 32@ Dy ) . .
Man skriver Ay = Iz + W En reel C*-funktion ¢ pa en aben maengde
x

G C R? kaldes harmonisk i G, hvis Ay = 01 G. Vi har altsa, at realdelen og
imaginerdelen af en holomorf funktion er harmoniske.
Vi vil nu vise, at det omvendte er rigtigt lokalt. Mere praecist gaelder:

Saetning 4.10. Lad v vere en reel C?-funktion, der er harmonisk i et enkelt-
sammenhaengende omrdde G C R? ~ C. Sd findes en holomorf funktion
f: G — C med Ref = u, og f er fastlagt pa ner addition af en rent
imaginer konstant.

0 0
Bewis. Funktionen g(z) = T8 % er holomorf i G, idet Cauchy-Riemanns

or Oy
differentialligninger er opfyldt:

0%u 0%u 0%u 0%u

ox2 —  oy?’  Oydx B 0xdy

Ifplge Seetning 3.5 findes en stamfunktion f € H(G) til g, altsa f' = g, og da

/=

) 9 9 )
o—(Re [) +im—(Im f) = =~ (Re f) - ia—y<Ref>

finder vi 9 5 5 5
U U
So(Ref) = GE (Ref)= G

Dette viser, at u — Re f er en reel konstant. Ved at leegge denne til f opnar
vi en holomorf funktion med u som realdel. Betegner f og f; holomorfe
funktioner med Re f = Re f; = u, er i(f — f1) abenbart en holomorf funktion
med reelle vaerdier, og dermed konstant (Korollar 1.10). O

Til en harmonisk funktion u i en aben enkeltsammenhsengende maengde
G C R? findes altsa en harmonisk funktion v i G, sd f = u + iv er holomorf.
Funktionen v er bestemt pa neger addition af en konstant, og kaldes en til u
konjugeret harmonisk funktion. Funktionerne u(z,y) = x og v(x,y) = y er
harmoniske i R? og v er konjugeret til u, da z = u + v er holomorf.

Hvis u er harmonisk i en vilkarlig aben maengde G, kan vi for hver cirkel-
skive K (a,r) C G finde en til u konjugeret harmonisk funktion v, sa u + v
er holomorf i K(a,r). Dermed er u € C°°(G). Vi er altsa i den situation, at
u € C*(G) og Au = 0 medfgrer, at u € C°(G), hvilket er en parallel i reel
analyse til, at en holomorf funktion er vilkarligt ofte komplekst differentiabel.
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4.4. Moreras sztning og lokal uniform konvergens.

I reel analyse ved vi, at en kontinuert funktion pa et interval har en stam-
funktion. I kompleks funktionsteori er situationen helt anderledes:

Saetning 4.11. Huvis en funktion f : G — C i et omrade G C C har en
stamfunktion, da er den holomorf.

Bevis. Hvis F' € H(G) er en stamfunktion til f, er ogsa f = F’ holomorf
iflg. Seetning 4.8. O

Vi minder om, at en holomorf funktion i et omrade G ikke behgver at have
en stamfunktion i G (f(z) = 2711 C\ {0}, Eksempel 2.14), men at den har
en sadan, hvis G er enkeltsammenhaengende, jf. Seetning 3.5.

Den fglgende satning af italieneren G. Morera fra 1886 er en omvendt
setning til Cauchys integralssetning, dog behgver omradet ikke at veere
enkeltsammenhaengende.

Saetning 4.12. Moreras ssetning. Lad f : G — C vere kontinuert i et
omrade G C C. Huis fv f =0 for enhver lukket vej i G, eller blot [, f =0

for enhvert trekant N C G, sa er f holomorf i G.

Bewvis. Det er nok at vise, at for hvert a € G er f holomorf i K(a,p), hvor
K (a, p) er den stgrste abne cirkelskive i G med centrum a. Som i beviset for
Cauchys integralsatning for et stjerneformet omrade slutter vi af egenskaben
for trekanter, at integralet af f langs enhver lukket trappelinje i K(a,p) er
lig med 0, og dermed har f en stamfunktion i K(a, p). Af Seetning 4.11 fglger
nu, at f er holomorf i K (a, p). O

Vi skal nu minde om et fundamentalt resultat i matematisk analyse, jf.
2AN og 3GT.

Seetning 4.13. Borels overdsekningsssetning. Lad K vere en afsluttet
og begreenset mangde i C eller mere generelt i R*.
Til enhver familie (G;)ier af dbne maengder i RF som overdekker K, dvs.

KQUGi

il
findes endeligt mange indices i1, ... i, € I sa

KCGyU-- UG, .

Vi skal bruge resultatet i forbindelse med et nyt konvergensbegreb for
folger af funktioner, som er seerligt relevant for holomorfe funktioner.
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Definition 4.14. Lad G C C vere en aben mangde. En fglge af funktioner
fn : G — C siges at konvergere lokalt uniformt (eller lokalt ligeligt) mod en
funktion f : G — C safremt

(lu) Til hvert a € G findes r > 0 sa K(a,r) C G og sa fn(z) — f(2)
uniformt for z € K(a,r).

Specielt vil f,(a) — f(a) for hvert a € G, altsa f,, — f punktvis, og
konvergensen forudseettes uniform i en passende omegn af hvert punkt i G.
Spergsmalet er sa for hvilke typer af delmezengder K C G vi har uniform
konvergens.

Saetning 4.15. Lad G C C vere en aben mangde. En folge af funktioner
fn + G — C konvergerer lokalt uniformt mod f : G — C hvis og kun huvis
folgende betingelse geelder

(ku) For hver afsluttet og begrenset delmaengde K C G wvil f,(z) — f(z)
uniformt for z € K.

Bevis. (lu) = (ku). Lad K C G veere afsluttet og begreenset. For hvert
a € K findes r =r, > 0sa K(a,r,) C G og sa f, — f uniformt pa K(a,r,).
Kuglerne (K(a,r,))ack er abne og overdaekker K, idet hvert a € K ligger
i kuglen K(a,r,). Ifolge Borels overdaekningsszetning findes endeligt mange

punkter aq,...,a, € K sa
K C K(a1,rq,)U---UK(an,rq,)-

Da fglgen konvergerer uniformt pa hver af disse cirkelskiver kan vi af
Bemaerkning 4.7 slutte, at f,, — f uniformt pa K.

(ku) = (lu). Vi skal til vilkarligt ¢ € G finde en cirkelskive K(a,r) C G,
sa f, konvergerer uniformt mod f pa K(a,r). Idet K(a,r) er afsluttet og
begraenset, har vi imidlertid uniform konvergens pa enhver sadan cirkelskive

indeholdt 1 G. g

Bemaerkning 4.16. Betingelsen (ku) star for “kompakt uniform” konver-
gens, idet afsluttede og begraensede delmaengder af C (eller R¥) ofte kaldes
kompakte. Betingelsen er altsa uniform konvergens pa enhver kompakt del-
mangde af G. Vi har set, at uniform konvergens i en omegn (uanset hvor lille)
af hvert punkt i omradet leder til uniform konvergens pa vilkarlige kompakte
delmaengder af G.

Af Moreras seetning vil vi udlede:
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Seetning 4.17. Lad G C C vere aben. Hvis en folge fi, fa,... fra H(G)
konvergerer lokalt uniformt pa G mod en funktion f, da er f € H(G). Folgen
f1, f5, ... af afledede konvergerer mod f' lokalt uniformt pa G.

Bemaerkning 4.18. Ved gentagen anvendelse af satningen ses, at der for
alle k € N geelder: f,gk) — ) lokalt uniformt pa G.

Bevis. Lad a € G og K(a,r) C G sa f, — f uniformt pa K(a,r). Ifglge
Seetning 4.2 er f kontinuert i hvert punkt af K(a,r). For enhver trekant
A C K(a,r) geelder f&A fn = 0 ifglge Cauchys integralsetning. Da f, — f
uniformt over 0A, vil
0= fn — f
GIN GIN
ifolge Seetning 4.6 (i), altsa faA f = 0. Ifslge Moreras satning er f holomorf
i K(a,r), og da a var vilkarlig, sluttes at f € H(G).
Af Cauchys integralformler fglger, at der for zy € K(a,r/2) gealder

folz0) = f'(0) = o /8 . )M

2mi (z —20)2

For 29 € K(a,r/2) og z € 0K (a,r) geelder |(z — 20)?| > (r/2)?, hvoraf

() — F(z0)] < 22 (3) sup [fal2) - £

21

r 0K (a,r)
altsa A
sup  [fn(z0) = f'(20)| < = sup  [fulz) — f(2)],
zo€K(a,r/2) T 2€dK(a,r)

hvilket viser, at f], — f’ uniformt over K(a,r/2). Da a € G er vilkarlig har
vi altsa lokal uniform konvergens af f; mod f’. O

Seetning 1.12 om ledvis differentiation af en potensrackke er naturligvis et
specialtilfaelde af ovenstaende.

4.5. Hele funktioner. Liouvilles saetning.

En holomorf funktion f: C — C kaldes en hel funktion (eng. entire func-
tion). Polynomier, exp, sin, cos, sinh, cosh er hele funktioner, men % er ikke
hel. En hel funktion fremstilles for ethvert z € C ved sin Taylorreekke med
vilkarligt centrum, specielt med centrum 0. Teorien for hele funktioner er
altsa sekvivalent med potensraekker med centrum 0 og konvergensradius oo.
Hele funktioner er en naturlig generalisation af polynomier: “Polynomier af
uendelig grad”. Om hele funktioner findes en raekke dybtliggende satninger,
af hvilke vi uden bevis fremhaever:
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Saetning 4.19. Picards saetning. For en ikke konstant hel funktion f:
C — C er enten f(C) = C eller f(C) =C\ {a} for et passende a € C. Huis
f ikke er et polynomium, er f~1({w}) en uendelig maengde for alle w € C
pd ner hgjst ét.

Som illustration af seetningen kan man teenke pa exp, hvor exp(C) =
C\ {0}.
Picards setning (ofte kaldet Picards lille seetning, jf. p. 6.7) viser, at en

begrzenset hel funktion ma veere konstant. Vi skal give et simpelt bevis for
dette resultat.

Saetning 4.20. Liouvilles saetning. En begrenset hel funktion er kon-
stant.

Bevis. Antag, at |f(z)| < M for alle z € C. For r > 0 gelder da, ifplge
Cauchys integralformler

(n) — n_‘/ f(z) nl M _M-n!
}f (O)‘ }271'2 dK(0,r) n+l dz‘ S .

Ved at lade r — oo ser man, at f(™(0) = 0 for alle n > 1, og pastanden
fglger af Taylorudviklingen for f. O

4.6. Polynomier.

Dybden i Liouvilles seetning antydes af, at den kan bruges til at give et
enkelt bevis for:

Saetning 4.21. Algebraens fundamentalsaetning. FEthvert polynomium
p(z) =Y 1_o axz" af grad n > 1 har mindst en rod i C.

Bevis. Antages, at p(z) # 0 for alle z € C, vil f(z) = 1/p(z) veere en hel
funktion.
Idet a,, # 0, har vi

n—1
p(2) = a,2" (1 + Z %zk_"> ,

k=0

sa

&%1 for |z| — o0.
Ap 2"
Der findes altsa et r > 0, sa der for |z| > r geelder

p(2)

Ap 2™

1
>_7
-2
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eller
1 2

<
Ip(2)] ~ lan|r"
Idet 1/|p(z)| ogsa er begreenset pa den afsluttede og begraensede cirkelskive

K(0,7), er 1/p altsa en begrzenset hel funktion og dermed konstant, hvilket
giver en modstrid. O

for |z| >r.

Meangden af polynomier
p(z) =ap+a1z+ -+ apz"
af en kompleks variabel z og med komplekse koefficienter er en delmaengde
af de hele holomorfe funktioner H(C). I algebra betegnes maengden af poly-

nomier seedvanligvis C|z].
Der gaelder folgende fundamentale resultat om polynomiers division:

Seetning 4.22. Lad d € C[z] veere forskellig fra nulpolynomiet. Til p € C[z]
findes entydigt bestemte polynomier q,r € Clz] sa

p=qd+r, grad(r) < grad(d)? (1)

Polynomierne d, q,r kaldes henholdsvis divisor, kvotient og rest. Hvis d,p
har reelle koefficienter, sa gelder det ogsa for q,r.

Beuvis. At fremstillingen er entydig ses saledes: Hvis p = q1d + r1 = god +
ro med grad(r;) < grad(d), j = 1,2, fas (1 — ¢2)d = ro — ry af grad <
grad(d), men det kan kun lade sig ggre nar ¢ — g2 = 0, og sa er ogsa
r1 —ro = 0. Eksistensen ses ved et induktionsbevis, der kan udmgntes i
en divisionsprocedure. Nar grad(p) < grad(d) seettes ¢ = 0, r = p. Antag
dernaest at

p(z):anzn+"'+a0, d(z):bkzk++bo

med n > k, a, # 0, by # 0, og at eksistensen er bevist for k < grad(p) < n—1.
Idet

Qn
n.n kd 1

bx <Z> =ap_12""

+ - +ag— Z_" (bk—lzn_l +...+bozn—k>
k

er af grad < n — 1, kan induktionsantagelsen benyttes pa ps:
p1=qd+ry, grad(r1) <grad(d),

hvoraf

pE) = pi(e) + 82 Hd() = (b— ; q1<z>) A=) +11(2)

1) Nulpolynomiet tillaegges som det eneste polynomium graden —oo
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Eksempel 4.23. p(z) =223+ 3224+ 2+3,d(2) =22 —2+1

22— 2411223 4+322+ 2+ 32245

223 — 222 + 22
522 — 2z +3
522 —5z+5
4z — 2

Altsa q(z) =22+ 5, r(z) =4z — 2.

Eksempel 4.24. Lad d(z) = z — a veere af fgrste grad. Sa giver szetningen
p(z) = q(2)(z —a) +r, hvor r € C. Heraf fas ved indssettelse af z = a at
r = p(a). En rod (et nulpunkt) z = a giver altsa faktoriseringen p(z) =

q(2)(z — a).
Man far umiddelbart heraf:

Korollar 4.25. FEt polynomium p(z) af grad n > 1 har netop n rodder i C
(regnet med multiplicitet).

Bewvis. For n = 1 er ssetningen oplagt. For n > 1 benyttes induktion efter
n, idet p(z) skrives som (z — zp)q(z) hvor zy er den rod, der findes ifplge
Seetning 4.21, og q er af grad n — 1. O
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Opgaver til §4.

4.1. Antag at G er en aben delmaengde af den komplekse plan og at a € G.
Lad f € H(G), og antag f'(a) # 0. Vis, at der findes r > 0, sa |f'(z) —
f(a)] < |f'(a)| for z € K(a,r) C G. Vis, at for z1, 20 € K(a,r) gelder

’/0 f(tza + (1= t)z1)dt — f'(a)| < |f'(a)],

f(z2) — f(z1) = (22 — ) / [tz + (1— t)2) dt,

og slut, at f|x (4, er injektiv. Vi har altsa vist: f er injektiv i en passende
lille omegn af et punkt a hvor f'(a) # 0.

Giv et eksempel pa en ikke injektiv holomorf funktion f pa C med f'(z) #
0 for alle z € C.

4.2. Find Taylorreekken med centrum /4 for sinus pa fglgende to mader:
(i) Brug additionsformlen. (ii) Bestem koefficienterne ved differentiation.

4.3. Hvad er det stgrste omrade G i hvilket f(z) = 1/(1—2z+2?) er holomorf?
Vis, at f(z) = Y o an2" for |z] < 1, og at a9 = a1 = 1, az = 0, og
Gnt3 = —a, forn > 0.

Vink. Udnyt at 1 = (1 — 2z + 2%) Y an,2™ og brug Seetning 1.14.

4.4. Udregn

eZ
———dz for n>1.
/8K(i,2) (z—=1)n

4.5. Lad u : G — R vaere en harmonisk funktion i en aben maengde G C C.

Vis, at hvis K(a,7) C G, sa er

27
u(a) = %/0 u(a +re®®)do.

4.6. Vis, at

xr
e 08 ulEy) = z? —y?

er harmoniske funktioner i R\ {(0, 0)} henholdsvis R?, og find de konjugerede
harmoniske funktioner.

u(z,y) =

4.7. Lad (f,) veere en folge af holomorfe funktioner i en aben maengde G og
antag, at

00
S sup [ fu(2)] < oc,
n=1 K
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for enhver afsluttet begreenset maengde K C G. Vis, at

F2) =Y ful2)

er holomorf i G, og at f/(z) = >.7° f1(2), idet reekken konvergerer lokalt
uniformt pa G.

4.8. Lad K og L veere afsluttede og begraensede maengder i C sa at K # ()
og K C L, og lad d veere afstanden mellem K og C\ L, dvs.

d=inf{|z—y||z e K, ye C\L}.

Gor rede for, at d > 0, og at der for enhver aben maengde G O L og for
enhver f € H(G) geelder

sup |(2)] < 5 sup £ (2)].
K L

Vink. Gor rede for, at man kan bruge Cauchys integralformel

1 f(&)
f(a) = — d¢ for a€ K.
( 27 Jok (a,a0) (§ — a)?
4.9. Lad f veere en hel funktion, og antag at
|f(z)| < A+ Blz|" for zeC,

hvor A, B> 0, o0og n € N. Vis, at f er et polynomium af grad < n.

4.10. Lad f veere en ikke konstant hel funktion. Vis (uden at benytte

Picard’s seetning), at f(C) = C.
(Vink. Antag f(C) # C, og forsgg at anvende Liouvilles s@tning.)

4.11. Vis, at hvis f er en hel funktion som opfylder f' = af for et a € C, sa
findes et ¢ € C sa at
f(z) =cexp(az), z € C.

4.12. Lad ¢ € H(G). Vis, at raekken
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definerer en holomorf funktion i G.

4.13. (Bygger pa 3 MI). Lad (X, E, u) veere et malrum og G C C en aben
maengde. Antag at f: X x G — C opfylder

(i) Ve € X : f(z,-) € H(G).
(ii)) V2 € G: f(-,2) € L(X,E, p).

?)
(iii) 39 € MT(X,E) med [ g du < oo, sa

|f(z,2)] < g(x) for z€X,z€q.
Vis, at
F(:) = [ fa2)duta), €6,
b's
er holomorf i G, og
Wy = [ & _
F'"(2)=[| —f(z,2)du(x), z€ G, n=1,2,....
X dz"
Vis herved, at hvis f : [a,b] x G — C er kontinuert og f(zx,-) € H(G) for alle
x € [a,b], sa er
b
F(z) :/ flz,z)dz, ze€G,

holomorf i G, og

b
F(”)(z):/ j?f(a:,z)da:.

4.14. Potensraekken ) 7, 2™ konvergerer uniformt mod 1iz pa K(0,r) for

hvert < 1. Vis, at raekken ikke konvergerer uniformt pa K (0, 1).

4.15. Lad p(z) = ag + a1z + - - - + a,2" veere et polynomium af grad n > 1
med reelle koefficienter. Vis, at hvis z = a er en rod i p sa er z = @ ogsa en
rod af samme multiplicitet. Vis, at hvis n er ulige, sa har p mindst én reel
rod.

4.16. Antag, at f € H(K(0,7)) har potensraekken
f(z)=1+a1z+agz* +--- for |z|<r.

Vis, at der findes p > 0 sa 1/f € H(K(0,p)), og at der om koefficienterne
(b,,) 1 potensrackken

o

1
= bn2", |zl <
B n;) 2] <p
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geelder
b():l, blz—al, bgza%—ag.

4.17 Lad p(z) = >.}_,an—kz" veere et polynomium af grad n > 1, dvs.
ag # 0, og antag at a,_p = ax, k=0,1,... ,n.
Vis, at hvis z er en rod i polynomiet p, sa er z # 0 og 1/z er ogsa rod i p.
Find rgdderne i polynomiet 2z% — 323 — 22 — 32z + 2, idet det oplyses, at
z = 2 er rod.

4.18 Vis, at funktionerne
u(x,y) = e® cosy, u(z,y) =sinz coshy, u(x,y) = cosz coshy

er harmoniske i R? og find hele holomorfe funktioner, hvis realdel er disse
harmoniske funktioner.
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5.1

5. Argument. Logaritme. Potens

Denne paragraf fokuserer pa begrebet argument for et komplekst tal. Da
argumentet kun er bestemt modulo 27, er det af vigtighed at kunne veelge
argumentet, sa det athaenger kontinuert af de punkter, vi betragter. Vi kan
veelge et kontinuert argument i to vigtige situationer: For punkterne i et
enkeltsammenhangende omrade G C C\{0} (Seetning 5.14), og for punkterne
langs en kontinuert kurve i C\ {0} (Seetning 5.10). For at udfgre dette er
det ngdvendigt at indfére begrebet kurvesammenhaeng, som ogsa studeres i
generel topologi.

Ved hjalp af kontinuerte argumentfunktioner kan vi definere praecist, hvor
mange gange en kontinuert kurve lgber rundt om et punkt — det kaldes
omlgbstallet.

Roduddragning, logaritmer og potens med vilkarlig eksponent er flertydige
funktioner. Vi viser, hvordan vi i visse situationer kan veaelge vaerdierne for
disse “funktioner”, sa de bliver sseedvanlige holomorfe funktioner.

Der er en anden made at behandle flertydige funktioner pa, som gar tilbage
til Riemann. Man laegger et antal kopier (lag) af den komplekse plan ovenpa
hinanden og klistrer de forskellige lag sammen langs visse kurver, sa de
udggr, hvad man kalder en Riemann flade. Hvis den flertydige funktion
har n veerdier (n = 1,2,...,00) i et punkt zy € C sgrger man for, at fladen
har n lag over punktet. Vi skal kun kort diskutere det mest enkle eksempel
\/z, som giver en Riemann flade med to lag. Teorien for Riemann flader er
omfattende og kompliceret, og den har veeret inspirationskilde for den mere
generelle teori for differentiable mangfoldigheder.

5.1. Nogle topologiske begreber.

Definition 5.1. En delmaengde A C C kaldes kurvesammenhaengende, hvis
to vilkarlige punkter fra A kan forbindes med en kontinuert kurve, der
forlgber helt i A.

Der skal altsa til vilkarlige P,Q € A findes en kontinuert funktion ~ :
[0,1] — C med v(0) = P, y(1) = Q og ~(t) € A for alle ¢ € [0, 1].

Hvis en delmsengde A C C er stjerneformet omkring Py € A, sa er A
kurvesammenhgaengende.

Vi bemeerker forst, at et vilkarligt P € A kan forbindes med Py med
linjestykket v(t) = (1 —t)Py+tP. Hvis 0 er en analog kurve fra Py til Q € A
vil {—v} U ¢ definere en kontinuert kurve fra P til Q.

Specielt er enhver konveks maengde kurvesammenhangende.

Ethvert omrade er kurvesammenhaengende, da to vilkarlige punkter kan
forbindes med en trappelinje.
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5.2

En cirkelperiferi er kurvesammenhaengende, men vi kan naturligvis ikke
forbinde dens punkter med en trappelinje.

Vi vil vise, at hvis en kurvesammenhaengende maengde er aben, sa kan to
vilkarlige punkter endda forbindes med en trappelinje.

Som forberedelse vises et nyttigt resultat, som vi kalder “fliselemmaet”,
fordi det viser, at en “havesti” altid kan desekkes med et endeligt antal runde
fliser af samme stgrrelse.

5.2. Fliselemmaet. Lad G vere en aben delmangde af C, og lad~y : [a,b] —
C veere en kontinuert kurve, der forlgber helt i G.

Der findes endeligt mange delepunkter a = tg < t1 < --- < t, = b i
intervallet [a,b] og en radius r > 0 sa

JEG).nce (1)

0g sa
Y([ts, tig1]) € K(y(ti),r), i=0,1,---,n—1. (2)

Beuvis. Ifglge en hovedsatning fra matematik 1 er v uniformt kontinuert. Til
e = r > 0 findes altsa 6 > 0 sa der for alle t,s € [a,b] med |t —s| < ¢
geelder |y(t) — v(s)| < r. Velges delepunkterne sa t;11 — t; < 0 geelder (2).
Hvis G = C gelder (1) uanset stgrrelsen af » > 0. Maengden ~([a, b]) er
afsluttet og begraenset ifglge Appendix, Saetning A.3. Hvis G # C er der
en positiv afstand d mellem den afsluttede og begrzensede maengde 7([a, b))
og den afsluttede maengde C \ G, jf. Lemma A.1 i Appendix. Vealges nu
r < d geelder bade (1) og (2), idet § > 0 veelges i henhold til den uniforme
kontinuitet hgrende til € = r. O

Seetning 5.3. En aben kurvesammenhaengende mengde G C C er et om-
rade? i den forstand, at to vilkdrlige punkter i G kan forbindes med en trap-
pelinje.

Bevis. Lad P,Q € G oglad v : [0,1] — C veere en kontinuert kurve i G fra P
til Q. Ifglge fliselemmaet findes delepunkter 0 =ty < --- <t, =1logr >0
sa (1) og (2) geelder.

I en cirkelskive K (a,r) kan et vilkarligt punkt P € K (a,r) forbindes med
centrum a med en trappelinje bestaende af hgjst to linjestykker. Vi kan nu
konstruere en trappelinje fra v(0) = P til v(1) = @ ved forst at ga til y(¢1) i
cirkelskiven K (y(0),r), dernaest fra ~y(t1) til y(¢2) i cirkelskiven K (y(t1),7),
dernaest fra y(t2) til v(t3) i cirkelskiven K(y(t2),7), osv. Da (1) geelder
forlgber den sammensatte trappelinje i G. O

2Se Definition 1.8
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9.3

Ligesom Definition 5.1 har fglgende to definitioner mening for R” eller for
et metrisk rum, men vi ngjes med at formulere dem for den komplekse plan.

Definition 5.4. Lad A C C vere givet. Et punkt a € C kaldes fortetnings-
punkt for A hvis
Vr>0:K'(a,r)NA#2.

Det skal altsa veaere muligt at finde punkter x € A som er vilkarligt teet pa a
men forskellig fra a. Akvivalent hermed er, at der findes en folge z,, € A\ {a}
sa x, — a for n — co. Et punkt a € A, der ikke er forteetningspunkt for A
kaldes isolereti A. Det er karakteriseret ved

Ir>0:K(a,r)NA={a}.

Definition 5.5. Lad G C C veere aben. En delmaengde A C G kaldes diskret
i G, hvis A ikke har nogen forteetningspunkter i G.

Eksempler. For A = R og for A = Q er fortaetningspunkterne netop punk-
terne i R. Maengden A = Z eller en vilkarlig delmaengde A C Z er diskret i C.
Mengden A = {1 | n € N} er diskret i C\ {0}, men 0 er et fortaetningspunkt
for A.

Seetning 5.6. Lad G C C vere aben. En diskret mengde A C G er tellelig
(se Appendiz A.7) og G\ A er dben.?

Beuvis. Et vilkarligt a € G er ikke fortaetningspunkt for A og altsa findes
r=rqe,>0sa
K'(a,rg) NA=0. (3)

Vi kan desuden antage at K(a,r,) C G for ellers erstattes r, af en mindre
radius.
Hvis a € G\ A geelder endda K(a,r,) N A = @, altsa K(a,r,) C G\ A.
Dette viser, at G \ A er aben.
Hvis a € A gelder
K(a,ry) NA={a}. (4)

Lad nu K C G vere en afsluttet og begraenset maengde. Kuglerne
{K(a,r,) | a € K} udger en aben overdeckning af K. Ifglge Borels overdack-
ningssaetning, jf. 4.13, findes a4, ... ,a, € K sa

K C K(a1,7q,)U...UK(an,7q,),

hvoraf

ANK C UAﬂK(ai,rai)g{al,...,an}.

=1
3 A er altsa afsluttet relativt til G.
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Dette viser, at AN K er en endelig mangde.

Vi afslutter beviset ved at benytte, at der findes en stigende fglge K; C
Ky C --- af afsluttede og begraensede delmaengder af G med G som fore-
ningsmaengde, jf. Seetning A.5 i Appendix.

Dermed er A foreningsmaengde af de endelige maengder A N K,,, n =
1,2,... og altsa teellelig. O

Seetning 5.7. Lad f: A — C vere en kontinuert funktion pa en kurvesam-
menhangende delmengde A C C.
Huis f(A) er diskret i C, ma f vere konstant.

Bevis. Veaelg Py € A. Vi skal vise, at f(P) = f(Py) for vilkarligt P € A. Til
P € A veelges en kontinuert kurve v : [0,1] — C sa v(0) = Py, (1) = P og
v(t) € A for t € [0,1].

Da f(A) er diskret i C findes r > 0 sa

K(f(Po),r) N f(A) ={f(F)}
jf. (4), men da f o~ :[0,1] — C er kontinuert findes g > 0 sa
Vi€ [0,1]: 0 <t <o = [f(7(1)) = F(v(0))| <7

altsa

0<t<do= f(r(t) € K(f(Fo),r)Nf(A)={f(Fo)}-

Dette viser, at f(y(t)) er konstant lig med f(P) for t € [0,0¢]. Ideen er
nu lgst sagt, at nar f(y(to)) = f(Fo) sa ma som for f(y(t)) = f(Py) for
t € [to,to + 0] for et nyt passende lille 0, og efter et antal skridt nar vi til
t = 1. Man kunne frygte, at skridtleengden § blev mindre og mindre, sa man

aldrig naede til t = 1. Vi ma derfor give et praecist bevis.
Lad

E={tcl0,1][Vse0,t]: f(y(s)) = f(FPo)}-

Vi har indset at [0, 0] C E, og defineres ty := sup E har vi §y < to < 1.
Da f(A) er diskret i C er f(v(to)) ikke forteetningspunkt for f(A), og der
findes altsa r > 0 sa

K(f(v(to)),m) N f(A) = {f(v(to))},
jf. (4). Da f o~ er kontinuert i ¢y findes 6 > 0 sa
Vte[0,1]:to—d<t<to+d=[f(y()) - f(y(to))] <7

altsa
t€[0,1]N[to — 6,20 + 0] = f(v(t)) = f(v(to))- (5)
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Da tg er supremum for E findes t; € EN [ty — §,tp], men sa er

f(Ro) = f(v(t1)) = f(v(to)) - (6)
Pastanden er nu, at to = 1, for hvis ¢y < 1 har vi af (5) og (6), at
f(y(@) = f(Py) for tel0,to+d]NJ0,1].

Dette viser, at min(tg +d, 1) € E, men det strider mod definitionen af ;. O

5.2. Argumentfunktion, omlgbstal.

For z € C\ {0} betegner argz meengden af argumenter for z, altsa
maengden af tal § € R, sa z = |z|e?. Hovedargumentet Argz er det en-
tydigt bestemte argument, der tilhgrer | — 7, 7|, altsa

Argz € argznN] — m,w|, argz = Argz + 27Z.

Ved en argumentfunktion for en delmaengde A C C\{0} forstas en funktion
6:A— R, sa0(z) €argz for z € A, eller ensbetydende hermed z = |z|e?(%)
for z € A.

Hovedargumentet Arg er en kontinuert argumentfunktion for den opskarne
plan C, := C\ {z € R| z < 0}. Dette er geometrisk klart, men folger ogsa
af at?

x
Arg z = Arccos — nar z=xz+1iy,y >0,
r
Argz:Arctang, nar z=x+1wy,z >0,
x
x
Arg z = — Arccos —, nar z=z+1y,y <0,
r

(r =z|), hvoraf man endda kan se, at Arg er C* pa den opskarne plan.
Tilsvarende kan vi for hvert reelt a bestemme en argumentfunktion Arg,
for den opskarne plan C,, := C\ {re'® | r > 0} ved

Arg, z € argzN ]Ja — 2w, of,

altsa Arg = Arg,_ pa C,. Idet
Arg, z = Arg <ei(”_o‘)z> +a—m for ze€C,,

er Arg, en C*°-funktion af z pa den opskarne plan.

Arg og Arg,, er eksempler pa kontinuerte argumentfunktioner knyttet til
seerlige omrader af C \ {0}. For vilkarlige kurvesammenhzngende delmang-
der A C C\ {0} har man:

4Arccos : [-1,1] — [0, 7] er den omvendte funktion til cos : [0, 7] — [~1,1]. Arctan :
R — ]—%, 5 [ er den omvendte funktion til tan : ]—%, 5 [ — R.
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Lemma 5.8. Lad 0 : A — R wvere en kontinuert argumentfunktion for en
kurvesammenhaengende delmaengde A C C\ {0}. Sa er for hvert p € Z ogsa
0 + 27p en kontinuert argumentfunktion for A, og der er ikke andre.

Bevis. For hvert p € Z er funktionen 6 + 27p : z — 0(z) + 27p ligeledes
kontinuert, og det er en argumentfunktion for A, da () +22mp — (i0(2)
Hvis 61 : A — R er en vilkarlig kontinuert argumentfunktion for A, er z =
|2|e0(2) = |21 (*) sa da z # 0, er 1 (2)=0(2)) = 1 og det folger af Seetning
1.18, at 01(z) — 0(z) € 2nZ. Altsa er §; — 6 : A — R en kontinuert funktion
med vaerdimeengde indeholdt i 277Z. Da 27Z er diskret, er 6; — 6 konstant
ifolge Seetning 5.7, altsa lig med 27pq for et py € Z. O

For en kontinuert kurve v : [a,b] — C \ {0} er vi interesseret i at finde en
kontinuert argumentfunktion langs med kurven, altsa en kontinuert funktion
0:la,b] — R sa

0(t) € argy(t) for t€ [a,b]

eller ensbetydende hermed

() = Iy ()]’ for t € la,b].

Vi viser fgrst eksistens af en kontinuert argumentfunktion i et specielt
tilfeelde.

Lemma 5.9. Lad 7 : [a,b] — C vere en kontinuert kurve, der forlgber helt i
en cirkelskive K(zo,7) C C\ {0}. Sa findes en kontinuert argumentfunktion
langs kurven.

Bevis. Forudsaetningen 0 ¢ K (zo,r) betyder, at |zo| > 7.

Lad L vere linjen gennem 0 vinkelret pa linjestykket [0, zp]. Vi kan beskrive
L som L = {se'* | s € R} for passende valg af argument a. Cirkelskiven
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K (zp,r) tilhgrer en af de to abne halvplaner, som opstar, nar L fjernes fra C.
Derfor vil K (zg,7) C C,, og Arg,, er specielt en kontinuert argumentfunktion
for K(zp,7). Den sammensatte funktion 0(t) = Arg,(y(t)), t € [a,b] er en
kontinuert argumentfunktion langs ~. O

Saetning 5.10. Lad 7 : [a,b] — C\ {0} vere en kontinuert kurve, der ikke
passerer gennem 0. Der findes en kontinuert argumentfunktion 6 : [a,b] — R
langs v og enhver kontinuert argumentfunktion langs vy er givet som 0(t)+2pm
for passende (fast) p € Z.

Beuvis. Vi skal kombinere fliselemmaet (5.2) med Lemma 5.9. Ifplge fliselem-
maet anvendt pa « findes delepunkter a =ty <t; <---<t, =bogr >0sa
(1) og (2) fra Lemma 5.2 geelder med G = C\ {0}.

Forste del af kurven 7(t), t € [to, t1] forlgber helt i cirkelskiven K ((0),r)
C C\ {0}. Ifglge Lemma 5.9 findes en kontinuert argumentfunktion 6 :
[to,t1] — R langs ~(t), t € [to,t1]. Tilsvarende findes en kontinuert argu-
mentfunktion 05 : [t1,t2] — R langs v(t), t € [t1,t2]. Da nu 61(t1) og 02(t1)
begge er argumenter for y(¢1) findes p; € Z sa 01(t1) = 02(t1)+2p; 7. Dermed
vil funktionen 6 : [tg, t2] — R defineret ved

EAGE t € [to, t1]
b(t) = { 03(t) +2p1m,  t € [t1, 1]

vaere en kontinuert argumentfunktion langs v(t), t € [to, t2].

Ved pa lignende made at fortsaette 6 til [to, t3] osv., opnar vi en kontinuert
argumentfunktion 6 : [tg,t,] — R langs 7.

Hvis 0 : [a,b] — R er en anden kontinuert argumentfunktion langs ~
ma 6 — @ veere en kontinuert funktion pa [a,b] med veerdimeengde i 277,

som er diskret. Af Seetning 5.7 fglger, at § — 0 er konstant pa [a, b], altsa

6(t) = 0(t) + 2mp for passende p € Z. O

Bemeerk, at en kontinuert argumentfunktion # langs med -y er defineret pa
parameterintervallet [a, b]. Maengden v* af kurvens punkter er en afsluttet og
begraenset delmaengde af C\{0}. Hvis v* har en kontinuert argumentfunktion
6+, sa er 0~ oy en kontinuert argumentfunktion langs v, men det kan sagtens
indtreeffe, at v* ikke har en kontinuert argumentfunktion.

Eksempel 5.11. Lad v : [0,47] — C\ {0} vaere y(t) = €. Nar t gen-
nemlgber [0, 47] gennemlgber ~y(¢) enhedscirklen startende i 1 og den gen-
nemlgbes 2 gange i positiv omlgbsretning, idet v(¢) = 1 for t = 0, 27, 47. En
kontinuert argumentfunktion langs v er 0(t) = ¢, t € [0,4n]. Punktet 1 pa
enhedscirklen “far” argumenterne 0, 27, 47 i de tre tidspunkter, det lgbende
punkt befinder sig i z = 1.

Meangden v* = {z € C | |z| = 1} har ingen kontinuert argumentfunktion,
jf. opgave 5.4.
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Pa baggrund af ovenstaende indfgrer vi pa praecis made to intuitive be-
greber.

Definition 5.12. Lad 7 : [a,b] — C\ {0} veere en kontinuert kurve, der ikke
passerer 0. Ved argumentvariationen langs - forstas tallet

argvar () := 6(b) — 6(a),

hvor # er en vilkarlig kontinuert argumentfunktion langs ~.
For en lukket kontinuert kurve v : [a,b] — C\ {0} kaldes

1
w(7,0) := o, Argvar (v) ez

kurvens omlgbstal om 0.

I definitionen ovenfor afthaenger tallet 6(b)—6(a) ikke af valget af kontinuert
argumentfunktion langs v, idet en anden sadan har formen 0(t) = 6(t) + 27p
for passende p € Z altsa

0(b) — 0(a) = 0(b) + 2mp — (6(a) + 27p) = O(b) — H(a) .

Hvis 7 er lukket, altsa vy(a) = v(b), s& ma 0(a) og 6(b) veere argumenter
for samme komplekse tal y(a) = (b). Derfor er 8(b) — 0(a) = 2mp for et
entydigt bestemt p € Z, og w(~,0) = p.

I eksempel 5.11 er argumentvariationen langs ~ lig med 47 og omlgbstallet
om 0 er w(y,0) = 2.

Omlgbstallet skifter fortegn, hvis vi sendrer gennemlgbsretningen for en
lukket kurve.

5.3. n’te rgdder.

Ethvert komplekst tal z # 0 har som bekendt n forskellige komplekse n’te

rgdder, n = 1,2,.... Hvis z = re® med r = |2], § € R er disse givet ved
udtrykkene
, 0 2
= re® . O=2+k— k=0,1,...,n—1.
n n

Vi definerer nu
’Q/E:{zk|k:0,1,...,n—1}

og ¥/0 = 0. Udtrykket {/z er ikke nogen kompleks funktion i ssedvanlig
forstand, fordi der ikke er knyttet en bestemt veerdi i C til hvert z € C.
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Til hvert z # 0 er knyttet en delmaengde af C bestaende af n tal nemlig
n’te rodderne z,, k = 0,1,...,n — 1. Vi kan derfor teenke pa {/z som en
afbildning af C ind i meengden P(C) af delmaengder af C. Man kan omtale
/2 som en multiverdi-funktion. Vi har brug for at se pa en gren af {/z, dvs.
en funktion f : A — C defineret pa en delmeengde af A C C sa f(z) € {/z
for alle z € A. Hvis f: A — C er en gren af {/z sa er z — f(z) exp(2mik/n)
ogsa en gren af {/z for k=0,1,... ,n— 1.
Tallet 0 spiller en speciel rolle og kaldes et forgreningspunkt for {/z.

Seetning 5.13. Lad n =1,2,... vere givet. Funktionen 2" afbilder vinkel-
rummet

{zE(C\{O} | | Arg 2| < %}
bijektivt pa C,. Den omwvendte funktion

pu(z) = /]2

er en holomorf gren af {/z pa C,.

Beuwis. Det er klart, at de to afbildninger er bijektive og hinandens inverse.
Da z" er holomorf og p,, er kontinuert, fordi Arg : C,, — ]—m, 7| er kontinuert,
folger af Bemeerkning 1.5, at p,, er holomorf med

/ _ 1 — l Py 1—n
pn(z> - n(Pn(Z>)n_1 npn( ) :

Tillader vi os skrivemaden pp(z) = 27 kan dette skrives

d + 1 14
dz n ’
altsa fuldsteendigt som nar funktionen betragtes pa intervallet |0, col. O

I tilfseldet n = 2 har vi to holomorfe grene =+ po(z) af v/z som afbilder C
pa henholdsvis hgjre og venstre halvplan.

Hvis vi teenker pa den opskarne plan C, som et stykke papir, kan vi vride
det fra hinanden langs opskeeringen. Dermed bliver den fjernede halvlinje
|—00,0] til to stykker rand. Her har vi brug for det tre-dimensionale rum.
Funktionen py har en naturlig kontinuert fortsaettelse til disse rande. Randen
for anden kvadrant afbildes ved ps pa {iy | y > 0} og randen for tredie
kvadrant afbildes pa {iy | y < 0}. Tilsvarende vil grenen —py afbilde den
opskarne plans rande pa de to imagingere halvakser, men ombyttet.

Vi leegger nu to eksemplarer af C; oven pa hinanden og bruger p, pa det
gverste eksemplar, —py pa det nederste. Hvis vi limer det gverste eksemplars
gverste kant sammen med det nederste eksemplars nederste kant, vil py og
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—po fgjes sammen til en kontinuert funktion, der tilsammen afbilder de to
eksemplarer af C, pa hgjre og venstre halvplan samt halvlinjen {iy | y > 0}.
Hvis vi bagefter limer gverste eksemplars nederste kant sammen med nederste
eksemplars gverste kant, far vi ogsa en kontinuert fortsaettelse af po og —p2,
hvis billede er {iy | y < 0}.

Den anden sammenlimning kan ikke realiseres i det tre-dimensionale rum,
sa vi ma forestille os en idealiseret flade med 2 lag: Nar vi bevaeger os langs
enhedscirklen fra 1 i gverste eksemplar, sa passerer vi ned i underste ek-
semplar, nar vi har bevaeget os vinklen 7. Efter yderligere drejning pa 27
kommer vi op i @verste eksemplar igen. Den idealiserede flade med 2 lag
kaldes Riemannfladen for \/z. Ved at fgje ps og —po sammen pa Riemann-
fladen som ovenfor, far vi realiseret \/z som en bijektion af Riemannfladen
pa C.

Multiveerdi-funktioner kan i almindelighed realiseres pa en Riemannflade,
men vi ngjes med denne lille smagsprgve pa emnet.

5.4. Logaritmefunktion.

Idet exp(z + iy) = e®e® ser man, at en vandret linie y = « afbildes
bijektivt pa halvlinien {re!® | r > 0}, og dermed afbildes enhver vandret
strimmel af bredde 27 af formen

{zeCla<Imz<a+2r}

bijektivt pa C\ {0}. For z € C\ {0} findes der altsa uendeligt mange
lgsninger w € C til ligningen expw = 2z, og hvis w = u + v ser man, at
e¥ =|z|, v € arg z. Losningsmaengden er altsa

log|z| +iargz = {log|z| +iv|vEargz},

og den betegnes log z. Den veaerdi af log z, der svarer til hovedargumentet for
z, kaldes hovedlogaritmen og betegnes Log z, altsa

Log z =log|z| + i Arg 2,

og den er den omvendte funktion til restriktionen af exp til strimlen {z € C |
—m <Im z < 7}.

For et positivt tal r, kan logr altsa betyde enten tallet Log r eller den
uendelige maengde Log r + 2miZ, men normalt vil denne tvetydighed ikke
give anledning til misforstaelser.

Ved en logaritmefunktion for en delmzengde A C C\{0} forstas en funktion
I:A — C,sal(z) € logz for z € A, altsa sa exp(l(z)) = z for z € A.
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Hvis « er en argumentfunktion for A, sa er [(z) = log|z| + ia(z) en loga-
ritmefunktion for A, og hvis [ er en logaritmefunktion for A, sa er a =
Im [ en argumentfunktion for A. Heraf ses, at en delmsengde A C C\
{0} har en kontinuert argumentfunktion, netop hvis den har en kontinuert
logaritmefunktion. I stedet for argument- eller logaritmefunktion siger man
ogsa en gren af arqumentet eller af logaritmen.

For a € R er

exp: {z€Cla-2r<Imz<a} —-Co=C\{re*|r>0}
en bijektiv kontinuert afbildning, og den omvendte afbildning er
Log, z :=log|z| + 1 Arg,(2),

som er kontinuert. Ifglge Bemeaerkning 1.5 er Log, holomorf i C,, og den

afledede er

d L 1 1
—_— O I = —,
dz %@ exp(Log ,2) =z

Funktionen Log , er altsa en holomorf gren af logaritmen i den opskarne plan
Ca, og er dér en stamfunktion til 1/z. Bemeerk at Log . = Log pa C,.

Mere almindeligt geelder:
Seetning 5.14. Lad G C C\ {0} vere et omrade. Hvis der findes en kon-
tinuert argumentfunktion o for G, sa er

l(z) =log|z| +ia(z),2 € G,

en holomorf gren af logaritmen, og den er en stamfunktion til 1/z, dvs.
, 1
I'(z)== for z€@G.
z

Ethvert enkeltsammenhangende omrade G C C\ {0} har en kontinuert ar-
gumentfunktion.

Bewvis. Betragt et zp € G og veelg r > 0, sa at K(z9,7) C G; vi skal vise,
at [ er holomorf i K(zp,7). Som i beviset for Lemma 5.9 findes en linje
L = {se"® | s € R} sd K(z0,7) C C4. Den ved Arg, bestemte kontinuerte
gren af argumentet for C, er specielt en kontinuert argumentfunktion for
K (z0,7). Idet |k, 0ogsa er en kontinuert argumentfunktion for K (2o, 7),
sluttes ved Lemma 5.8, at der findes p € Z sa

Arg (2) = a(z) + 2pr for 2z € K(z,r),

altsa
Log,(z) =l(2) +i2pm for =z € K(zo,7),
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hvilket viser, at [ er holomorf i K (zg,r) og l'(z) = 1/z.

Hvis G er enkeltsammenhaengende har 1/z en stamfunktion f € H(G)
ifolge Seetning 3.5, og idet en stamfunktion er bestemt pa nger addition af
en konstant, kan vi teenke os f valgt, sa der for et forelagt zyp € G galder
F(20) € log 7.

Funktionen ¢(z) = zexp(—f(z)) er holomorf i G, og idet f'(z) = 1/z
finder vi

¢'(z) = exp(—f(2)) (1 - zf'(2)) =0

med (z9) = 1. Dette viser, at ¢ = 1, men sa er f en holomorf gren af
logaritmen, og Im f er en kontinuert argumentfunktion for G. O

Bemaerkning 5.15. Nar [ er som ovenfor og p € Z, er ogsa l(z) + 27ip
en holomorf gren af logaritmen pa G. Der er ikke andre, thi endda enhver
kontinuert logaritmefunktion [; for G har denne form, idet Im/; er en kon-
tinuert argumentfunktion for GG, og dermed lig med o + 27p for et p € Z
ifglge Lemma 5.8.

Seetning 5.16. For |z| < 1 gelder potensraekkeudviklingen

22 23

Log(142)=2— 42 —4....
og(l+2)==2 2+3 +

Bevis. Funktionen f(z) = Log (1+2) er holomorfi G = C\{z € R| z < —1},
og idet f'(z) = (14 2)~! ser man, at f("(z) = (=1)* Y (n — 1)1 + 2)~™.
Dermed bliver Taylorreekken med centrum 0 givet ved

i (_1)n—1 g
n=1 n

og dens sum er ifplge Seetning 4.8 lig med Log (1 + z) i K(0, 1), som er den
stgrste abne cirkelskive i G med centrum 0.
Bemaerk, at potensrakken i Szetning 5.16 har konvergensradius lig med 1.

5.5. Potens.

Potenser z%, hvor z og a € C, defineres for z # 0 ved z* = exp(alog z),
og dermed er z“ i almindelighed en uendelig maengde, f.eks.

,L-z' — eilogi — {e—%—Qpﬂ' |p c Z} )
Denne definition udvider n’te rédderne {/z = z'/" defineret i 5.3.
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Vi er interesseret i holomorfe grene af potensfunktionen. Hvis [ er en
holomorf gren af logaritmen for et omrade G C C\ {0}, sa er exp(ai(z)) en
holomorf gren af z* med den afledede

al'(2) exp(al(2)) = £ exp(al(2)) = aexp((a — Di2))

idet exp(l(z)) = z. Disse formler er uoverskuelige, og man tillader sig derfor
— praktisk men ukorrekt — at skrive

d o' a—1

A =aztT
idet man teenker sig z* som en eller anden holomorf gren. Dermed er formlen
den man kender for z > 0.

Idet Log (1+2) er en holomorf funktion i den opskarne plan G = C\{ z €

R|z< -1}, erzw exp(aLog(l+z)) en holomorf gren af (1+2)*1G. Vi
vil finde dens potensrakkeudvikling med centrum O.

Seetning 5.17. Binomialraekken. Lad o € C. For |z| < 1 gelder

n

(14 2)* = exp(aLog (1 +2)) = i (O‘) P

n=0

(a) . (Z) _alo-D(amndl)

0 n!

idet

Beuvis. Den stgrste abne cirkelskive i G med centrum 0 er K(0,1). For z € G
har man

d
—(1+2)* =a(l+2)*7,

dz
og ved gentagen anvendelse heraf
dr o
—(1+2) =afa—1)---(a—n+1).
dz" =0
Pastanden i ssetningen fglger nu af Saetning 4.8. O

Lad f € H(G) og antag, at f er nulpunktsfri, dvs. at f(z) # 0 for alle z €
G. Hvis f(G) er indeholdt i et enkeltsammenhangende omrade 2 C C\ {0},
kan vi uden problem opskrive holomorfe grene af log f og f*, a € C, nemlig
lof ogexp(alo f), hvor [ er en holomorf logaritme for Q. Selv om denne
betingelse pa f(G) ikke er opfyldt, kan man undertiden alligevel finde en
holomorf gren. For eksempel er exp(C) = C\ {0}, og z + z er jo en holomorf
gren af loge”.

Der geelder fglgende:
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Saetning 5.18. Om et omrade G C C er folgende betingelser ensbetydende:

(a) G er enkeltsammenhangende.
(b) For enhver f € H(G) og enhver lukket vej v i G geelder

Af(z)dz =0.

(c) Enhver f € H(G) har en stamfunktion.

(d) Enhver nulpunktsfri f € H(G) har en holomorf logaritme, dvs. en
funktion | € H(G) sa expl = f.

(e) Enhver nulpunktsfri f € H(G) har en holomorf kvadratrod, dvs. en
funktion g € H(G) sd g* = f.

Beuwis.
(a) = (b) er Cauchys integralsatning.
(b) = (c) er indeholdt i Seetning 2.13.

(¢c) = (d) ses saledes: Hvis f € H(G) er nulpunktsfri, saer f'/f € H(G), og
den har ifglge (¢) en stamfunktion I, der endda kan vaelges sa l(zg) € log f(20)
for givet z9 € G. Funktionen ¢ = fexp(—1) opfylder ¢’ =0, p(z9) = 1, sa
der geelder ¢ = 1, hvilket viser, at | € H(G) er en logaritme til f.

(d) = (e). Hvis [ er en holomorf logaritme til den nulpunktsfrie funktion
f € H(G), sé er g = exp(3 1) en holomorf kvadratrod til f.

(e) = (a). Denne implikation er vanskelig. Den beror pa, at man i tilfeel-
det G # C kan finde ¢ € H(G) som afbilder G bijektivt pa K (0, 1), hvilket

haenger sammen med

Saetning 5.19. Riemanns afbildningssaetning. Lad G vere et enkelt-
sammenhaengende omrade forskelligt fra C. Sa findes en bijektiv holomorf
funktion ¢ : G — K(0,1).

Bemazerkning 5.20. Beviset for Riemanns ssetning og implikationen (e)
—> (a) kan findes i W. Rudins bog: Real and complex analysis.

Den omvendte funktion ¢! er ligeledes holomorf (Saetning 1.4). Man
kalder derfor en sadan afbildning for biholomorf.

Da (a) <= (b), er enkeltsammenhzng bade en ngdvendig og tilstrackkelig
betingelse for, at Cauchys integralsaetning gaelder.

Nar G er enkeltsammenhzngende, og f € H(G) er nulpunktsfri, findes
ikke blot en holomorf kvadratrod, men en holomorf gren af f¢ for hvert
a € C, nemlig exp(al), hvor [ er en holomorf gren af logaritmen til f.

Eksempel 5.21. En holomorf gren af Arcsin. Betragt omradet
G=C\{zeR||z| >1}
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som er stjerneformet omkring 0, specielt enkeltsammenhaengende. Funktio-
nen 1/(1 — 22) er holomorf i G (endda i C\ {£1}), og den er aldrig 0. Ifslge
Seetning 5.18 har funktionen en holomorf kvadratrod. Det er altsa muligt at
opfatte 1/4/1 — 22 som holomorf funktion i G. For at finde et udtryk for funk-
tionen udnyttes, at p(z) = 1 — 22 afbilder G ind i C, = C\ {z € R| z < 0}.
Hvis vi nemlig lgser ligningen 1 — 22 =ameda € R,a<0erl1l—a>1og
z = £+/1 — a, men de to halvlinjer [1, c0[, | — 0o, —1] er jo netop fjernet fra
C. Dermed er Log (1 — 22) holomorf i G, og

1
exp (—5 Log (1 — z2))
er den holomorfe gren af 1/4/1 — 22, vi er interesseret i. Funktionen

—exp (—% Log (1 — 22))

er den anden gren af kvadratroden af 1/(1 — 22).
Funktionen

ze G,

Aresi du
resin z = —_,
V1—u?
[0,2]
der fas ved at integrere langs linjestykket fra 0 til z er holomorf i G og
stamfunktion til 1/4/1 — 22, jf. Seetning 2.13 og opgave 3.5. I gvrigt kan vi
integrere langs en vilkarlig vej i G fra 0 til z uden at veerdien af integralet
eéendres.
Specielt har vi

T du
Arcsin:c:/ ——— for x €]-1,1],
0 \/1—u2 ] [

sa restriktionen af Arcsin til | — 1,1 er den omvendte funktion til sin :
]-%,%[ — ]-1,1[. Man kan vise, at Arcsin afbilder G bijektivt pa strimlen

{z € C| —-F <z < 5}, og restriktionen af sinus til strimlen er den inverse.
Jf. opg. 1.12.

Eksempel 5.22. Elliptiske funktioner. Lad p veere et polynomium af
grad n > 1 med rgdderne z1, ... ,2,. Funktionen 1/p(z) er holomorf i G =
C\{z1,...,2n}, som ikke er enkeltsammenhaengende. Hvis vi skal finde en
holomorf gren af 1/4/p(z) er vi ngdt til at kigge pa et enkeltsammenhaengende
delomrade af G ved f.eks. at skaere nogle halvlinjer vaek ligesom i Eksempel
5.21. Man kan sa studere stamfunktioner
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ved at integrere langs en vej fra zg til z.

For polynomier p af grad 1,2 kan stamfunktionerne udtrykkes ved loga-
ritmefunktionen og de omvendte trigonometriske funktioner. For polynomier
af grad 3 og 4 kaldes integralerne elliptiske integraler, fordi de bl.a. dukker
op, nar man skal udregne buelsengden af en ellipse. De elliptiske integraler
blev studeret af mange af de store matematikere i 1700- og 1800-tallet. Et
stort fremskridt indtradte med Abels og Jacobis arbejder. I analogi med at
sinusfunktionen er den omvendte til stamfunktionen

/ T du

0o V 1-— u2 ’

fandt de ud af, at det var mere hensigtsmeaessigt at studere de omvendte
funktioner til de elliptiske integraler. Det er disse omvendte funktioner, man i
dag kalder elliptiske funktioner. Sinusfunktionen er periodisk i C med periode

27. De elliptiske funktioner har 2 linezert uathsengige perioder, typisk en reel
periode og en rent imaginaer periode.

5.6. Mere om omlgbstal.

Vi skal nu udtrykke argumentvariation og omlgbstal ved et kurveintegral,
nar kurven er en vej altsa stykkevis C1.

Seetning 5.23. Lad v : [a,b] — C\ {0} vere en vej, der ikke passerer 0. Sa

7%zlog’%’+iargvar(7). (1)

Huis ~ er lukket er omlgbstallet omkring O givet ved

w(v,O):i/%- (2)

271

Bewvis. Viudnytter samme ideer som i Lemma 5.9 og Seetning 5.10, og veelger
en inddeling a = top < t; < --- < t, = boget r > 0sa(l) og (2) fra
fliselemmaet geelder med G = C\ {0}. Lad 60 veere en kontinuert argument-
funktion langs . For hver af cirkelskiverne K (~(tx),r), k =0,1,...,n—1
findes kontinuerte argumentfunktioner Ay = Arg,, for passende oy € R,
k=0,1,...,n— 1. Ifslge Setning 5.14 er

lk(z) =log|z| + i Ak(z)
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en stamfunktion til 1/z i K(y(t),r), hvorved

[Z2- [ LY uate)-n6m)
K k=0 Y[tk tr+1] k=0
= 3 (log [y (ti)] — log () +1 3 (Ax(y(ts)) — Ak (1(t6))
k=0 k=0

— log |y(b)] — log [y(@)] +1 3 B(tss1) — O(ts)
k=0

Her har vi brugt, at leddene teleskoperer® i den fgrste sum. I den anden
sum er udnyttet, at 0(t) og Ar(7(t)) begge er kontinuerte argumentfunktioner
langs med v|[tx, tx+1], s& denne delkurves argumentvariation er lig med

Ap(Y(tes1)) — Ap(y(t)) = 0(trs1) — 0(t) -

Ogsa den sidste sum teleskoperer og giver 6(b) — 6(a), altsa

dz = log ‘ﬂ‘ + targvar (7).
5 Z 7(a)
Hvis 7 er lukket er y(a) = v(b) og (1) reduceres til (2). O

Vi skal nu se hvordan vi geometrisk kan udregne omlgbstallet ved at fglge
vejen med en finger.

Vi veelger en orienteret halvlinje L startende i 0. Ved at fglge kurven med
fingeren noterer vi de endeligt mange punkter Ag,...,A,_1, hvor kurven
skaerer L. (Vi skal kun betragte halvlinjer L, der skeerer vejen i et endeligt
antal punkter, og vi undtager ogsa den situation, at vejen tangerer halvlin-
jen).

Til hvert af punkterne Ay, £k = 0,...,n — 1, knytter vi en signatur
sign (Ag), som er 1, hvis Ay passeres i positiv omlgbsretning, og —1 hvis
Ay passeres i negativ omlgbsretning. Der galder fglgende:

Saetning 5.24. Omligbstallet omkring 0 er givet som
n—1
k=0

n
5Man bruger dette udtryk om leddene i en sum af formen > (api1—ax) = an+1 —ao,

formentlig inspireret af, at en sgkikkert kan vaere trukket ud eller klappet sammen.
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altsa antallet aof gange v krydser L i positiv omlgbsretning minus antallet af
gange v krydser L i negativ omlgbsretning.

Bevis. Vi kan veaelge en parameterfremstilling ¢ : [a,b] — C\ {0} for vej-
en 7, sa delepunkterne a = ty < t; < --- < t, = b svarer til punkterne
A(),Al, N ,An_l,Ao, altsa gO(t0> = gO(tn) = AQ, gO(tk> = Ak, k= 1, e, —
1. Seet A, = Ap. Lad 0 : [a,b] — R veere en kontinuert argumentfunktion
langs v. Der gzelder nu

O(ty) — O(ts_1) = m(sign (Ay,) +sign (Ap_1)), k=1,...,n,  (4)

som man ser ved at betragte de fire muligheder:
(i) sign (Ag—1) = sign (A4x) = 1.
Vejen krydser altsa L i positiv omlgbsretning til tidspunktet t;_1, og frem
til tidspunktet ;. forlober vejen i C\ L for til tidspunktet ¢; at krydse L igen

i positiv omlgbsretning. Idet omradet C\ L har den kontinuerte argument-
funktion Arg,(z), hvis L = {re*® | r > 0}, er det klart, at

O(tk) — O(ty—1) = 2,

sa begge sider af (4) er lig med 2.
(ii) sign(Ax_1) =sign(Ax) = —1.
Vejen krydser altsa L i negativ omlgbsretning til tidspunkterne tx_1 og

ti, og derimellem forlgber vejen i C\ L. Argumentvariationen over [ty_1, tx]
ma sa vaere —27, og dermed er begge sider af (4) lig med —2m.

(iii) sign (Ax—1) =1, sign (Ax) = —1.
Vejen krydser altsa L i positiv omlgbsretning til tidspunktet ¢;_;, men i
negativ omlgbsretning til tidspunktet ¢, og derimellem forlgber vejen i C\ L.

Argumentvariationen over [t;_1,tx] ma sa veere 0, og begge sider i (4) er lig
med 0.

(iv) sign (Ax—1) = —1, sign (Ax) = 1.
Tilfeeldet er analogt til (iii).

Vi kan nu afslutte beviset ved at bemsaerke, at

n

27w(y,0) = argvar () = 0(b) — 0(a) = Z(e(tk> —O(tk—1))

k=1
n n—1

=Y (sign (Ay) +sign (Ag_1)) = 2 Y _ sign (Ay).
k=1 k=0
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Pa figuren nedenfor er tegnet to forskellige halvlinjer L og L’. Den
forste har skeeringspunkterne Ag, ... , A4 med signaturerne 1,1, —1,1, 1. Den
anden har skeeringspunkterne Af, A}, A} med signaturerne 1,1,1. Begge
opteellinger giver omlgbstallet 3.

A/
v >
L/

Lad nu v : [a,b] — C veere en vilkarlig lukket kontinuert kurve. Mangden
v* = v([a, b]) af kurvepunkter er afsluttet og begreenset ifglge en hovedseet-
ning i topologi, jf. Appendix, Setning A.3. Derfor er G = C \ v* en aben
maengde, og den er foreningsmaengde af hgjst teelleligt mange parvis disjunkte
omrader, de sakaldte komponenter, jf. opg. 5.1. For z € G defineres

w(v,z) =w(y—20),

idet v — 2z : [a,b] — C er kurven ¢t — ~(t) — z som ikke passerer 0. Det
hele tal w(, z) kaldes kurvens omlobstal omkring z. Omlgbstallet definerer
en afbildning w(y,) : G — Z.

Hvis v : [0,27] — C er v(t) = €, har vi v* = {z € C | |2|] = 1} og
G = C\v* bestar af toomrader D ={z € C| |z| < 1}, Q={z € C| |z| > 1},
og vi har w(y,z) =1 for z € D, w(v,2) =0 for z € Q.

Pa den efterfglgende figur er omlgbstallet markeret i de 8 omrader, som
G bestar af. Omlgbstallet omkring z udregnes som ovenfor ved at betragte
en halvlinje udfra z og markere kurvens skeeringspunkter med halvlinjen.
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For en lukket vej v geelder
1
© 2mi

,7720 =

/ = L eC\y. (5)

zZ— 20
Hvis v(t), t € [a, b] er en parameterfremstilling har vi nemlig

1 dz 1 b 7' (t)
w(y,20) =w(y—20,00=5— [ —=5— Y(t) — 20

Y—%o0
1 / dz
27 2= 20

Seetning 5.25. Lad v : [a,b] — C vere en lukket kontinuert kurve. Omlobs-
tallet w(~y,-) : C\ v* — Z er konstant i hver af komponenterne af C\ v*.

dt

Bevis. Vi gennemfgrer kun beviset, nar v er en vej. For zp € C\ v* veelges
r > 0 sa K(zp,2r) C C\ v*. For z; € K(z0,7) geelder |z3 — y(t)| > r nar
t € [a, b], hvoraf

1 1 1
otna) =) = o | (25 ‘z_zo)dz

21—20/
5 (2= 21) z—zo)

Af estimationslemmaet 2.8 fas

|21 — 20|

w(,21) = w(v, 20)] < L(v),

272

som viser, at w(+, -) er kontinuert i punktet zg.
Lad nu G veere en komponent af C\ v*. Da G er kurvesammenhaengende
folger af Seetning 5.7, at w(~, z) er konstant for z € G. O
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Opgaver til §5
5.1. Lad G C C veere en aben maengde og definer en relation i G' ved

VP,QQ € G: P~ <= P kan forbindes med ) med en trappelinje
fra G

Vis, at ~ er en aekvivalensrelation, dvs. har egenskaberne
(i) P~P (ii) P~Q = Q~P (i) P~ QNQ~R — P~R
For Pe G szt [P]={QeG|P~Q}.

Vis, at [P] er et omrade for hvert P € G.
Vis, at hvis [P1] N [P2] # @, sa gaelder [Py] = [Py].

Mengderne [P], P € G kaldes G’s komponenter. Giv eksempler pa abne
maengder G C C, hvor antallet af komponenter er n =1,2,... , 00.

Vis, at antallet af komponenter er teelleligt.

5.2. Idet summen af to delmaengder A, B C C defineres som
A+B={a+blac A, be B},
skal man vise, at der for 21,25 € C\ {0} geelder

arg(z122) = arg 21 + arg 2z ,

log(z122) = log z1 + log 2o .
Vis, at hvis Rez; og Rezo > 0, sa er

Arg(z122) = Arg 21 + Arg 2,
Log (z122) = Log 21 + Log 22,

og vis ved eksempler, at de to sidste ligninger ikke kan opretholdes for
vilkarlige z1, 2z € C\ {0}.

5.3. Vis, at log(2z? + y?) er harmonisk i R? \ {(0,0)}, og at Arctan 2 er
x
harmonisk i { (z,y) € R* |z > 0}.

5.4. Vis, at T = {z € C | |z| = 1} ikke har nogen kontinuert argumentfunk-
tion.

Vink: Antag at 6 : T — R er en kontinuert argumentfunktion med 6(1) =
0. Vis, at Arg(z) = 0(z) for z € TNC,.. Brug dette til at finde graensevaerdien
af 0(z) nar z = x + iy € T neermer sig —1 via y > 0 og via y < 0.
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5.5. Lad v : [a,b] — C\ {0}, 6 : [b,c] — C\ {0} veere kontinuerte kurver
med y(b) = 6(b), sa v U har mening. Vis, at

argvar (y U d) = argvar (y) + argvar (d) .

5.6. Beregn Argz og Log z for fglgende z € C:

1414, =341, (V3+1)200L,

5.7. Lad v, : [0,1] — C\ {0} veere givet ved v,(t) = €%, hvor a € R.
Find argvar (v,). Vis, at v, er lukket netop hvis a = 27p, p € Z og vis, at
wW(Ya,0) = p nar a = 27p, p € Z.

5.8. Find billedet af den opskarne plan C, = C\ {z € R | 2 < 0} under
den holomorfe gren af z* = exp(aLog z) nar 0 < o < 1.
Vis, at Arg(z®) = a Arg(z), |2%| = |z]* for z € C,.

5.9. Lad G veare aben, og antag at f € H(G) er nulpunktsfri. Vis, at log|f|
er en harmonisk funktion i G.

5.10. Gor rede for, at /z = z!/2 har to verdier for alle z € C\ {0}, og at

cos \/z fastleegger en afbildning af C ind i C. Ggr rede for, at denne afbildning
er holomorf, og angiv dens potensrackke med centrum 0.

5.11. For n > 2, a € C og o € R betragtes halvlinjerne
Lk:{a+rei(o‘+%ﬂ) |r20} , k=0,1,...,n—1,

som opdeler C\ {a} i n vinkelrum

- k—1 21k
Vk:{z:a+r629|r>0,a+2ﬁ <9<a+i},
n n
k = 1,...,n. Skitser disse halvlinjer og maengder. Vis, at z — (z — a)"
afbilder hvert Vj, bijektivt pa C,, og find den tilhgrende inverse funktion.

5.12. Lad > 7 anz", > o~ by2" veere to potensraekker, som begge antages
konvergente for |z| < p.

1°. Gang raekkerne sammen ved at gange hvert led i den ene med hvert
led i den anden og saml leddene, der har faktoren 2z, n =0,1,2,.... Vis, at
man derved far raekken

apbo + (agby + a1bg)z + (agbs + a1b1 + a2b0)z2 +o,
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som ogsa kan skrives

E cn 2" hvorcn—g apbn_p, n=0,1,....

Man siger, at potensrakken ZZOZO cn 2" er fremkommet ved Cauchy mul-
tiplikation af de givne potensrakker.

2°. Bevis, at potensrackken Y7 ¢, 2™ ogsa er konvergent for |z| < p, og
at der for sadanne z geelder

Z cpzt = (Z anz”)(z bpz™)
n=0 n=0 n=0

Vink til 2°: Ger rede for, at funktionen f(z) = (3,2 anz") (> bnz")
er holomorf i i K(0, p), og vis under brug af opg. 1.16, at

f(n) "

Zakbn k-

3°. Anvend Cauchy multiplikation af to eksemplarer af binomialrsekken

(€ C)
(1+2)° i()” || <1,

n=0

()-2 (05

hvor a, 3 € C,n=0,1,....

og vis derved formlen

5.13. Lad ~ veere en lukket veji {z € C | |z| > r}. Vis, at w(v, z) er konstant
i K(0,r).

5.14. Verificer, at omlgbstallet er som anfgrt pa figuren side 5.20.

5.15. Lad G veere en aben kurvesammenhaengende delmaengde af C og lad
P C G veere diskret i G.

1°. Vis, at for en kontinuert kurve 7 : [a,b] — G er v* N P en endelig
meaengde.

2°. Vis, at hvis L er en trappelinje i G med endepunkter a,b € G \ P og
for hvilket LN P = {p1,...,pn}, sa findes en kontinuert kurve fra a til b i
G \ P og som bestar af linjestykker og cirkelbuer.

3°. Vis, at G \ P er kurvesammenhangende.
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6.1

6. Nulpunkter og isolerede singula-
riteter

En reel (vilkarligt ofte) differentiabel funktion pa den reelle akse kan vaere
0 pa et helt interval uden at veere identisk nul. Et klassisk eksempel skyldes
Cauchy

_1
x

f(x):{e , x>0

0, r<0.
For holomorfe funktioner er noget sadant udelukket, idet ethvert nulpunkt a
ngdvendigvis er isoleret i den forstand, at i en tilpas lille cirkelskive K (a,r) er
der ikke andre nulpunkter. Dette leder til identitetssaetningen for holomorfe
funktioner: Hvis to holomorfe funktioner i et omrade stemmer overens pa en
mangde med et fortaetningspunkt i omradet, sa er de ens.

Hvis man betragter kvotienter af holomorfe funktioner, vil naevnernul-
punkter give anledning til isolerede singulariteter. Vi giver en behandling
af isolerede singulariteter i almindelighed og klassificerer dem i 3 typer:
haevelige singulariteter, poler og veesentlige singulariteter. Typen kan aflaeses
af den Laurentraekke, som erstatter Taylorreekken i omegnen af en isoleret
singularitet. Funktioner, der ikke har vaesentlige singulariteter, kaldes mero-
morfe. Mange resultater for holomorfe funktioner kan generaliseres til mero-
morfe funktioner. Fra et algebraisk synspunkt er meengden M(G) af mero-
morfe funktioner broklegemet for integritetsomradet H(G) af holomorfe funk-
tioner, altsa en parallel til Q og Z.

6.1. Nulpunkter.

Hvis et polynomum af grad > 1 har et nulpunkt (= en rod) a, altsa hvis
p(a) = 0, sa kan polynomiet faktoriseres p(z) = (z — a)"q(z) hvor g er et
polynomium med ¢(a) # 0 og n > 1 angiver nulpunktets multiplicitet eller
orden. Vi vil nu udvide dette elementgere resultat til holomorfe funktioner.

Saetning 6.1. Lad f vere holomorf i et omrade G og antag, at f ikke er
identisk 0. Hvis a € G er et nulpunkt for f, altsa hvis f(a) = 0, sa findes
et entydigt bestemt naturligt tal n og en entydigt bestemt holomorf funktion
g € H(G) med g(a) # 0 sa der gelder

F(z) = (z—a)"g(2) for z € G. (1)
Tallet n kaldes nulpunktets multiplicitet eller orden.

Bewis. Vi viser forst eksistensen af faktoriseringen (1). Lad K(a,p) veere
den stgrste abne cirkelskive med centrum a indeholdt i G. Ifglge Seetning 4.8
geelder

£k (g
f=> 060t zeKp). @)
k=0
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Antages, at f*)(a) = 0 for alle k > 0 har vi f(z) = 0 for alle z € K(a, p), og
vi vil sa indse, at f ma veere identisk 0 i strid med antagelsen.

Til et vilkarligt zg € G findes en kontinuert kurve v : [0,1] — G som
forbinder v(0) = a med (1) = zy. Ifplge fliselemmaet 5.2 findes endeligt
mange delepunkter 0 = tp < t; < --- < t, = 1L ogr > 0sa (1) og (2)
fra fliselemmaet geelder. Da specielt K(v(0),r) = K(a,r) € G ma r < p,
altsa K(a,r) C K(a,p). Da~v(t1) € K(a,r) og f er identisk 0 i K(a, p), ma
f® (y(t1)) = 0 for alle k > 0. Af Seetning 4.8 kan vi sa slutte, at f ogsa
er identisk 0 i K ((t1),7). Vi slutter nu successivt, at f er identisk 0 i alle
cirkelskiverne K (v(tx),r) og specielt f(zo) = 0.

Da vores antagelse leder til en modstrid findes et mindste n > 1 sa
f(a) # 0. Dermed er f*)(a) =0 for k =0,1,...,n— 1. Af (2) fas

(k) (g 2 f(k+n) (g
[T Sy e CO VSR (AT e O Y L6

= k! — (k+n)!
for z € K(a, p) C G. Funktionen
f(2)
— fi
Goar or zeG\{a},
9(z) = - f(k—i—n)(a) i
k=0 W(Z‘—a) for ze€ K(a,p),

er veldefineret pa grund af (3) og holomorf i G (overvej dette), og den opfylder
F2) = (= a)"g(2) for 2 € G, gla) = £™(a)/nl £ 0,

hvilket afslutter eksistensbeviset for faktoriseringen.
For at bevise entydigheden af faktoriseringen antages, at

f(2) = (z=a)"q1(2) = (z = a)ga2(2), 2€C (4)

med g1(a) # 0, ga(a) # 0. Af symmetrigrunde kan vi antage n; > ny. Af (4)
fas

(z—a)""™g1(2) = g2(2), ze€G\{a},
men af kontinuitetsgrunde gaelder denne ligning ogsa for z = a. Da ga(a) # 0

ma ny = ng, og g1(z) = g2(2) for z € G\ {a}. Af kontinuitetsgrunde sluttes
g1(a) = g2(a), og entydigheden er vist. O

Seetningen viser, at ordenen af et nulpunkt a for f # 0 er det storste n,
for hvilket der geelder en faktorisering f(z) = (z — a)"¢g(2) med g € H(G).
Hvis f(a) # 0, kan det vaere bekvemt at sige, at f har et nulpunkt af orden 0
i a. Ordenen af nulpunktet a for f betegnes ord(f,a). Et nulpunkt af orden
1 kaldes ogsa et simpelt nulpunkt og et nulpunkt af orden 2 kaldes et dobbelt
nulpunkt.

Af ovenstaende bevis for Seetning 6.1 ses, at der geelder fglgende:
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Korollar 6.2. Lad f vere holomorf i et omrade G og antag, at f ikke er
tdentisk 0. For et nulpunkt a € G er ordenen n karakteriseret ved

f(a) = f'(a) = ...:f(n—l)(a) =0, f(”)(a) £0.

Saetning 6.3. Lad f vere holomorf i et omrade G og antag, at f ikke er
tdentisk 0.

Ethvert nulpunkt a for f er isoleret i den forstand, at der findes r > 0 sa
f(2) #0 for z € K'(a,r).

Meaengden Z(f) af nulpunkter for f er diskret i G, specielt er Z(f) tellelig.

Bevis. Lad f(z) = (2 — a)"g(z) veere en faktorisering med g € H(G) sa
g(a) # 0. Da g er kontinuert findes r, > 0 sa |g(z) — g(a)| < |g(a)| for
z € K(a,r,) C G, men sa ma g(z) # 0 for z € K(a,r,) og folgelig f(z) # 0
for z € K'(a,rq).

Vi skal vise, at Z(f) ikke har nogen forteetningspunkter i G. Vi har lige
vist, at punkterne a € Z(f) ikke er fortaetningspunkter for Z(f).

Antages, at zp € G\ Z(f) er et fortaetningspunkt for Z(f), sa findes en falge
(an) fra Z(f) sa a, — 20, men sa ma f(zp) = 0, da f er kontinuert. Dette
viser zg € Z(f), hvilket er en modstrid, og dermed er antagelsen forkert.
Altsa er Z(f) er diskret i G og specielt tallelig ifolge Seetning 5.6. O

Man kan omvendt vise, at hvis P C G er en vilkarlig maengde, som er
diskret i G, sa findes f € H(G) med Z(f) = P. Man kan endda veelge f
sa nulpunkterne har forelagte vilkarlige multipliciteter. Resultatet haenger
sammen med en generel teori for faktorisering af hele funktioner.

Eksempel 6.4. Eksponentialfunktionen er nulpunktsfri i C. Funktionen
sin z har i C de numerabelt mange nulpunkter z = pm, p € Z. Funktionen
sin(1/z) er holomorf i C\ {0}, og har nulpunkterne (pr)~!, p € Z\ {0}, som
har 0 som fortaetningspunkt, men indenfor C\ {0} er nulpunktsmeengden
uden forteetningspunkt.

Analogt geelder, at for A € C er maengden {z € G | f(z) = A} enten
I, G eller teellelig bestaende af isolerede punkter. Dette ses ved at anvende
nulpunktsresultatet pa den holomorfe funktion f — A. Det er vaesentligt, at
G er kurvesammenhaengende. Hvis G = K(0,1) U K(2,1) kan vi definere
f € H(G) ved at saette f = 01 den ene cirkelskive, og f =1 i den anden.

Seetning 6.5. (Identitetssaetningen for holomorfe funktioner).

Hvis to holomorfe funktioner f,g i et omrade G stemmer overens i en del-
mangde A C G, som har et fortetningspunkt i G, da er f(z) = g(z) for alle
z€@.
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Bewis. Nulpunktsmaengden Z(f —g) er altsa ikke diskret i G, men sa er f —g
identisk lig med 0. O

Seetningen anvendes hyppigt ved at det f.eks. vides, at RN G # @, og at
f(z) = g(x) for alle z € RN G. Idet RN G ma indeholde et ikke udartet
interval, kan man slutte at f = g.

Eksempel 6.6. Vi kan anvende satningen til at vise, at alle de ssedvanlige
trigonometriske formler ogsa geelder for komplekse tal, for sa vidt som de
indgaende udtryk er holomorfe. F.eks. er sin® z + cos? z = 1 for alle z € C.
Venstre og hgjre side er nemlig holomorfe i C og stemmer overens for reelle
zZ.

Lad f,g € H(G) og antag, at f(a) = g(a) = 0 for et a € G. Vi kan ikke
direkte bestemme
1)
im

2=a g(2)

Y

idet vi formelt far 0/0. L'Hospitals regel fra reel analyse far en saerlig simpel
form, nar det drejer sig om holomorfe funktioner:

Saetning 6.7. (L’Hospitals regel). Antag at f,g € H(G) ikke er identisk
0 i en omegn af a € G.
Grenseverdien

. f(2)
;1_1}1(11 9(2)

eksisterer hvis og kun hvis ord(f,a) > ord(g, a).
I bekreftende fald geelder

w fG) 9
==ag(z)  gW(a)’

hvor q = ord(g, a) og dermed g(?(a) # 0.

Bevis. Lad p = ord(f,a), ¢ = ord(g,a) og lad f1,91 € H(G) med fi(a) # 0,
gl(a) 7£ 07 sa,

f(z) =(z=a)"fi(2), g(2) = (2 = a)?1(2).

Hvis p > q geelder

0, pP>q
lim 1(z) = lim(z — a)P™1 h(z) =< e
zmag(z)  wma 91(2) ey P=4;
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men dette udtryk er netop f@(a) /¢'?(a) idet ¢'?(a) = glg1(a),

@y pP>4q
fa) {q!f1(a), p=q.

Hvis derimod p < ¢q geelder
(Z_a)q_pf(z) _Nhi(x)  file) 20
9(z)  g91(z)  g1(a)
Dermed kan f(z)/g(z) ikke have en graenseveerdi for z — a for sa ville
venstre side ga mod 0 for z — a, da (z —a)? P — 0. |

6.2. Isolerede singulariteter.

Definition 6.8. Lad G C C vare et omrade og lad a € G. Hvis f €
H(G \ {a}), kaldes a en isoleret singularitet for f. Hvis f kan tillaegges en
kompleks veerdi i a sa f bliver holomorf i G, siges singulariteten at veere
heevelig. Den veerdi f skal tilleegges i @ ma ngdvendigvis vaere

lim f(2),

safremt der er en haevelig singularitet i z = a.

Hvis f € H(G) og f # 0, sa er den reciprokke funktion 1/f holomorf i
G\ Z(f), og alle punkter a € Z(f) er isolerede singulariteter.

Seetning 6.9. Antag, at f € H(G\{a}), og at f er begraenset i K'(a,r) for
etr > 0. Sa har f en hevelig singularitet i a.

Bewvis. Vi definerer h(a) =0 og h(z) = (2 —a)?f(z) for z € G\ {a}. Saer h
klart holomorf i G \ {a}, og for z # a har vi

h(z) — h(a)
T, = (zma)f),
som har greenseveaerdien 0 for z — a, idet f er antaget begraenset i en ud-
prikket cirkelskive omkring a.

Dette viser, at h € H(G) og h'(a) = 0, sa ifplge Sezetning 6.1 og Korollar
6.2 findes g € H(G), sa h(z) = (2 — a)?g(z) for z € G. Dermed er g en
holomorf udvidelse af f til G, hvilket viser, at singulariteten i a er haevelig.

|

F.eks. har sin z/z en heevelig singularitet for z = 0, idet lim,_,gsin z/z = 1.

Hvis f i punktet a har en isoleret singularitet, der ikke er heevelig, sa er
billedmaengden f(K'(a,r)) altsa ubegreenset uanset hvor lille r er. Specielt
kan f(z) ikke have nogen greenseveerdi for z — a. Det er da neerliggende at
undersgge, om (z — a)™ f(z) har en heevelig singularitet for m € N passende
stor. I sa fald kaldes a en pol.
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Definition 6.10. En isoleret singularitet a kaldes en pol af orden m € N for
f, hvis (z — a)"™ f(z) har en greenseveerdi for z — a, og

lim(z —a)™f(2) #0.
En pol af orden 1 kaldes en simpel pol.

Eksempelvis har funktionen f(z) = ¢/(z —a)™, hvor ¢ #0,m =1,2,...,
en pol af orden m for z = a. Udtrykket (z — a)" f(z) er nemlig konstant lig
med c og har derfor specielt greenseveerdien ¢ for z — a. Vi studerer poler
ngjere i de fglgende afsnit.

Ordenen af en pol a er entydigt fastlagt, thi hvis
lim(z —a)™f(z) = ¢ #0,

sé vil lim, 4 (2 —a)k f(2) = 0 for k > m, medens (2 —a)* f(2) ikke har nogen
greenseveerdi for z — a, nar k < m. Bemeerk ogsa, at | f(z)| — oo for z — a,
idet |z — a|™|f(2)| — |c| og m > 1.
Antag nu, at f € H(G\{a}) har en pol af orden m i punktet a. Funktionen
oy = { G119, 2€ G\ {a),
lim, .(z —a)™f(z2), z = a,

er da holomorf i G, og har en potensraekke

9(z) =) an(z —a)"
n=0

i den stgrste abne cirkelskive K(a, p) C G. Dermed gelder for z € K'(a, p),

ap a1 Am—1 > k
_ m — . 1
f(2) (Z_a>m+ (z — a)m1 +oet z—a+k§_0:a +1(2 —a) (1)
Funktionen
1 il A —k - k
=y Amok =3 i,
p(z_a) 2 z—a) vor p(z) k:1a Kz

kaldes den principale del af f i a.

Nar man fra f trsekker den principale del, far man en holomorf funktion
med en haevelig singularitet i a. Singulariteten er altsa “koncentreret” i den
principale del.

En isoleret singularitet, der hverken er haevelig eller en pol, kaldes en
veesentlig eller essentiel singularitet. 1 omegnen af en sadan singularitet,
er f’s opfersel meget kompliceret. Der geelder Picards store satning: For
ethvert r > 0 sa K(a,r) C G er billedmaengden f(K’'(a,r)) enten hele C,
eller C pa neer et punkt, jf. opg. 6.16.

Vi ngjes her med at vise et svagere, men alligevel overraskende resultat:
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Seetning 6.11. (Casorati-Weierstrass’ ssetning). Hvis f € H(G \ {a})
har en veesentlig singularitet i a, sa er f(K'(a,r)) overalt teet i C,5 for ethvert
r > 0 for hvilket K(a,r) C G.

Bewis. Hvis pastanden ikke er rigtig, kan vi finde » > 0 og en cirkelskive
K(c,e) CC,sa at
K(c,e)N f(K'(a,r)) = 2,

altsa | f(z) —c| > € for z € K'(a,r). Dermed er g(z) = 1/(f(z) — ¢) holomorf
i K'(a,r), og begraeenset ved 1/e. Ifplge Seetning 6.9 har g en haevelig singu-
laritet i a, sa g kan tillaegges en veerdi g(a) i a, og dermed blive holomorf i
K(a,r)og g(z) #0 for z € K'(a,r).

Hvis g(a) # 0 har vi lim,_,, f(2) = ¢+ 1/g(a), altsa har f en haevelig
singularitet i a i strid med antagelsen.

Hvis g(a) = 0, har g et nulpunkt af orden m > 11 a, og ifslge Ssetning 6.1
findes g1 € H(K(a,r)) sa

9(z) =(z—a)"q1(2), gi(a) #0.
Af udtrykket f(z) = ¢+ 1/g(2) finder vi

1 1
limz—amfz):hm(z—amc+ ): #0,
-t O =i\ et i m) T e

hvilket betyder, at f har en pol af orden m i a, men dette er ogsa i strid med
antagelsen. O

6.3. Rationale funktioner.

Ved en rational funktion af en kompleks variabel forstas et udtryk af for-
men p(z)/q(z), hvor p,q € C[z], ¢ # 0. Som ved ssedvanlige brgker regnes
p1/q1 0g p2/q2 som samme funktion hvis p1ga = ¢1p2. Hvis der er felles
nulpunkter z = a i p og ¢ kan (z — a) i en passende potens forkortes veek.
I teoretiske undersggelser kan vi altsa antage, at de to polynomier p, g ikke
har feelles nulpunkter.

Funktionen )
p(z
iz =22
) q(z)
er dermed holomorf i C\ Z(q) og Z(f) = Z(p). Lad ¢’s nulpunkter vere
ai, ... ,ar med multipliciteter mq, ... ,mg. Sa har vi en fremstilling

q(z) =c(z—a)™ - (z —ar)™*,

6En maengde A C C kaldes overalt taet hvis A = C, altsa hvis K(c,7) N A # @ for alle
ceC,r>0.
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og man ser umiddelbart, at f har de isolerede singulariteter aq, ... ,a; som
er poler af orden mq,... ,mg. Vi har nemlig

(2 —a)™ f(2) = p(z)

c(z—ag)m2 - (z—a)™

—
clag —ag)™ -+ (ag — ag)™*

for z — aq, og tilsvarende for as, ... , ag.

Meaengden af rationale funktioner betegnes C(z) i algebra. Det er et kom-
mutativt legeme, brgklegemet for integritetsomradet” C[z]. Ethvert element
p/q fra C(z) \ {0} har nemlig et reciprokt element q/p.

Hvis grad(p) > grad(q) for den rationale funktion f = p/q kan vi benytte
polynomiers division (jf. Seetning 4.22): p = q1¢ + r med grad(r) < grad(q),
hvoraf )

r(z
f(Z) QI(Z)+ Q(Z) .
Vi ser ogsa, at r og ¢ ikke har nogen feelles nulpunkter, for sadanne ville ogsa
vaere nulpunkter for p.

Setning 6.12. (Dekomponering). Lad r,q € C[z| vere uden felles
nulpunkter, 0 < grad(r) < grad(q), og lad aq,...,ar vere nulpunkterne
for g med multipliciteter m4, ... ,my.

Der findes entydigt bestemte konstanter cj, € C sa

m

r(z) _ __Ge
q(2) ; ; (z —ay)* M)

Formlen udtrykker, at den rationale funktion er sum af sine principale dele.

Bevis. Fremstillingen er entydig. Hvis r > 0 er sa lille, at K(a;,r) ikke
indeholder nogen af de gvrige nulpunkter, kan (1) skrives

LONNNR O
) Ly

hvor ¢ € H(K(aj,r)). Ganges med (z — a;)"™ fas

=<

(z
(z

~—

(z —a;)"™ =¢(2)(z — a;)™ ZCM z—a;)"t (2)

~—

Q

“En kommutativ ring kaldes et integritetsomrade, hvis man af ab = 0 kan slutte a = 0
eller b = 0. Dette geelder for ringen af polynomier.
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Funktionen (r(z)/q(2))(# — a;)™ har en heevelig singularitet for z = aj,
og dermed fremstilles den ved sin Taylorreekke omkring a; i cirkelskiven
K (aj7r)7

%z—a mJ—chz—aJ . (3)

Koefficienterne ¢,, i Taylorrackken er entydigt bestemt (n!c,, er den n’te afle-
dede af funktionen i a;). Da ¢ € H(K(a;,r)) bidrager ¢(z)(z — a;)™ kun
til Taylorraekken med led ¢, (z — a;)™ hvor n > m;, medens leddene med
n < m; kommer fra den endelige sum i (2), altsa

~—

<

Cm;j—t = Cje, le,...,mj,

hvilket viser, at c;, er entydigt bestemt.

Eksistensen kan vises ved induktion efter antallet af poler.
Vi vil i stedet udnytte Liouvilles seetning. Hver af polerne a; har en
principal del

m;

>
— (2 —a;)""
og fratraekkes alle de principale dele fas funktionen
r(2) P ¢
O eI e
q(2) - a;)*
j=1 6:1
som er holomorf i hele C. Hvert af udtrykkene
Cje
(z —a;)*

konvergerer mod 0 for |z| — oo, og ogsa funktionen r(z)/q(z) konvergerer
mod 0 for |z| — oo da grad(q) > grad(r). Altsa vil f(z) — 0 for |z| — oo,
men sa er f specielt begraenset og dermed konstant ifglge Liouvilles saetning.
Nar en konstant funktion gar mod 0 for |z| — oo ma den veere identisk 0. O

Koefficienterne i fremstillingen (1) kan findes ved hjzlp af entydighedsbe-
viset ovenfor. For hvert j beregnes de m; fgrste koefficienter i Taylorraekken
for funktionen

r(z)

@(2—%)

I praksis er det imidlertid ofte nemmere at reducere problemet til lgsning
af et linesert ligningssystem. Metoden illustreres i fglgende eksempel.

109



6.10

Eksempel 6.13. Der galder

z3+22—63+3_ 1 1
24 -2 422 z—-1 (2—-1)2  22°

Idet z* — 223 + 22 = 22(2 — 1)? er der poler af orden 2 for z = 0, z = 1. For
at finde fremstillingen forsgger vi at finde koefficienterne a, b, ¢, d i udtrykket

z3—|—22—6z—|—3_ a b +c+d
2(z-12  z—-1 (z2-1)2 2z 22’

Ganges med 22(z — 1)? far vi

24 2% —6z+3=0a2(z—1)+b2% +cz(z —1)? +d(z — 1)?
=(a+c)2 +(—a+b—2c+d)2*>+ (c—2d)z+d,

hvilket giver ligningssystemet
a+c=1, —a+b—2c+d=1,c—2d=—-6,d=3.
Dette lgses pa en af de kendte mader: (a,b,c,d) = (1,—1,0,3).

Bemaerkning 6.14. Maengden C(z) er et vektorrum over C. Af det forega-
ende fplger, at monomierne 1, z, 22, ... samt funktionerne 1/(z — a)*, a € C,

k=1,2,... udger en basis for vektorrummet.

6.4. Meromorfe funktioner.

En holomorf funktion, der kun har isolerede singulariteter, som enten er
poler eller haevelige singulariteter, kaldes en meromorf funktion. Idet det
er naturligt at tilleegge funktionen vaerdien oo i polerne, kan vi preecisere
begrebet pa folgende made:

Definition 6.15. Ved en meromorf funktion i et omrade G C C forstas en
afbildning h : G — C U {oo} med egenskaberne:
(i) P={z€ G| h(z) =00} er diskret i G.
(ii) Restriktionen f = h|g\ p er holomorf i den abne meengde G'\ P.
(iii) Ethvert punkt a € P er pol for f.

Det bemszerkes, at polmaengden P for f er teellelig og afsluttet relativt til G
ifglge Seetning 5.6. Maengden af meromorfe® funktioner i G' betegnes M(G).

8meromorf kommer af graesk: brudden form i modseetning til holomorf: hel form.
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En holomorf funktion 1 G er meromorf med P = &.

Vi vil nu vise, hvorledes en kvotient f/g af to holomorfe funktioner f,g €
H(G), g £ 0, definerer en meromorf funktion h i G.

Hvis f = 0 saettes h = 0, sa vi kan herefter antage at f # 0.

Idet Z(g) er en maengde uden fortaetningspunkt i G er h = f/g holomorf
i G\ Z(g), og alle punkterne i Z(g) er isolerede singulariteter for h. Hvis
a € Z(g) er et nulpunkt af orden ¢ > 1 for g, og et nulpunkt af orden p > 0
for f, har vi fremstillinger

f(z) = (z=a)" f1(2), 9(2) = (2 = a)?91(2) ,

hvor f1,91 € H(G), og fi(a) og g1(a) begge er forskellige fra nul. Heraf ses
at

h(z) = (z — a)p_qm,

91(2)

for z € K'(a,r), hvor r er valgt sa lille, at g1 er nulpunktsfri i K(a,r). Hvis
p > q, har h altsa en haevelig singularitet i a, og a er et nulpunkt af orden
p — q. Hvis p < g, har h en pol af orden m = g — p, og vi seetter h(a) = co.
Dette viser, at h er en meromorf funktion, hvis polmsengde bestar af de
a € Z(g), hvor ordenen som nsevnernulpunkt er stgrre end ordenen som
teellernulpunkt.

Hvis h : G — CU {oo} er meromorf, og a € G er en pol af orden m,
sa er f(z) = (z — a)™h(z) holomorf i en passende cirkelskive K (a,r), altsa
h(z) = f(2)/(z —a)™ i K'(a,r). Enhver meromorf funktion h er altsa lokalt
en kvotient af holomorfe funktioner, men dette galder endda globalt: Der
findes f og g € H(G) med g # 0 sa at h = f/g. Hvis P er polmaengden
for h, sa findes nemlig, som omtalt i §6.1, en holomorf funktion g € H(G)
med Z(g) = P, og g kan veelges, sa ordenen af hvert nulpunkt a € Z(g) er
lig med ordenen af polen a for h. Funktionen hg er holomorf i G \ P, men
med haevelige singulariteter i punkterne af P. Der findes altsa f € H(G), sa
f=hgiG\ P, og dermed er h = f/g.

Man kan pa naturlig made addere og multiplicere to meromorfe funktioner
hi,hs : G — CU{oc}, idet sum og produkt er holomorfe udenfor den samlede
polmaengde, men visse af polerne kan vise sig at vaere haevelige singulariteter
for summen eller produktet. Hvis h er meromorf og ikke nulfunktionen, sa er
den reciprokke funktion 1/h ogsa meromorf. Nulpunkterne for h af orden n er
poler for 1/h af orden n, og polerne for h af orden m er nulpunkter af orden m
for 1/h. Man overbeviser sig nu let om, at meengden af meromorfe funktioner
i omradet G er et kommutativt legeme. Fremstillingen h = f/g af en vilkarlig
meromorf funktion som kvotient af holomorfe funktioner viser, at legemet
af meromorfe funktioner er isomorft med broklegemet for integritetsomradet
H(G) (jvi. Opg. 6.2).

En rational funktion er meromorf i C med kun endeligt mange poler.
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6.5. Laurentrakker.

Funktionen exp(<) er holomorf i C\{0}, og z = 0 er en isoleret singularitet.
Idet der for alle n > 0 gaelder

1
lim x" exp (—) = lim exp(y) =00,

z—0F x y—oo  y"

1 _
lim z" exp (—) = lim (—1)”M =0,
z—0~ T y—00 y"

har z" exp(é) ingen graenseveerdi for z — 0, og derfor er z = 0 hverken en
haevelig singularitet eller en pol. Dermed er z = 0 en vaesentlig singularitet.
Indsaettes potensrackken for exp fas

expG) :iﬁ 2eC\ {0}

Vi skal nu studere en type uendelige rackker, der generaliserer potens-
reekkerne og inkluderer raekken for exp (%)

Definition 6.16. Ved en Laurentrekke® forstas en dobbelt uendelig rackke

af formen
o0

Z ", (1)

n=—oo

hvor (¢, )nez er givne komplekse tal og z € C\ {0}.

Ved studiet af konvergens af Laurentrackken (1) skal denne betragtes som
summen af to seedvanlige uendelige raekker

oo oo
g c_n2 "+ E 2",
n=1 n=0

og vi forlanger, at de hver for sig er konvergente. Disse to raekker er potens-
raekker i henholdsvis 1/z og z. Lad deres konvergensradier vaere henholdsvis
p1, p2- Den forste raekke er absolut konvergent for |1/z| < p1, den anden for
|z| < p2. Kun tilfeeldet 1/p; < po har interesse, for sa er rackken (1) absolut
konvergent i ringomradet

G={zeC|1/p1 <|z] < p2}
90pkaldt efter den franske ingenigr P.A. Laurent (1813-1854).
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mellem de to koncentriske cirkler med centrum 0 og radier 1/p1, p2. (Hvis
1/p1 > p2 er G = @). 1 tilfeldet p; = oo er G = K'(0, p2) hvis py < 00, og
G = C\ {0} hvis py = 0.

Laurentraekken konvergerer lokalt uniformt mod sumfunktionen, for ifglge
teorien for potensrackker konvergerer begge raekker uniformt over maengder
af formen r1 < |z| < r9 med 1/p; < r1 < r9 < po. Til enhver kompakt
delmeengde K af G findes 71,72 58 1/p1 < ry <12 < pa, ogsa K er indeholdt
i ringomradet {z € C | r; <|z| < ry}. Man kan bruge r; = inf{|z| | z € K},
ro = sup{|z| | z € K}.

Den ved Laurentrackken fremstillede funktion er altsa holomorf i ring-
omradet G, jf. Seetning 4.17.

Mere almindeligt kaldes

oo
Z cn(z—a)"
n=—oo
en Laurentraekke med udviklingspunkt a € C, og den fremstiller en holomorf
funktion i et ringomrade med centrum a

{z€C|Ry <|z—a|l <Ry}.

Laurent viste, at enhver holomorf funktion i et ringomrade kan fremstilles
ved en Laurentrackke. Vi formulerer det praecist:

Seetning 6.17. Antag, at f er holomorf i ringomradet G = {z € C | Ry <
|z —a| < Ra}, hvor 0 < Ry < Ry < 0o. Sa fremstilles f i G som sum af en
entydigt bestemt Laurentrekke

oo

flz) = Z cn(z—a)" for z€ G, (2)

og koefficienterne 1 rekken er givet ved
1
Cn = / Ldz nez, (3)

T omi (z —a)rtl 7
0K (a,r)

hvor r €] Ry, Rs| er vilkarlig.

Bevis. Vi viser forst, at der hgjst er én Laurentreekke (2) med sum f i
ringomradet, og at koefficienterne er givet ved (3). Da nemlig rackken kon-
vergerer uniformt pa 0K (a,r) giver Seetning 4.6 (ii), at

OK(a,r) OK(a,r) k=—00
00
1 e 1 dz
Z Chy— / (z—a)knldz:cn% / T, =
k=—o00 0K (a,r) 0K (a,r)
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(Formelt burde vi splitte raekken op i to raekker > 0% + Z:clx) og bruge saet-
ningen pa hver af dem, men for at beviset ikke skal vaere for tungt, gar vi let
henover dette punkt).

For at vise eksistensen bemaerkes, at ¢,, defineret ved (3) er uathaengig af
r €]Ry, Ro[ ifolge §3.2. For fast zg € G veelges r1,r9 88 Ry <rp < |z —al <

r9 < Rg. Dernzest veelges ¢ > 0 salille, at K (29, ) er indeholdt i ringomradet
{zeC|rm <|z—a| <r}.

Funktionen F(z) = f(z)/(z — 2z¢) er holomorf i G \ {20}, og ved at leegge
et snit gennem centrene a og zp som pa figuren haever bidragene fra de 6
linjestykker hinanden og vi far

/ F(2)ds = / F(2)dz + / F(2)dz.
0K (a,rz) 0K (a,r1) 0K (z0,¢)

Af Cauchys integralformel fas sa

f(z0) = L / AQIFR

21 zZ— 2y
0K (z0,)
(4)
1
_ 1 / 1) 4 L / fz) .
21 zZ— 2y 271 zZ— 2y
0K (a,rz) OK(a,r1)

Vi omskriver nu det fgrste integral til en uendelig rackke i analogi med

Seetning 4.8.
For z € 0K (a,ry) har vi

1 1 1

zo—a

Z— 29 z—a 1-—
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hvor |(z9 —a)/(z —a)| = % < 1, sa den sidste brgk kan skrives som sum
af en uendelig kvotientraekke; det giver

00
1 1 Z 20 — a "
Z— 20 zZ—a zZ—a ’
n=0

altsa

z— 29 Z z—a”“ —a)” (5)

n=0

Da denne rakke konvergerer uniformt for z € 9K (a,r2), er det tilladt at
integrere ledvist i (5), hvoraf

1 fle) . |1 f(z) n
27 / z—zodz_z 2mi / (z—a)”“dz (20 ~a)

0K (a,rz) - 0K (a,rz)
=2 el —a)

Da denne raekke konvergerer for vilkarligt 2o i ringomradet er konvergensra-
dius > Rs.
For z € 0K (a,r1) har vi tilsvarende

11 1
z—20 a— -2
hvor |(z —a)/(z0 —a)| = mota < 1, sé den sidste brgk er sum af en uendelig

kvotientreekke; det giver

altsa

f(Z) :_Z f(Z) (Z_a)n. (6)

z = 2 — (20 — a)"*!

Da denne rakke konvergerer uniformt for z € 0K (a,r1), er det tilladt at
integrere ledvist, hvoraf

1 flz) .
2mi / Z—Zodz___o 2mi / f()(z = a)"dz | (20— )™,

0K (a,r1) 0K (a,r1)

o
=— Z Con_1(zg —a)™ "1,
n=0
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Da denne raekke konvergerer for vilkarligt zp i ringomradet og er en potens-
reekke i 1/(zp—a), ser man, at raekken konvergerer for vilkarligt zg sa |z9—a| >
R,. Potensraekken

o

E c_pw"

n=1

har altsa konvergensradius > 1/R;.
Ved hjaelp af (4) fas nu

o0

f(z0) = chzo—a Z Go—a)r chzo—a
n=0

O

Bemaerkning 6.18. Til en holomorf funktion f defineret i et ringomrade
G ={z € C| Ry < |z—a| < Ry} knyttes altsa en holomorf funktion f; i
K (a, R2) med potensraekken

fi(z) = Z cn(z —a)”

n=0

og en holomorf funktion f. i {z € C| |z —a| > Ry} med fremstillingen

00
n:l

For z € G geelder
f(2) = fi(z) + fe(2) !

Bemszerkning 6.19. Lad f veere holomorf i ringomradet Ry < |z —a| < Rs.
For r €| Ry, Rs[ betragtes funktionen

g-(0) = fla+7re?), HeR
som er periodisk med periode 27. Af (2) fas
Z Cn’l”n zn@
n=—oo
4Index i og e er valgt for interior og exterior.
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og denne raekke konvergerer uniformt for 8 € R, og er altsa Fourierraekken for
gr. Indszettes parameterfremstillingen a + re®® for K (a,r) kan (3) skrives

1 2m

e’ = o ), gr(0)e™dp

som er den szedvanlige formel for Fourierkoefficienterne.

Lad G C C vaere aben oga € G. Hvis f € H(G\{a}) har f altsa en isoleret
singularitet. Lad K (a, p) veere den stgrste abne cirkelskive med centrum a
indeholdt i G. Dermed er f specielt holomorf i ringomradet K’(a, p) og der
geelder en Laurentraekke udvikling

f)= 3 ealz—a, zeK'(ap) (7)
med . £2)
z
0K (a,r)

hvor r €]0, p[ er vilkarlig.
Ifslge Bemeerkning 6.18 er der til Laurentraekken knyttet en holomorf funk-
tion f’L € H(K(a7 p))

og en holomorf funktion

folz) =3 (9)

(z—a)"
defineret for |z — a| > 0, altsa f. € H(C\ {a}), og der gelder

f(2) = fi(2) + fe(2) for 2z € K'(a,p). (10)

Definition 6.20. Den til f € H(G \ {a}) horende funktion f.(z) givet ved
summen af leddene hgrende til negative potenser af (z — a) kaldes den prin-
cipale del af f.

Af (10) ses, at f(z) — fe(2), som er holomorf i G\ {a}, har en heaevelig
singularitet for z = a, og f;(z) fastleegger den holomorfe udvidelse til a.

Vi skal nu se, hvordan typen af den isolerede singularitet afggres af Lau-
rentrackkens led med negativt index.
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Saetning 6.21. Den isolerede singularitet a for f € H(G \ {a}) med Lau-

rentrekke (7) er
(i) hevelig, hvis og kun hvis ¢, =0 forn <0,

(ii) en pol, hvis og kun hvis ¢,, = 0 for alle n < 0 pa ner endeligt mange.

Polens orden er det storste m >0 sa c¢_p, # 0,

(iii) en veesentlig singularitet, hvis og kun hvis ¢, # 0 for uendeligt mange

n < 0.

Bewvis. (i) Hvis ¢, = 0 for n < 0 er f. = 0 og f; giver den holomorfe udvidelse
af f til a med veerdi f(a) = ¢o = fi(a). Antag dernzest, at a er en haevelig

singularitet. Sa eksisterer graensevaerdien

c:= lim f(z),

og specielt findes ro > 0 (19 < p) sa
|f(z) —c| <1 for 2 € K'(a,r).
Vi vil heraf slutte, at ¢,, = 0 nar n < 0.

Ifplge (8) har vifor 0 <r < p

=g | T@E-a

0K (a,r)
men dan < 0er —n—1>0,s4 (2 —a) ™! har stamfunktionen
(z—a)~"™/(—n). Heraf fas
/ (z—a)™™ tdz=0,
OK(a,r)

sa

Cn = — / (f(2) = &)(z —a) """ 'dz.

0K (a,r)

For 0 < r < 1y giver estimationslemmaet 2.8 sammen med (11), at

len| < §~1~r_"_1 =r ",

og for r — 0 (husk —n > 0) fas ¢, = 0.

(11)

(ii) Hvis ¢_y, # 0 for et m > 1 og ¢_,, = 0 for n > m, sa kan (7) skrives

—m C—(m— — > n
flz)=— D T Y ez a)

(z—a)™  (z—a)™ ! z—a
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altsa
m—1 [e’e)
(z—a)"f(2) E c_ +kz—a z—amg cn(z —a)”
k=0 n=0
hvoraf

lim(z—a)"f(z) =c_m #0,

z—a

hvilket viser, at a er en pol af orden m.

Hvis omvendt z = a er en pol af orden m > 1 vil funktionen (z —a)™ f(z)
have en heaevelig singularitet. Laurentraekken for (z — a)™ f(z) findes ved at
gange (7) med (z —a)™, altsa

o0 oo

(z—a)"f(z) = Z Cn(z —a)"t = Z Crom(z —a)”.

n=—oo k=—o0

Af tilfzelde (i) sluttes, at cx—,,, = 0 for k < 0, altsa ¢,, = 0 for n < —m.

(iii) Udsagnet her folger af (i) og (ii), da en veesentlig singularitet er en
isoleret singularitet, der hverken er heevelig eller en pol. Tilsvarende er
betingelsen pa ¢, netop den, der udelukker betingelserne pa ¢, fra (i) og
(ii). O

Eksempel 6.22. Lad f : C — C veere en hel transcendent funktion, dvs.
en hel funktion, der ikke er et polynomium. Det kan ogsa udtrykkes ved, at
uendeligt mange af koefficienterne c¢,, i potensraekken

oo

= g cn 2"
n=0

er forskellig fra 0.

Funktionen f (1), z € C\ {0} har en isoleret singularitet for z = 0 og der
geelder

f(%):g%z—z 2 eC\{0}. (12)

Pa grund af Laurentrzekkens entydighed er (12) netop Laurentraekken for
f (%), og da ¢, # 0 for uendeligt mange n er z = 0 en vaesentlig singularitet.

Eksempel 6.23. Funktionen
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er holomorf i C\ {1, 2}, specielt er den holomorf i K (0, 1) og i ringomraderne
={zeC|1<|z] <2}, Gy ={z¢€C||z| > 2} Viuvil finde de
tilhgrende raekkeudviklinger.
For z € K(0,1) har f(z) en potensrakke:

1 11 > 1 .
f(z>:1—z_§1—gzz(l_2n+1>z'
n=0
For 1 < |z| < 2 finder vi
11 11 S BN |
fA == 15T z="2 D gt
z 2 n=1 n=0
For 2 < |z| finder vi
11 11 =1 &2t
fE =Tt iz = w2l
n=1 n=1

Vi finder 3 forskelhge raekkeudviklinger i de 3 disjunkte omrader. Det er
vigtigt ikke at sammenblande disse rackker.

Funktionen har en simpel pol for z = 1. Den har en Laurentraekke omkring
z=1gyldig for 0 < |z — 1] < 1:

1 1 1 = .
f(z):_l—(z—l)_z—lz_z—l_nzzo(z_l)

Funktionen har en simpel pol for z = 2. Laurentraekken omkring z = 2 er
gyldig for 0 < |z — 2| < 1:

fo) = —— ! +Z 1)+ (2 - 2)

z—2 1+(z—2 z—

Bemszerkning om konvergensradius. Lad f € H(C\ P), hvor P C C er
diskret i C og antag, at ingen af f’s singulariteter a € P er haevelige. For
hvert zg € C\ P fremstilles f ved en potensrakke

= Zan(z—zo)” (13)
n=0

i den stgrste abne cirkelskive K (zg, p) € C\ P. Vi har altsa
= inf{|zg —a| | a € P}.

Bemeerk, at infimum faktisk er et minimum, altsa p = |zg — a| for et (eller
flere) a € P, jf. Lemma A.1 med K = {20}, F = P.
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Saetning 6.24. Med betegnelserne ovenfor gelder, at p er konvergensradius
for (13).

Bevis. Vi ved fra Seetning 4.8, at konvergensradius R opfylder R > p. An-
tages imidlertid at R > p, sa giver (13) en holomorf udvidelse af f til
K(zp, R), men da a € P opfyldende |a — zg| = p tilhgrer K(zg, R), sa ma a
vaere en haevelig singularitet i strid med antagelsen. O
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Opgaver til §6

6.1. Lad G veere et omrade i C og antag, at f € H(G) kun har endeligt mange
nulpunkter i G. Vis, at der findes et polynomium p(z) og en nulpunktsfri
funktion ¢ € H(G), sa f(z) = p(z)p(z) for z € G.

6.2. Lad G C C vaere aben. Vis, at ringen H(G) er et integritetsomrade
hvis og kun hvis G er kurvesammenhzngende. (En kommutativ ring kaldes
et integritetsomrade, hvis man af ab = 0 kan slutte at a = 0 eller b = 0.)

6.3. Spejlingsprincippet.

1° Lad G C C veere aben, og f € H(G). Den i z-aksen spejlede maengde
og spejlede funktion defineres ved

G*={zeC|zeG}
f*G*—=C, f"(2)=fz),ze€G".

Vis, at f* € H(G*) og at (f*) = (f')*.
2° Lad G C C veere et omrade som er spejlingsinvariant, dvs. G = G*.
Vis, at GNR # @.
Vis, at f € H(G) er reel pa GNR hvis og kun hvis f er spejlingsin-
variant, dvs. f = f* eller

f(z2) = f(z) for alle z € G.

(Vink. Udnyt identitetsseetningen).
3° Vis, at en hel funktion f(z) =Y anz™ er spejlingsinvariant hvis og
kun hvis a,, € R forn =0,1,....

6.4. Bestem a € C sd at sinz — z(1 + az?) cosz far et nulpunkt af femte
orden for z = 0.

6.5. Antag, at h : C — C U {oo} er meromorf med endeligt mange poler
21,..., 2%, og antag, at der findes k > 0, N € Nog R > 0 sa |h(z)| < k|z|V
for |z| > R. Vis, at h er en rational funktion.

(Vink. Benyt Opg. 4.9.)

6.6. Vis, at

423 2 1 2 ?

Zr1? 24i (i z—i o2
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6.7. Dekomponér den rationale funktion

2z — (241)

&)= 2"y va

og find dernaest dens Laurentraekke i ringomradet 1 < |z| < 2.

6.8. Lad f veere holomorf i ringomradet G = {z € C | R; < |z — a| < Ra},
og lad f;, fo veere de holomorfe funktioner fra Bemaerkning 6.18. Vis, at

fe(z) = 0 for |z —a| — 0.

Antag derneest, at der findes en holomorf funktion ¢; i K(a, R2) og en
holomorf funktion ¢, i omradet {z € C | |z —a| > R;} sa

¢e(z) — 0 for |z —a|l — o0,
og sa
f(2) = @i(2) + ¢pe(2) for z € G.
Vis, at fi(z) = ¢i(2), z € K(a, R2), fe(z) = ¢pe(z) for |z — a|] > Ry.

Vink. Brug Liouvilles seetning pa funktionen

[ fi(2) = 9il(2), |2 —a| < Ry
g<z>_ { (be(Z)—fe(Z), |z—a\ > Ry,

6.9. Lad f € H(G), hvor G er et enkeltsammenhzengende omrade. Lad
veere en lukket vej i G. Vis fglgende udvidelse af Cauchys integralformel

1 [ 1)

2mi ), 2z — 2o

w(v, 20) f(z0) = dz, zpeG\~".

Vink. Udnyt at funktionen z — (f(z) — f(20))/(# — 20) har en haevelig
singularitet i zg.

6.10. Lad a € C. Find Laurentraekken i ringomradet 0 < |z — a| < oo for
funktionen )
exp(z
f(z) =

(z—a)

6.11. For z € C betragtes funktionen

z

f<w>=exp(5 (w—g)) weC\ {0},
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som er holomorf i C\ {0}. Vis, at Laurentrackken har formen

exp(%(w——)) ZJ W', weC\ {0},

n=—oo

hvor

T

1 [ i L[
L / ez(z smt—nt)dt - _ / COS(Z sint — nt)dt, ne.
2 ™ Jo

—Tr

In(2) =

Funktionen J, : C — C kaldes Besselfunktionen af orden n.
Vis, at
2(Jn—1(2) + Jnt1(2)) = 2nd,(2) .

6.12. Gogr rede for at f(z) = z/(e* —1) har en heevelig singularitet for z = 0
og er holomorf i cirkelskiven K (0,27). Dens potensrackke omkring z = 0
skrives

B, .
S Z o altsa B, = f(0).

ez —1

Ggr rede for at konvergensradius er 27, og at Bernoullitallene B, er fast-
lagt ved ligningerne

Vis, at hvert B,, er rationalt og verificer vaerdierne

1 1 1
Bi=——-,B B3=0, By =——
1 27 2 = 6 3 4 30
Vis, at funktionen
(2)= = — 1+~
g er — 1 2

er lige (i.e. g(—=2) = g(z)) og slut, at Bapy1 =0 for n > 1.

6.13. Vis, at Laurentrackken for cot z, 0 < |z| < 7, er givet som

o0
k B2k 2k 2k 1
+§: o2 :
=1

cot z =

ISINI

hvor B, er tallene fra opg. 6.12. Vink. Brug Eulers formler fra Ssetning
1.16.

124



6.25

6.14. Lad z1,...,z, € K(0,7) veere indbyrdes forskellige, lad aq,...,ay, €
C og betragt den rationale funktion

HOED IS szj ,

j=1
som er holomorfi C\ {z1,...,2,}.
Vis, at f har en stamfunktion i omradet {z € C | |z| > r} hvis og kun
n
hvis > a; =0.
j=1

Vink. Brug Seetning 2.13 og opg. 5.13.

6.15. Vis, at funktionen 1/(1 — z — 22) har simple poler i z = (—1 4 /5)/2
og find konvergensradius for dens potenrakke i omegnen af 0:

1 oo
1—z—22 :ZF”ZH'
0

Vis,at Fo = Fy =1, F,, = F,, 1+ F,,_2,n > 2. (Dette er folgen af Fibonacci-
tal: 1,1,2,3,5,8,...).
Dekomponér den rationale funktion og udnyt dette til at vise formlen

F_l 1+\/5n+1 1_\/5714—1
"5 2 B 2

6.16. Udled Picards lille seetning (Seetning 4.19) fra Picards store ssetning
p. 6.7.
Vink. Lad f veere en hel funktion. Se pa f(1/z) i C\ {0}.
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§7. Residuer og deres anvendelse

I denne paragraf vil vi indfgre residuer og bevise Cauchys residuesaetning,
som kan ses som kulminationen pa Cauchys udvikling af kompleks funktions-
teori. Saetningen kan bruges til at udregne bestemte integraler og til at finde
summen af uendelige rackker.

At man kan udregne et reelt integral af typen

o0 m2
———dx
| @
ved at finde et residuum for z = ¢ kan forekomme som ren magi.

7.1. Residuesaetningen.

Lad f € H(G \ {a}) have en isoleret singularitet for z = a € G med

Laurentraekken
o0

=% elz—a).

n=—oo

Koefficienten c¢_; er specielt vigtig og kaldes residuet af f i punktet a og
betegnes Res(f, a), altsa ifslge §6.5 (8)

1
=c.1=— 1
Res(f,a) = c-1 = o— o f(z)dz (1)
for 0 < r < p, hvor K (a, p) er den stgrste cirkelskive i G med centrum a.

Residuer er indfgrt af Cauchy. (Det hedder et residuum, flere residuer;
residue i sammensatninger.) Det er den rest (= résidu pa fransk), der
bliver tilbage, bortset fra faktoren 2m¢, nar funktionen f integreres rundt
om singulariteten. Ifglge §3.2 kan vi erstatte cirklen 0K (a,r) med andre
simple lukkede veje, der lgber en gang rundt om singulariteten i positiv
omlgbsretning.

Vi vil nu formulere og bevise Cauchys residuesaetning, der pa grund af dens
mange anvendelser, vel nok er en af den komplekse funktionsteoris vigtigste
setninger. Man ser, at den indeholder bade Cauchys integralssetning og
integralformel.

Seetning 7.1. (Cauchys residuesstning). Lad G vere et enkeltsam-
menhengende omrade, og lad P ={aq,...,a,} C G. Lad vy veere en simpel
lukket vej © G som omslutter aq,...,a, og som gennemlgbes én gang med
positiv orientering.'® For f € H(G\ P) gelder

/ f(z)dz = 27TiiRes(f, a;) .
2l j=1

OFormuleringen bygger pa geometrisk anskuelighed.
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Bevis. Lad p; betegne den principale del af f i punktet a;, j =1,...,n, jf.
Definition 6.20. Sa har ¢ = f — (p1 + - -+ py,) en haevelig singularitet i hvert
af punkterne aq, ... ,a,, og kan derfor udvides til en holomorf funktion i G.
Fra Cauchys integralseetning ved vi at f7 p =0, altsa

Lf:§LPj-

Den principale del p; er holomorfi C\ {a;}. For r > 0 tilstraekkeligt lille vil
v ogsa omslutte K (a;,r) og ved hjeelp af ideen i §3.2 kan man overbevise sig

om, at
[n= | o
v

8K(a]' 7T)

(Leeseren vil ikke blive stillet til regnskab for dette). Lad den principale del
p; have fremstillingen
Z (z — CLJ

Da reekken konvergerer uniformt pa 0K (a;, ), giver Seetning 4.6 (ii) at

pj = Z / = a] ———dz = 2miRes(f, a;),

9K (ay,r) "= oK (ay,r)

idet kun integranden ¢;,1/(z — a;) giver et bidrag, nemlig 27i Res(f,a;), da
de hgjere potenser har en stamfunktion. Dette viser saetningen. O

Inden vi giver eksempler pa anvendelser af residuessetningen, vil vi give en
raekke simple anvisninger pa at udregne residuer i det vigtige specialtilfselde
med en meromorf funktion h.

1° Antag, at h har en simpel pol i a. Sa er

Res(h,a) = lim (2 — a)h(z) .

zZ—a
I en omegn af @ har man nemlig

Res(h, a)

zZ—a

h(z) = +(2),

hvor ¢ er holomorf.
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2° Antag, at h = f/g er meromorf med en simpel pol i a, og at f(a) # 0,
gla)=0, ¢'(a) #0. Saer

Res(h,a) = f(a)/g'(a).

Da h har en simpel pol i a, fas af 1° at

Res(h,a) = lim f(z)z — % lim f(2) (M)_ = /(a) :

z2—a g(z) z—a z—a

3° Antag, at h har en pol af orden m > 1 i a. Idet vi definerer ¢ ved
©(z) = (z —a)™h(z) (sa ¢ har en havelig singularitet i a), er

(m=1)(q
Res(h,a) = imfl()') .

Vi har nemlig
0(2) =comteomir(z—a)+-+c1(z—a)" oz —a)" + -
i en omegn af a, og c_; = Res(h, a). Heraf fglger pastanden.

Eksempel 7.2.
(i) Residuet af den rationale funktion z — 1/(1+ 22) i punkterne z = 4

er :Fé. Dette folger af 2°, men ses ogsa umiddelbart af omskrivningen

1 1 1

1+22 2(z+4) 2(z—14)°

(ii) Den meromorfe funktion z +— 1/sinz har en simpel pol for z = nr,
n € Z. Residuet for z = nm er 1/ cos(nm) = (—1)".

(iii) Funktionen
h(z) = zsin z
1 —cosz

er meromorf i C. Naevnerens nulpunkter er 2pr, p € Z, som alle er
dobbelte nulpunkter. Teelleren har et dobbelt nulpunkt for z = 0, og
simple nulpunkter for z = pr, p € Z \ {0}. Heraf folger, at z = 0 er
en haevelig singularitet, og z = 2pm, p € Z \ {0} er simple poler.

For at finde veerdien i den heevelige singularitet z = 0 udvikles
teeller og neevner i potensrackke ved hjeelp af de kendte potensrackker
for sin og cos:

23 2
Z<Z—§+_> 1_%_{__
1 =T —2 for z—0.
y_j_f__. ___+_...

h(z) =




7.4

Alternativt kan vi benytte L’Hospitals regel (Seetning 6.7), som giver

, F2(0)

hvor f(z) = zsinz, g(z) = 1 — cos z.
Residuerne i 2pmw, p # 0, finder vi ved at sztte w = z — 2p7m og
udnytte, at sin og cos er periodiske. Vi finder

w(w + 2pr) sin(w + 2pm)
1 — cos(w + 2pm)

(z = 2pm)h(z) =

_ (w+2pm)wsinw

= 2

og udnyttes at z — 2pm er ensbetydende med at w — 0 fas

Res(h,2pm) = lim (z — 2pm)h(z) = limo(w + 2pm)h(w) = 4pm,

z—2pm

idet vi ogsa udnytter, at vi lige har vist at lim,, o h(w) = 2.

(iv) h(z) = 22(2% + 1)72 er en rational funktion med poler af orden 2 i
punkterne z = +17. Seettes

plz) = (2= if'h(z) = 1 f@Q ,
er .
J2)=
hvormed Res(h, i) = ¢'(i) = —%. Analogt findes Res(h, —i) = %.

7.2. Argumentprincippet.

Residuesztningen kan benyttes til at beregne antallet af nulpunkter og

poler for en meromorf funktion.

Setning 7.3. Lad h : G — C U {oc} wvere meromorf i et enkeltsam-
menhaengende omrade G, og lad v vere en positivt orienteret simpel lukket
vej 1 G, der ikke gar igennem nogen af h’s nulpunkter og poler. Sa er

1 B (z)

h2) dz

271 ~
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lig med antallet N af nulpunkter minus antallet P af poler for h i det del-
omrade af G som v omslutter. Ved udregningen telles et nulpunkt eller en
pol af orden m som tallet m.

Bevis. Lad D veere meengden af nulpunkter eller poler for h. Sa er h'/h
holomorf i G\ D. Vivil se, at h'/h er meromorf med polmaengde D. Betegner
a et nulpunkt for A af orden n, har vi i en vis cirkelskive K (a,r)

h(z) = an(z — @) + ania(z— @) 4, @y £0,

altsa
hl(z) =N an(z — a)n_l + (n + l)an+1(2 — a)n + .. ,

hvilket viser, at A’/h har en simpel pol i @ med residuet n. Betegner a en
pol for h af orden m, har vi i en vis udprikket cirkelskive K'(a, )

h(z> = a—m(z - a)—m + Cl—(m—l)('z - a)—(m—l) +y Aom 7£ 0,

altsa

W(z)=—m a_m(z—a)" ™D — (m — Da_(m-1)(z—a)™™ —
hvilket viser, at h’/h har en simpel pol i a med residuet —m.

Lad {ai,...,a,} veere de punkter fra D som omsluttes af v. Vi bruger
nu uden bevis det intuitivt klare, at der findes et enkeltsammenhaengende
delomrade Gy C G sa DN Gy = {ay,...,a,}. Anvendes residuessetningen

pa h'/h € H(G1\{a1,...,a,}) fas

1 B (z)
h(z)

2t ). dz—ZlRes(h /h,a;) = N — P,
idet Res(h'/h,a;) = £m eftersom a; er et nulpunkt eller en pol af orden m
for h.

O

Bemszrkning 7.4. (Argumentprincippet). Lad T' = h o v veere den
sammensatte lukkede vej, der opnas ved at udregne h langs . Bemeerk, at
I forlgber i C\ {0}, da h ikke har nogen nulpunkter og poler pa ~*. Hvis 7
er defineret pa [a, b] er integralet fra Szetning 7.3 lig med

L [PP O, 1 [dz_
oni J, (@) T ami fp e 00
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sa resultatet i Seetning 7.3 kan udtrykkes
wl0O)=N-P

eller
argvar (I') = 2n(N — P).

Det er grunden til, at Seetning 7.3 ofte kaldes argumentprincippet.

Lad os betragte h(z) = sin z for z € C. Fglger vi sin z rundt langs enheds-
cirklen i positiv omlgbsretning vil en kontinuert gren af arg(sin(e‘)) altsa
forgges med 27, da sin(z) har et simpelt nulpunkt z = 0 indenfor enheds-
cirklen. Fglger vi derimod sin z rundt langs cirklen |z| = 4 vil argumentet
forgges med 67, da der er 3 simple nulpunkter i cirkelskiven |z| < 4.

Sztning 7.5. (Rouchés Szetning)!l. Lad f,g € H(G), hvor G er et
enkeltsammenhaengende omrade. Lad ~ vere en simpel lukket vej i G og
antag, at

£ (2) =g(2)| < |f(2)] for z€r". (1)

Sa har f og g samme antal nulpunkter talt med multiplicitet i det begrensede
omrade, som y omslutter.

Bevis. Af (1) folger, at f(z) # 0 og g(z) # 0 for z € v*. Funktionen
F(z) =g(z)/f(2) er meromorf i G og

F_g_r
g f

F

Meaengden B
G={zeG|[[f(2)#0}

er aben og v* € G C G. Bemark, at forudssetningen (1) om f,¢ kan
udtrykkes
|1 — F(z)| <1 for z € ",

Da F er kontinuert pa G er
Qi={z € G| [1-F(z) <1} = (FIG) " (K(1,1))

aben og v* C Q.
Da Log er holomorfi C,; O K(1,1), er Log F' en stamfunktion til F’/F i
Q, altsa
1 1

0=— :
2mi " omi 2mi ) f

HEugene Rouché, fransk matematiker, 1832-1910.
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Hvis v er orienteret i positiv omlgbsretning fglger pastanden nu af Ssetning
7.3. O

Som en anvendelse af Rouchés Sazetning vil vi give et nyt bevis for alge-
braens fundamentalssetning.

Lad g(2) = 2" +a,_12" '+ -+ajz+ag veere et normaliseret polynomium
af grad n > 1, og st f(z) = 2". P4 cirklen v(t) = Re", t € [0,27] har vi
|f(z)] = R" og

[f(2) = 9(2)| < lan—1|R"" + - + a1 | R + aol,

og hgjresiden er < R™, bare R er tilstraekkelig stor, altsa bare R > Ry for
passende Ry. Dette viser, at f og g har samme antal nulpunkter i cirkelskiven
K(0,Rp). Da f(z) = 2™ har en n-dobbelt rod deri, ma g have n nulpunkter
talt med multiplicitet i K (0, Rp).

Den fglgende ssetning kaldes pa engelsk “The open mapping theorem”.
Den vises under udnyttelse af Rouchés satning.

Saetning 7.6. Lad f vere en ikke konstant holomorf funktion pa et omrade
G CC. Saer f(G) et omrade.

Specielt er f en aben afbildning, dvs. f(Q) er aben for hver aben delmaeng-
de Q C G.

Bewvis. Anden halvdel fglger af forste halvdel, idet enhver aben delmaengde
) C G er foreningsmaengde af cirkelskiver

Q: UK<ai7Ti>7

icl

0g sa er
F() = f(K(ai,ri))
iel

foreningsmaengde af omraderne f(K(a;,7;)), og derfor aben.

Vi skal nu vise, at f(G) er aben og dermed et omrade, da f(G) er kurve-
sammenhaengende, nar G er det, jf. Appendix A.10.

Seet wg = f(z0) for z9p € G. Vi skal finde p > 0 sa K(wg,p) C f(G).
Funktionen ¢(z) = f(z) — wo har et nulpunkt for z = z5. Lad & > 1 vaere
ordenen af dette nulpunkt. Da det er isoleret findes r > 0 sa K(zp,7) C G

og f(z) —wp # 0 for z € K(zo,7) \ {20}-
Dermed er

p = inf{|wy — f(z0 + 7€¥)| | 6 € [0, 27]} > 0.
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Ifplge Lemma 3.6 findes R > 0 sa K(zg,7) C K(z,R) C G.

For w € K(wq,p) vil vi nu bruge Rouchés Setning pa de to funktioner
o(z) = f(z) —wo, ¥(2) = f(2) — w, som er holomorfe i G og dermed i
K(Z(), R)

For |z — zg| = r har vi

p(2) = ¢(2)] = [w —wo| < p < ¢(2),

og derfor har ¢ samme antal nulpunkter i K(zp,r) som ¢ altsa k nulpunkter.
For hvert w € K(wy,p) findes altsa z € K(zo,7r) sa f(z) = w, dvs.
K (wo, p) € f(K(20,7)) € f(G). =

7.3. Udregning af bestemte integraler.

Residues@tningen kan benyttes til udregning af integraler. En ide til
udregning af ffooo f(x)dx kan groft skitseret veere: Man veelger en lukket
vej v 1 C, der indeholder [—R, R], f.eks. en halvcirkel eller et rektangel, og
betragter en meromorf funktion F', som stemmer overens med f pa den reelle
akse (ssedvanligvis skal man bare skrive f(z) i stedet for f(x)). Integralet
af f fra —R til R plus integralet over resten af vejen er 27 multipliceret
med summen af residuerne. Lader man R — oo, vil bidraget over “resten af
vejen” ofte ga mod 0, og i greensen finder man det sggte integral.

Eksempel 7.7. Lad os finde

(e o] fL'Q
——dz.
[

Vi leegger halvcirklen ¢(t) = Re' | t € [0, 7], i den gvre halvplan, og sammen
med intervallet [—R, R| giver det en simpel lukket vej.

Y

—R O R>
For R > 1 omslutter vejen polen z = i for den meromorfe funktion f(z) =
22/(2? + 1)%, som har residuet —i/4 for z = i, jf. Eksempel 7.2 (iv). Altsa
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har vi

bo| 3

R 2 7 2 _2it :

T R<e : 7
——__d — ___Ricldt=2mi(—- | =

/—R (1+22)? ngr/o (1+ R2e2it)z m( 4>

Den numeriske veerdi af integranden i foﬂ ce-er
R3 R3
__ < ,
11+ R2e22 = (R —1)2
sa det andet integral er hgjst

RB
R
som gar mod 0 for R — oco. Vi finder dermed

[e%e) 513'2 p T
—dr = —.
e @2 T2

Generelt gaelder

Saetning 7.8. Lad [ vere en rational funktion
p(z)  agtarz+- 4 apz™
= = , 0,b, #0,
/() q(2) bo + b1z + -+ bp2" @n 70, bn 7
og antag, at n > m + 2, og at f ikke har nogen poler pa den reelle akse. Sa
er

o k
/ f(x)dx = 2mi ZRes(f, 2i),
oo =

hvor zy, ...,z er polerne i den gvre halvplan.

Bevis. Idet
lim 2" f(z2) = —
i f(z) ™

findes Ry > 0, sa

2™ f(2)] < M = ||C£m|| +1 for |2 > R,

eller

M
1f(2)] < e for |z| > max(1, Ry).

Hvis R > 0 veelges storre end max(1, Ry) og sa stor, at K (0, R) indeholder
alle f’s poler i den gvre halvplan, sa har vi

R T _ ) k
/_R f(z)dx+ /0 f(Re?)iRe™ df = 27Tij;Res(f, Z) s

men det andet integral er numerisk begreenset af 7 R(M/R?), som gar mod
0 for R — oo, og seetningen er bevist. O
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Bemsaerkning 7.9. Hvis wy,...,w; er f’s poler i den nedre halvplan, ses
analogt at

00 l
/ f(x)dx = —27riZRes(f, wj) .
oo =

Metoden fra Seetning 7.8 kan ogsa anvendes pa andre meromorfe funk-
tioner end rationale. Det afggrende er, at integralet over halvcirklen kan
vises at ga mod 0 for R — oc.

Den folgende seetning kan benyttes til udregning af integraler af formen

/ O; F()e da,

som kaldes Fourier integraler.

Saetning 7.10. Lad f vere meromorf i C uden poler pa den reelle akse og
med kun endeligt mange poler z1, ...,z @ den gvre halvplan. Hvis

it
Org&xﬁ\f(Re ) —0 for R— oo,

sa vil

R—o0

R k
lim / f(x)e*dx = 2mi ZRes(f(z)ei’\z, zj),for A>0.
R -

Bevis. Vi betragter en simpel lukket vej bestaende af [— R, R] og halvcirklen
|z| = R, Im z > 0, og betragter kun sa store R, at vejen omslutter alle
polerne z1, ..., z;. Cauchys residuessetning anvendt pa f(z)e!* giver da

R T " ) k _
/ f(z)e?dx + / f(Ret)ee" i Refdt = 2mi Z Res (f(2)e"*, z;) .
-R 0 j=1

Det andet integral kan numerisk vurderes opad ved

I = max |f(Re“)\/ Re Misint gt
0

0<t<m

men idet sint > 2¢ for t € [0, 3] (se den efterfolgende tegning),
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far man!? med a = 2AR/7:

™ ) /2 ) /2
/ 6_>\Rsmtdt — 2/ 6_>\Rsmtdt S 2/ e—atdt
0 0 0

2 = 2 T
= — 1 — e 932 < — = —
a (1) < a AR’
altsa
< o 1t
I'< 5 jmax [f(Re")[,
som gar mod 0 for R — 00, og seetningen er bevist. O
Bemeaerkning 7.11. Hvis wq,...,w; er f’s poler i den nedre halvplan og

integrationsvejen laegges dér, ses analogt, at nar max,<i<aor |f(Re™)| — 0
for R — oo geelder

R l
lim / f(x)e*dx = —27?2'2 Res(f(2)e™*,w;), for A<0.
R -
7j=1

R—o0

Eksempel 7.12. Vi vil udregne, at

R .
A
lim xs;n :Ed:czﬁe_’\ for A > 0.
R—o0 R X +1

Funktionen f(z) = 2z/(2* + 1) er meromorf med polerne z = =i, og
Res(f(2)e™?,i) er e~ . Idet

max |f(Re™)| <

f 1
fhax 721 or R>1,

er betingelserne i Seetning 7.10 opfyldt, sa

R T ei)\x
lim dr =mi e for A >0,
R—o0 —R fL'Q + 1

og tages imaginaerdelen, fas det gnskede. (Tages realdelen fas
lim R g cos(\x)

=0.
R—o0 R .'1:2+]_ T

Hvorfor er dette klart pa forhand?)

2Integralet deles i integralet over [0, /2] og [r/2, ], og det sidste integral omformes
under brug af sint = sin(w — t).

137



7.12

Eksempel 7.13. Vi vil udregne, at

R sinx

lim dr =m.

R—oo J_ R X
Lad f(z) = €"*/2z. Sa har f en simpel pol for z = 0 med residuum 1.
Vi integrerer f rundt langs figuren nedenfor med positiv omlgbsretning og
far 2mi af residuesasetningen. Den lille halvcirkel med parameterfremstilling

cr(t) =re te[—m,0]

giver bidraget

1z d iz_l
e—dz:/—z+/ ‘ dz =im + afr),
c. < e < cr

z

men da

o(z) = — i for z—0,

(brug f.eks. L’Hospitals regel) findes ro > 0 sa |p(z)| < 2 for |z| < 1o, hvoraf
la(r)| < 2mr for r < rg. Dette viser, at lim,_,g a(r) = 0, altsa

eiz
lim —dz =iT.
r—0 ¢ z
T

A
—R+iR I R+iR

<

y
y
Y

Integralet I; langs den lodrette side z = R+ it, t € [0, R] er
R iR—t
e
I, =  dt
! /O R+t "

Rt 1 [ 1
‘Il|§/ ?dtgﬁ/ e_tdtzﬁ—ﬂ)for R— .
0 0

sa
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Integralet Is langs den gverste side z = —t + iR, t € [-R, R] er
R —it—R
e
L=—[ S _a
2 /_ s —t+iR

_p [Tdt ~R
|Ix] <e —=2¢ " —0 for R— 0.
-R

sa

R
Integralet I3 langs den lodrette side z = —R+i(R—1t), t € [0, R] er

R ,—iR+t-R
Jo = —4 dt
3 ’/0 “R+i(R—1)

sa
1I3] < 1/R Ry < X 0 for R
— e — — or — 0.
=R, R
Idet
—r R el
Il—f-IQ—f-Ig—f—/ / —dm+z7r+a()—2m',

far vi ved at tage imagingerdelen og lade r — 0

R sinx

Im([l+12+13)+/ d$+7T:27T.

R X
Ved derneest at lade R — oo, fas (da I; — 0 for j =1,2,3)

. R ging
lim
R—oo —R X

* sinz * sinx T
dr=m, dr = —.
oo T 0 x 2

Vi bemszerker, at det drejer sig om sakaldte uegentlige integraler, idet

/ ‘smx)dx_

Dette kan opnas ved sammenligning med den harmoniske raekke, idet

/ |smx|d >Z / |s1nm|d >Z / | sin x|dx

(k 1) - (k 1)
o k-
k=1

dr =,

altsa
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Et integral af formen
27
f(cost,sint)dt
0

kan ofte med fordel omskrives til et kurveintegral

1 1.1 1\ 1
S(z+3), —(z—2)) —d
/8}((071)]0 (2<Z+ )52 z>) iz

ved at z = e |t € [0,27], er en parameterfremstilling for cirklen. Kurve-
integralet udregnes ved residuesatningen.

Eksempel 7.14. Udregn

2

dt

I(a):/ — = for a>1.
o a-+cost

Vi finder

dz . dz
I(a) = - 1 Ty = 2t 2 9 1
oK (0,1) 1z(a + 5(2 + 7)) 9K (0,1) 27 T 20z +

Neevnerpolynomiet har rgdderne p = —a + va?2—-1,q = —a — Vva? -1,
hvoraf ¢ < —1 < p < 0. I omradet K (0, 1) har integranden altsa den simple
pol z = p med residuet

mml,w
2z + 2a Z:p_Z a2—1’

hvoraf
2m

1
naZ—1 VaZ—-1

I(a) = (—2i)(2i)

7.4. Evaluering af uendelige raekker.

Lad f veere meromorf i C. De meromorfe funktioner

f(2)cot(mz), f(2)/sin(rz)

har isolerede singulariteter for z = n € Z med
Res(f(z) cot(mz),n) = Jn)

Res(f(z)/sin(rz),n) = ——2 |
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forudsat at f ikke har en pol for z = n.

Hvis f(n) = 0 er z = n faktisk en haevelig singularitet og residuet er 0.
Hvis z = n er en pol for f modificeres residuet.

Lad vm,n betegne en positivt orienteret simpel lukket vej, der omslutter
polerne —m,—m+1,...,0,1,... ,n, hvor m,n € Ny. For f € H(C) har vi

/f ) cot(mz)dz = 2i Z flk (1)

Yrom k=—m
Siﬂz) dz = 2i En: (—1)*f (k). 2)
Yrmom k=—m

Hvis vi kan finde graenseveaerdien af venstresiderne for m,n — oo far vi eva-

lueret summerne
Zf Z —1)Ff(k) .

— 00

Hvis vi kan finde graenseveerdierne for m = 0 og n — oo far vi tilsvarende

evalueret summerne
()

STHk) . SDR ().
0

0

Hvis f har poler skal hgjresiderne i (1) og (2) modificeres.
Som lukket vej veelges nu randen af rektanglet

1 1
Fmvn:{z::c+iy\—<m+§)<:c<n+— lyl <m+m}, n,m>1.

Idet (jf. opg. 1.12)
sin(rz) = sin(mwz) cosh(my) + i cos(mz) sinh(my)

finder vi folgende vurdering pa de lodrette sider af F;;, ,,
1 1
| sin(mz)| = cosh(wy) = 3 (™ +e ™) > ieﬂy'

altsa
1

<2 <2, 3
Isin(rz)] = = (3)

Pa de vandrette sider y = £ (n + m) af F,,,,, har vi
|sin(7z)|? = sin®(7z) cosh? (my) + cos?(mz) sinh? (7y)
2(71’.’17)(1 + sinh?(7y)) 4 cos?(wx) sinh? (7y)
)

n?(mz) + sinh?(7y)
h2(7ry) = sinh?(7w(n + m))

v
UJ
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altsa
1 1 1
- < — < = .
|sin(mz)| — sinh(w(n+m)) ~ sinh(27)

(4)

Eksempel 7.15. Lad f(z) = 1/2%. Funktionen 1/(2?sin(rnz)) har en pol af
tredie orden for z = 0 med residuet 7/6 (se nedenfor), medens z = k € Z\ {0}
er en simpel pol med residuet (—1)*/(7k?). Vi har altsa

n

dz K _ (—1)k
- =2mi—+ 2 . 5)
/8Fm,n 22 sin(mz) %6 R Z k? (5)

k=—m

k0

Da (—1)*/k? har samme veerdi for + k, k € N, seetter vim = n og vi udnytter,
at |z| > n for z € OF, , og at laengden af rektanglet er

L(OF,,) =2(2n+1)+8n=12n+2.

Af (3) og (4) ses, at

—— <2 for z€0F,,,
| sin(mz)| ’

sa Estimationslemmaet 2.8 giver

d 2

) / - )S—(12n+2)—>0f0r n — oo,
22 sin(mz) n?

OF, n

og vi slutter af (5) at
e (_1>k—1 2
ANl A 6
> D (6)
k=1
Beregning af Res(1/(2?%sin(n2)),0).
Vi udregner de fgrste led af potensraekken for —=—. Da det er en lige
funktion med veerdi 1 i den heaevelige singularitet z = 0 har vi

SEN R R N o T

sin z

Ganger vi denne potensrakke med den kendte potensraekke

sinz_1 22+z4 n
z 6 51
fas . L .
— N Mo ) LA
1—1—|—<k’1 6)2 —|—(k2 6—|—5!)Z+
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altsa kq —O% =0, ko — %4—% =0,..., specielt k; = %, ko = %O.
Heraf fas

1 1 w2
= 1+ —2% + ko2t + -+
22sin(mz) w23 ( * 6~ Tl > ’

og heraf afleeses residuet til %.

Som en sidste anvendelse af residuesaetningen vil vi bestemme Eulers par-
tialbrok fremstilling for 1/ sin z.

Seetning 7.16. For z € C\ 7Z gelder

— = ) = :—+2Z§:%a
sin 2z Z —pm y4 Ze —peT
p=—00 p=1

1 den forstand, at
n

—1)P 1
Z (=1) — — for n,m — oo,
z —pw sin z

p=—m

uniformt for z i enhver begrenset delmaengde af C\ 7Z.

Bevis. For a € C\ Z betragtes f(z) =1/(z — a), sa

1
(2 —a)sin(rz)’

har simple poler for z = a og z = k € Z med residuerne

1 (=1)*
©8 w(k—a)

sin(7a)

Vi integrerer langs randen af rektanglet F;,, ,, ovenfor, hvor m,n € N vaelges
sa store, at a er indre punkt i F},, ,. Vi har da

1

1 dz 1 Z": (—1)*
2w Jop,, (z—a)sin(nz)  sin(ma) = ma—k)’
og vi vil godtggre at I — 0 for n,m — oo, uniformt for a tilhgrende en
begreenset delmeengde af C \ Z.
Af (3) og (4) fas

n+m

1 1
[I| < —supd —— | 2 €OFpn ¢ (4 / e ™ Wdy + 2
27 |z — al ’
—(n+m)

n+m+1 )
sinh7(n +m)’’
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men idet
n+m n+m
8 1
4 / e—wlyldy -8 / e ™dy < — og sup L |z >2% < oo,
T sinh(7z)
—(n+m)

findes en konstant K, der ikke afheenger af n og m, sa

11| < K sup{ | z€0Fn }.

1
|2 —a

Nar a tilhgrer en begreenset delmaengde A C C \ 7Z med AC Fron, kan vi
under benyttelse af afstand mellem mangder opna (jf. Appendix A.1)

[ —
d(A, ame)

hvilket viser det gnskede.

Altsa har vi
1 i (-D*
sin(ra) m(a—k)’

k=—00

og erstattes a med Z fas den gnskede formel. O
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Opgaver til §7

7.1. Find polerne, deres orden og de tilhgrende residuer for

1 1 1

f(z):ma f(z):m, f(Z):eZZ_l-

7.2. (Opgaven bygger pa opg. 6.3.) Lad h : C — CU{oo0} veere en meromorf
funktion med polmaengde P.

1° Vis, at den spejlede funktion A* : C — C U {oo} defineret ved

h*(z):{%’ for z ¢ P*

0, for z € P*

er en meromorf funktion med polmaengde P* = {p|p € P}.

2° Hvis a er en pol af orden m for h med den principale del

sa er a en pol for h* af samme orden og med principal del

m —

2 Gy

<
[y

og specielt er Res(h*,a) = Res(h,a) for a € P.

3° Vis, at C\ (P U P*) er et spejlingsinvariant omrade (her bruges opg.
5.15).

4° Vis, at (R \ P) C R hvis og kun hvis P = P* og h = h*.

7.3. Lad f,g € H(G) og antag, at f har et nulpunkt af orden n > 0ia € G,
og at g har et nulpunkt af orden n + 11 a. Vis, at

FN )
Res(g’ >_( +1)g(”+1)(a)'

7.4. Lad h : G — CU {oo} veere meromorf i det enkeltsammenhaengende
omrade G, og lad ¢ € H(G). Lad 7 veere en positivt orienteret simpel lukket
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vej i G, der ikke gar gennem nogen af h’s nulpunkter og poler, og antag, at
v omslutter nulpunkterne a1, ..., a, og polerne by, ..., b, for h, hver angivet
sa ofte som ordenen angiver. Vis, at

1 [ ()

3wt | iy P = Dol = S,
71=1 7j=1
7.5. Vis, at
1 2 &
— 22k cot(nz)dz = = Zj%.
210 Jok (0,n+1) T
for n, k € N.
7.6. Vis, at
/°° de ~ m /°° rde
o1+t 2y 1+t 4
e x? T
7.7. Ud t dr = —.
restl, a /_Oo @2+ D@2 +4) 3
o) eiﬂ'x
7.8. Udregn, at /_OO mdﬁﬂ = —7T€_7T.
27
7.9. Vis, at / ST e = on (1 _ L) for a > 1.
o a-+cosx a2 —1
7.10. Vis, at
0 xp—l T
—dr = ————, ,neN1<p<2n.
/0 14220 ™ 2nsin &7 pn =P en

Vink. Integrer langs randen af et cirkeludsnit z = [z|e?? | 2] < R, 0 < 0 <

)

7.11. Udregn, at

e T
/ dr = — for O<ax<l1.
oo L F €7 sin(a)

Vink. Integrer langs randen af et rektangel med vinkelspidser i punkterne
z==*R, z=+R+ 2mi.

146



7.21

7.12. Vis, at
o
/ e %sing dr =0 for n=0,1,2,....
0

Vink. Integrer f(z) = z*"*t3¢~* langs randen af cirkeludsnittet z = |z|e®,
0<|2|<R,0<6<T.
Vis, at

oo
/ t"e_%sin%dt:O, n=0,1,2,....
0

(For hvert ¢ € [—1,1] betragtes Borel malet p. pa [0, 00] med teethedsfunk-

tionen (1 + csin \f t)e~ V" med hensyn til Lebesgue malet. Formlen viser, at
alle malene p. har de samme momenter. Dette er Stieltjes’ eksempel pa et
indetermineret momentproblem.)

7.13. Vis, at
00 ei)\a:
/ de=me M, NeR.
oo 1422
7.14. Vis, at
2 : h2
| cot 2% = cos » +sinh Y for z=x+iye C\nZ

sin? x + smh2

og slut, at | cot(mz)| < 2 for z € OF,, , med betegnelsen fra §7.4.

Vis, at
=1 ™ cot(mz)
;ﬁ——§R68< ~2p ,0) pEN

Udregn hgjresiden ved hjeelp af opgave 6.13 og find dermed Eulers formel

oo
Z p+1 B2p 92p—1_.2p
— (2p)!

7.15. Lad f € H(G) veere ikke konstant i omradet G, og lad f(z9) = wo.
Vis, at der findes r > 0 sa K(z9,7) C G, og sa

(i) f(z) # wo for z € K(z0,7) \ {20}-
(i) f'(z) # 0 for z € K(z0,7) \ {20}
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Antag, at nulpunktet zy for f(z) — wo har orden k > 2.

Som i beviset for Sztning 7.6 sattes ['(t) = f(z0 + re't), t € [0,27], og
p > 0 veelges sa K(wp, p) NI™* = @.

Vis, at for hvert w € K(wp, p) har f(z) — w ialt k simple nulpunkter i
K(Z(), 7”') .

Gor rede for, at fglgende satning er bevist:

Lad f € H(G) vere injektiv pa omradet G. Sa er f'(z) # 0 for alle z € G.

(Kommentar. Seetning 7.6 giver ogsa, at f(G) er aben og f : G — f(G) er
en aben afbildning. Dermed er f~! kontinuert. I henhold til Bemaerkning
1.5 er det herefter let at se, at f~! er holomorf.)

7.16. Lad f veere holomorf i omradet G. Lad zp € G med f(zp) = wy og

antag f'(zo) # 0.
Vis, at der findes en aben omegn U af zp, zo € U C G og et p > 0, sa f

afbilder U bijektivt pa K (wq, p).
Vink. Udnyt beviset fra Ssetning 7.6.

7.17. Lad f veere holomorf men ikke konstant i omradet G. Lad zy € G
med f(z0) = wo og antag, at f'(z) = --- = f* D (z) =0, f*)(2) # 0 for
k > 1. Vis, at der findes en aben omegn U af zy, 29 € U C G og en holomorf
funktion h : U — C med h'(zp) # 0 sa

f(2) =wo + (h(2))* for zeU.
Vink. Udnyt at

() (5
f (' 0)(2

- — zo)n = wo + (Z - 20>kf1(z)

flz) =wo+ )
n=~k
for |z — 29| < r med r tilpas lille, og f1; € H(K(z0,7)) med f1(z9) # 0.
Vis, at to differentiable kurver, der skeerer hinanden i zy under vinklen «
afbildes ved f i to kurver der skaerer hinanden i wy under vinklen kao.
Vink. Sammenlign med §1.2.

7.18. Lad a € C opfylde |a| > e og lad n € N. Vis, at g(z) = az"™ — €* har
praecis n forskellige nulpunkter i K(0,1).
Vink. Brug Rouchés saetning med f(z) = az".

7.19. Betragt polynomiet p(2) = 27 — 5z + 22 — 2.
(i) Vis, at p har 7 nulpunkter i |z| < 2.
(ii) Vis, at p har 4 nulpunkter i |z| < 1.
(iii) Vis, at p ikke har nogen nulpunkter pa |z| = 1 og slut, at p har 3
nulpunkter i ringomradet 1 < |z| < 2.
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s8. Maksimumprincippet

I denne paragraf vises to versioner af maksimumprincippet: en lokal og
en global. Den sidste udnyttes til beviset for Schwarz’ lemma, som kan
benyttes til en fuldstaendig beskrivelse af automorfigruppen af bijektive holo-
morfe funktioner f: K(0,1) — K(0,1).

Saetning 8.1. Maksimumprincippet. Lokal version. Lad f : G — C
veere en ikke konstant holomorf funktion i et omrade G.
Sa har | f| ikke lokalt maksimum i noget punkt a i G.

Bevis. Antag, at |f| har lokalt maksimum i et punkt af G, altsa at der findes
ac€Gogetr>0saK(a,r)CG, ogsa
[f ()] < [f(a)] for =€ K(a,r). (1)
Vi skal sa vise, at f ma veere konstant.
Ifslge Cauchys integralformel geelder

fo -5 [ L

- 2mi Z—a
0K (a,s)

for 0 < s < r. Indszettes parameterfremstillingen z = a + se?’, 6 € [0, 27] fas
1 27

fla)= 5 [ fla+ )b,
2w Jo
hvoraf Lo
160
@< 52 [ 1 selas. )

Ifplge (1) har vi
|f(a+se)| < |f(a)
for 0 < s <r, 0 €|0,2n], altsa
27
1

0< [ (@) - fat se®))do = |f(a)|——/0 " |f(at se)do <0,

- 21 o 2T
idet det sidste ulighedstegn fglger af (2). Den kontinuerte ikke-negative funk-
tion
64(0) = |£(@)] - | (a + ™)
har altsa integral 0 over intervallet [0, 27| og ma derfor veere identisk lig med
0. Dette viser, at

f(a+se) =[f(a)], O0<s<r,0€]l0,2n],

altsa | f| er konstant i K(a, ). Ifslge opgave 1.7 er f selv konstant i K(a,r),
men ifglge identitetsseetningen ma f veere konstant i G. O
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Setning 8.2. Maksimumprincippet. Global version. Lad G vere et
begraenset omrade i C og antag, at f : G — C er kontinuert, samt at f er
holomorf i G.

Storsteveerdien

M = sup{|f(2)| | z € G}

antages i et punkt pa randen af G, men ikke i noget punkt af G med mindre
f er konstant pa G.

Beuis. Ifplge Szetning A.3 er billedet | f|(G) afsluttet og begraenset, og derfor
findes zy € G sa

|f (20)| = sup{|f(2)| | 2 € G} = M.

Antag fgrst, at f ikke er konstant. Sa ma zy € dG, thi antages at zg € G, sa
har |f| specielt lokalt maksimum i zg, hvilket strider mod Seetning 8.1, da f
ikke er konstant i G. Hvis f er konstant (= \) i G, sd er f~1({\}) afsluttet i
G og indeholder G, altsa f~1({\}) = G, og stgrstevaerdien |\| antages i alle
punkter af G specielt pa randen af G. O

For en holomorf funktion f : K(0,p) — C, hvor 0 < p < oo indfgres
maksimum modulen my : [0, p[— [0, oo ved

my(r) =max{|f(2)| [ |z =r}, 0<r<p. (3)

Da
my(r) = max{[f(2)] | || <}

ifplge Seetning 8.2, er my en voksende funktion, endda strengt voksende med
mindre f er konstant.
Specielt for hele funktioner f (p = o0o) spiller funktionen m¢ en stor rolle.

Som en anvendelse af maksimumprincippet vil vi bevise et nyttigt resultat
af den tyske matematiker H.A. Schwarz (1843-1921).

Seetning 8.3. Schwarz’ lemma. Lad f: K(0,1) — K(0,1) vere holomorf
med f(0) = 0.

Sa geelder

(1) [F(z)] <zl [2] < 1.

(i) [f(0)f < 1.
Huis der geelder lighedstegn i (i) eller (ii) sa findes A\ € C med |\ =1, sa f
har formen f(z) = Az. (Afbildningen f er altsa en drejning vinklen arg(\)
omkring 0).
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Bevis. Funktionen f(z)/z er holomorfi K’(0,1) med en heaevelig singularitet
for z = 0, idet

S5
= =10
eksisterer (da f(0) = 0). Funktionen
& o<zl <1
9(z) =9 .
), z2=0

er altsa holomorf i K(0,1). For z € K(0,1) og |z| < r < 1 giver maksi-
mumprincippet i global form for g

f(z 1
o) < max { )L oy =} < 1.
z T
da |f(2)] <1 for alle z € K(0,1). Dar € [|2|, 1] er vilkarlig fas |g(z)| < 1 for
|z| < 1, specielt
If(R) < lz[ og [f(0))<1.

Hvis der geelder lighedstegn i en af disse uligheder har |g| et lokalt maksimum i
K (0,1), og folgelig er g konstant lig med A € C, som ngdvendigvis ma opfylde
A = 1. |

Til zp € K(0,1) betragtes den rationale funktion

Z— 20

feo(2) = (4)

1—202’

som er holomorf for z # 1/Zy, specielt i K(0,p) med p = |1/Z9| > 1. Pa
enhedscirklen har vi

10 1 10

0y e — 20 . e — 20
fz0<e ) n 1 —2Oei9 n GW 6_10 —20
altsa
f20(610>) =1,
idet [e% — 29| = |e7® — Zy|. Dette viser, at

=1
max |f(2)] =1,

men da f,, ikke er konstant, antages maksimum ikke i K(0,1), altsa f,,
afbilder K(0,1) ind i K(0,1).

Dermed har vi vist det veesentlige af fglgende
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Seetning 8.4. For zy € K(0,1) er f., givet ved (4) en bijektiv holomorf
funktion of K(0,1) pa sig selv. Den omwvendte afbildning er f_.,.

Bevis. Vi skal blot vise, at f ;' = f_.,. Ligningen

zZ— 20
=w
1-— Z0Z2
har den entydige lgsning
w2z
T +Zow foz0(@),
og for w e K(0,1) vil f_, (w) € K(0,1). O

For et omrade G C C betegner Aut(G) mangden af bijektive holomorfe
funktioner f : G — G. Ifglge Saetning 1.4 vil ogsa den inverse afbildning
71 tilhgre Aut(G). Ved sammensatning af afbildninger bliver Aut(G) en
undergruppe af gruppen af bijektive afbildninger af G pa sig selv. Den kaldes
automorfigruppen for GG. Ved hjalp af Schwarz’ lemma viser man, at

Aut(K(0,1)) = {Afoy | N = 1,]20] < 1}, (5)

jf. opg. 8.4.
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Opgaver til §8

8.1. Lad f : G — C\ {0} vaere en ikke konstant holomorf funktion i omradet
G. Vis, at | f| ikke har lokalt minimum i noget punkt a € G.

8.2. Lad f € H(C) og lad G vaere et begraenset omrade i C. Antag at

a) |f(z)| > 1 for z € 0G.
2) 320 € G |f(20)| < 1.

Vis, at f har et nulpunkt i G.

8.3. Lad R betegne rektanglet
R={z=z+iy|0<z<2r, 0<y<l1}.

Find M = sup{|sin(z)| | z € R} og angiv de punkter zy € R, sa |sin(z)| =
M.

8.4. Vis fglgende udsagn om Aut(K(0,1)):

(i) Hvis f € Aut(K(0,1)) opfylder f(0) = 0,saer f(z) = Az med |A| = 1.
Vink. Brug Schwarz’ lemma pa f og pa f1.

(ii) Hvis f € Aut(K(0,1)) findes zp € K(0,1) og A med |[A\| =1 sa

f(Z) = )‘fzo .

Vink. Lad z9 € K(0, 1) veere fastlagt ved f(z9) = 0. Anvend (i) pa f,,of ! €
Aut(K(0, 1)).

8.5. Bevis den lokale version af maksimumprincippet ved hjzelp af Saetning
7.6.
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sA. Appendix

Forskellige topologiske resultater

Lemma A.1. Lad K,F C C wvere to ikke tomme afsluttede og disjunkte
mengder, og antag desuden at K er begranset. Sa er afstanden

d(K,F):=inf{lz —y| |z € K,y€ F} >0,

og der findes punkter ©' € K,y € F med |2’ —y'| = d(K, F).

Bevis. Da d(K, F) er den stgrste nedre graense for talmaengden {|z —y| | x €
K,ye F},er d(K,F)+ % ikke nogen nedre geense, og vi kan veelge x,, € K,
yn € F opfyldende

1
AR, F) < o = yal < d(K,F)+ (1)

Da K er begreenset findes R > 0 sa || < R for alle z € K. Vi kan nu se,
at folgen (y,) er begreenset, idet

1
|yn| = |yn_$n+$n| < |yn_$n|+|mn| < d(K7F)+E+R < d(K, F>+1+R'

Da savel (x,) som (y,) er begreenset, har folgen (z,,y,) € C? ~ R* en
konvergent delfglge (2, ,yn,) med greenseveerdi (z,y’) € C2. Da bade K og
F er afsluttede ma =’ € K, ¢y € F, og da (z,y) — |z — y| er kontinuert fra
C? — R finder vi

|$np - ynp| - |-'LJ - y/| )

som sammen med (1) giver
d(K,F)= |2 —].

Dette tal ma veere > 0, for ellers var ’ = ¢/, som altsa er et punkt i K N F
i strid med antagelsen K N F = (). O

Bemszerkning A.2. To afsluttede ubegreensede disjunkte delmeengder af C
kan have afstand 0. Et simpelt eksempel er F; = R, F; = {z + £ | 2 > 0},
altsa en hyperbelgren med z-aksen som asymptote.
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Sztning A.3. Lad A C R* vere afsluttet og begraenset og lad f : A — R
veere kontinuert. Sa er billedmeaengden f(A) afsluttet og begraenset i R,

Bevis. For at se, at f(A) er afsluttet betragtes en folge (™) fra A sa f(z(™)
— b. Vi skal se at b € f(A). Ifplge Bolzano-Weierstrass’ seetning findes
a € A og en delfglge (") af (™ sa z("») — . Da f er kontinuert vil
f(z(™)) — f(a), men da enhver delfglge af f(z(™) ogsa gar mod b, ser vi at
f(a) =b, altsa b € f(A).

Antag, at f(A) er ubegraenset. For hvert n € N findes sa 2(™) € A med
| £(z(™)|| > n. Som for findes a € A med ("») — a og altsa f(z("»)) — f(a)
pa grund af f’s kontinuitet. Da ||-|| er kontinuert sluttes || f (z(™))|| — || £(a)]|,
men det strider mod at || f(x("))|| > n, — oo. O

For en afsluttet ikke tom delmaengde F' af C defineres dp : C — [0, 0o ved
dp(z) =inf{|z —a||a € F}, (2)

som er afstanden fra z til F.

Setning A.4. Afstanden er en kontinuert funktion dp : C — [0, 00[ som

opfylder
V2zeC:dp(z) =0 < z€F.

Bevis. For z € Ferdp(z) <|z—z| =0. For 2 ¢ Ferdp(z) =d({z},F) >0
ifglge Lemma A.1.
For z1,25 € C, a € F har vi ifglge trekantsuligheden

dp(z1) < |z1 —al < |z1 — 22| + |22 — qa,

hvilket viser, at dp(z1) — |21 — 22| er en nedre graense for tallene |25 — al,
a € F. Altsa har vi

dp(z1) — |21 — 22| < dp(z2)

eller
dF(Zl) — dF(ZQ) S |21 — ZQ| .

Af symmetrigrunde kan vi ombytte z; og 29, og far dermed

|dr(21) — dr(22)] < |21 — 22,

som viser, at dp er kontinuert (endda afstandsformindskende). O
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Saetning A.5. Til enhver aben maengde G C C findes en stigende folge K1 C
Ky C ... af afsluttede begrensede delmengder af G med foreningsmeaengde
G.

Bevis. Hvis G = C kan vi sette K,, = {z € C | |z2|] < n}. Hvis G # C
betragtes afstandsfunktionen d = dg\ ¢, jf. (2) med F' = C\ G, og vi saetter

Fo={eecian =Yoot ([Laef).

Da d er kontinuert er F,, afsluttet. Da d(z) > 0 for z € F,, ma F,, C G.
Meangderne

K,=F,N{zeC||z|] <n}

udggr en stigende folge af afsluttede og begreensede delmaengder af G. Et
vilkarligt z € G ma tilhgre K, for n tilstraekkelig stor fordi d(z) > 0. O

Bemszerkning A.6. I A.1, A.2, A4, A.5 kan C erstattes af R* for vilkarligt
k.

Definition A.7. En mangde M kaldes tellelig, hvis der findes en injektiv
afbildning f: M — N.
En maengde kaldes overtellelig, hvis den ikke er teellelig.

For at M er taellelig skal man altsa veere i stand til at give hvert af M’s
elementer et nummer, sa forskellige elementer i M har forskellige numre. Det
er det vi ggr, nar vi teeller. Endelige maengder er teellelige, og per definition
er N en uendelig teellelig maengde.

Satning A.8. Maengderne N,Z,Q er tellelige og mangden [0, 1] er over-
teellelig.

Bevis. At Z er teellelig folger af opskrivningen Z = {0,1,—-1,2,—2,...}. En
konkret injektiv afbildning f : Z — N svarende til opskrivningen er defineret
ved f(0)=1,f(n)=2nforn=1,2,...,f(n)=2|n|+1 forn=—-1,-2,....
Vi ngjes med at vise, at Q4 er teellelig, hvorefter du selv skal overbevise
dig om, at ogsa Q er tellelig. I det efterfolgende skema star alle positive
rationale tal. De star der endda allesammen uendeligt mange gange.

13Det samme gaelder om ethvert interval bestdende af mere end et tal.
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S S
1 2 3 4 5
1/2 2/2 3/2 4/2 5/2

avd

1/3 2/3 3/3 4/3 5/3

avand

1/4 2/4 3/4 4/4 5/4

avd

1/5 2/5 3/5 4/5 5/5

Den injektive afbildning f : Q; — N defineres nu pa folgende made. Man
teeller diagonalt ved at fglge pilene, men hvis tallet allerede er talt med, sa
overspringes det. Altsa

) =1 7(3) =2 f(2) =3, 7(3) = 4. f(3) =5./(}) =6,
PG =T £(5) =8, f(4) =9, /(z) =10, f(5) = 11,.....

3
Derngest gengiver vi Cantors geniale bevis for, at [0,1] er overtellelig.
Hvert tal i [0, 1] kan skrives som en uendelig decimalbrgk 0,ajas ..., hvor

ay,az... € {0,1,2,...,9}. Hvis [0,1] var tellelig, kunne vi opstille alle
tallene fra [0, 1] som en fplge af uendelige decimalbrgker

0, ajpal12a13 .. -
0, a21a22a923 . . .

0,as1asz2ass . ..

Det er imidlertid let at opskrive en uendelig decimalbrgk fra [0, 1], der ikke
star i listen, nemlig 0, b1bs ..., hvor vi for hvert n velger b,, blandt cifrene
{0,1,2,...,9} sa |b, — ann| > 2. Dette sikrer nemlig, at tallet er forskellig
fra det n’te tal i listen for hvert n. O

Saetning A.9. Lad Aq, As, ... vere en folge af tellelige mengder. Sa er
M = U A, tellelig.

Lav selv et bevis ved at efterligne beviset for, at Q4 er teellelig.
Saetning A.10. Lad A C C vere kurvesammenhaengende og lad f : A — C

veere kontinuert. Sa er billedmeangden f(A) kurvesammenhangende.

Bewis. To vilkarlige punkter i f(A) har formen f(P), f(Q), hvor P,Q € A.
Hvis v : [0,1] — A betegner en kontinuert kurve i A fra P til @), sa er den
sammensatte funktion f o~ en kontinuert kurve i f(A) fra f(P) til f(Q). O
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