Opgave UO:4

1. Enfeerdigformel. Det er enrigtig ned, dvsjeg kan ikke selv bestemme cykel fremstil-
lingen (eller bare cykeltypen) i almindelighed af

o =(12)(123)(1234) ... (1234..., n).
Overraskende nok findes der en ret s simpel formel for permutationen:
o(x) = (odd(x +n) + 1)/2,

hvor odd(a) er den ulige del af a (divider a med sterst mulig potens af 2). Dette udtryk er
fundet af Niels Peter Jargensen i 1997. Det er nemt at vise formlen ved induktion efter .

2. Josefus permutation. Gunnar Forst opdagedei 1998, at permuationen o haenger ted
sammen med med Josefus-problemet [GKP, s.8-16]: For et givet n bestemmes Josefus
permutation, J, pafelgendeméde: Sa talenel, .. ., n i enring. Springover et tal og skub
det naeste ud af ringen, spring over et og skub det nasste ud, og fortsad indtil alletalene er
skubbet ud. Altsa: Spring over tallet 1 og skub tallet 2 ud af ringen. Spring over 3 og skub
4 ud, osv. S A

J(y) ;= det y’'tetal, der skubbes ud.

(Josefus-problemet er sa at bestemme J (n), altsa det tal der bliver sidst tilbagei ringen. |
det rigtige Josefus-problem er det hver tredje, der skubbes ud, men det er en anden historie,
se neden for.)

Det er ikke sa svaat at vise, for givet n, at Josefus-permutationen J er bestemt som
@l gende produkt:

J=123...n23...n)3...n) ... (n—1n).
|det w er raskkef glgeombytningen: ombyt 1 ogn, 2 ogn — 1, osv, eler eksplicit:
ox)=n+1-—1x,

falger det, at
1

J l=wow™t.
Med formlen ovenfor for o far vi derfor et eksplicit udtryk for den inverse Josefus:
J7Hy) =n+1-[odd@n+1-y)+1]/2,
og heraf fas videre:
Jx)y=2n+1-2"2n+1-2x), med J(x) > 1, stearst muligv.
Specidt, for x = n, fasformlen for det tal, der bliver skubbet ud til sidst:
Jn)y=2n+1-2".
Eksempel, for n = 10:

J(10)=21-16-1=5, J(9=21-4-3=9, JB =21-4-5=1,
J(N=21-2-7T=7, osv.
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3. Fixpunkter. Det er let at bestemme fixpunkter (svarendetil “1-cykler”) ud fraformlen
foro: Antag, for et givet x < n,a x +n = 2"u, hvor u er ulige. Daer x et fixpunkt, hvis
ogkunhvis (u + 1)/2 = 2'u — n, éler:

(2 —1u=2n+1.

Denne ligning kan lases, nadvendigvis med ulige u, praecis nar

2" +n
_ v+1 2 _
2n+1=0 (mod?2"™—1), ogsamedx = TSR
Det er dtsaét fixpunkt for hvert v = 1, 2, . .., hvor kongruenserne kan | gses:

2n+1=0 (mod 3), 2n+1=0 (mod?7), 2n+1=0 (mod 15),...

For eksempel, med 2n +1 = 3-5- 7, dtsan = 52, er der 3 fixpunkter.

4. Tilfaddet med en 2-potens. Troels Windfeldt Hansen opdagede i 2003 empirisk, at
cykeltypen for o ikke var helt tilfaddig, nar n er en 2-potens. Fx kunne det “ses’, at nar
n = 2P~1 med et primtal p, sher der & fixpunkt og elers lutter p-cykler.

Antagi det falgende, at n = 2. For at bestemme fixpunkter undersgges kongruenserne
ovenfor. Et fixpunkt x svarer til en eksponent v, sa2n + 1 = 0, atsa 2"t = —1, hvor
der regnes modulo 2°t1 — 1. Da2't! = 1, gadder kongruensen 2"+1 = —1 ogsa, nér
eksponenten m + 1 erstattesmed sin principalerest r modulov + 1. Menaf 2" = —1fdlger,
a2 +1erddeigmed2'tl — 1 ogdar < v+ 1, sker det kun, nérv = 1ogr = 1. Af
m+1=r (modv+1),adtsdm +1=1 (mod 2), falger, at m mavaaelige. Omvendt,
hvism er lige, er der praeis ét fixpunkt, svarendetil v = 1, nemlig x = (2" + 2)/3. Med
andre ord: Antallet af fixpunkter er 1, nar m er lige, og 0, nar m er ulige.

Troels resultater var udgangspunkt for overvejelserne om fixpunkter og for de efterfal -
gende resultater.

5. Seetning. ot = id.
Bevis. Det er bekvemt at konjugere o med den bijektive afbildning,

{O,....n—1}—>{1,...,n}, X n—x.
Efter denne konjugering far vi felgende udtryk for o, som permutation af {0, ..., n — 1}:

odd(2n —1—x+1)—1
—n

(5.0 ocx)=2n—-1-— >

Vi identificerer tal x, med 0 < x < 2n — 1, med deres bitmenster, den binaere fremstilling
af x med m + 1cifre, idet vi skriver cifrene fravenstre, med “konstantleddet” (svarendetil
x02%) langst mod venstre og den ledene bit x,, (svarendetil x,,2™) til hgjre. Den ledende
bit er O, n&r x < n, idet der altid medtages m + 1 bits. Sammen med x betragtes det
komplementagre tal x, der fas af (bitmanstret for) x ved overdt at skifte 0'er med 1'er og
viceversa. Aritmetisk er x = 2n — 1 — x. Det fremgar, at vi kanfao (x) i en raskke skridt:

(D) x — u=o0dd(x + 1),

(2) For u ulige: u — v=(u —1)/2.

Pv>ox)=v—n.
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For at se effekten af dette pa bitmenstret for x opsages fravenstre det ferste 1i x (antag et
geblik, at x > 0):
x =00...001y,

med k O'er (k > 0). Vi finder sax = 11...1105, ¥ + 1 = 00...001y, og altsa
u = o0dd(x + 1) = 1y00... 00,
med k ledende O’ er. Videre finder vi
v=(u—1)/2=500...000,
numed k + 1 0’er. Herefter fasv = y11...111, og endelig Slutresultatet,
o(x)=v—n=yll...110,

med k 1'er. Med andre ord: man far o (x) ved at bortskagre den venstre blok i x, til og
med det farste 1, og sa forangtille (til hgjre) komplementet til den bortskarne blok. Lidt
dynamisk kan konstruktionen beskrives som fglger: Betragt en uendelig felge af bitsopnaet
ved at gentage skiftevis manstret x og det komplementsere manster x:

XXXX ....

Lad os vedtage, at en pointer, placeret til venstrefor et bit i denne falge, bestemmer det tal,
hvis bitmgnster bestér af dem + 1 bitstil hgjrefor pointeren. Tallet x bestemmes altsaved
at placere pointeren fx ligetil venstre for det farste bit i falgen.

Af beskrivelsen af o (x) ovenfor fas f@lgende observation:

Hyvis pointeren bestemmer x, sd bestemmes o (x) ved at flytte pointeren til hgjre hen
forbi det forstkommende 1.

Denne beskrivel se passer faktisk ogsa for x = 0. Her bestér den uendelige bitfalge af
m + 10 er efterfulgt af m + 1 1'er, efterfulgt af ... . Flytningen er hen forbi det ferste 1,
og sa efterfglges pointeren af m 1’ er og et 0, som bestemmer talletn — 1 = 2" — 1.

Nu falger det videre, at o(x) bestemmes ud frao (x) ved igen at flytte pointeren forbi
det ferstkommende 1, og o1 fasved m + 1 gentagelser, altsdved m + 1 gange at flytte
forbi det farstkommende 1. | falgen xx til er der ligemangeQ'er og 1 er. | falgen xx er der
atsaprascism +11'er, og det sidste biti felgen er et 1. Nar pointerener flyttet m + 1 gange,
er den atsa prais flyttet hen forbi det sidste bit i falgen xx, og sa bestemmer pointeren
igen x. Med andre ord: o *1(x) = x.

6. Korollar. Hvisn = 2P~1 hvor p er et ulige primtal, s& har o cykeltypen 11 p*, hvor
k= @2r—1t—1)/p.

Bevis. Det er Troels conjecture, og det felger umiddelbart. Dao? = id, er hver bane-
laangde divisor i p. Dader kun er et fixpunkt (en 1-cykel), har de @vrige cykler laengde

p-

7. Cykeltypen.  Observationen i beviset for Sagning 5 kan bruges til at bestemme
cykeltypen helt, stadig i tilfeddet n = 2. Af ssgningen falger, hvis x bestemmer en
p-cykel, sder p divisori m + 1 (og naturligviser o ”(x) = x.

Betragt, for m + 1 = pd og et bitmenster x, lignigen o7 (x) = x. Den betyder, at nar
pointereni falgenxxxx . .. flyttes p gange(altidtil hgjre, forbi det ferste 1), safremkommer
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x igen. Lad h vaare det samlede antal bits, som overspringes ved de p flytninger. Nar de p
flytninger er gentaget 4 gange, har vi flyttet m 4 1 gange, og atsa oversprunget de 2(m + 1)
bitsi xx. Derfor er dh = 2(m + 1). Altsaer h = 2p. Lad z vaae blokken af defarste p
(fravenstre) af de oversprungne bits, og lad w vaare blokken af de neeste p. Daer

XX =ZW...7ZwWiw,

med d gentagelser at de 2p bits zw. Af denne ligning falger, at 4 mavaae ulige (ellers
villex = x),at w = z, 09 a x har formen,

*) X =272Z...22%;

hvisd = 2¢ — 1, er der e blokke z og e — 1 blokke z, begge af laangde p.
Med andre ord: For hver divisor p im + 1, medm + 1 = dp, ero”(x) = x, hvis og
kun hvis d er ulige og x har formen (*), hvor z er en blok med p bits og hgjre bit lig O.
Der er 27~1 muligheder for et sédant z, og atsai alt 27~1 muligheder for et tal x med
oPf(x) = x.

Lad nu a(p) betegner antallet af tal x < n for hvilke cyklen bestemt ved x har laangde
p. Af det foregaende fas:

Y alg) =

2r=1 hvisp |m+1og(m+1)/p erulige
{ 0 ellers.

Mgbius inversion giver herefter, nar p | (m + 1),

a(p) =Y np/2i7,

qlp

hvor der summeres over de divisorer g for hvilke (2m + 1) /q er ulige.
Akvivalent, hvism + 1 = 2"u, hvor u er ulige, saer a(p) = 0 med mindre p er en
divisor i m + 1 af formen 2"v. | det sdstetilfadde er

a(2'v) = Z /L(v/w)ZZUw_l.

wlv

Antallet af p-cykler er a(p)/p.
8. Eksempel. Forn = 2% =512erm+1 = 10 = 2-5, sader er 2- og 10-cykler, nemlig,
forv =1 1

EM(l)zz—l =1 2-cykler,

ogforv=>5:

1—10((—1)22—1 +21971) =51 10-cykKler.

9. Tilfaddet med en 2-potens minus 1.  Lasse Nielsen opdagede i 2003, at der for
vilkérligt n gedder, at tallenexy = n— (2 —1),fork = 0,1, ... ogx; > 1, liggeri samme
cykel:

Xk = X1 > n—3—~n—1— n=uxg;
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laangden af den sterste cykel, der forekommer i o er atsaaltid mindst lig med k + 1, hvor
k er den hele del af tallet log, n.

Antag, atn = 2" —1. Lasse Nielsen opdagede videre(empirisk), at i cykelfremstillingen
af o forekommer i dette tilfzlde p-cykler for alle p =1, ..., m, og ikke for andre p.

For at vise denne pastand konjugerer vi o som i (5.1), men denne gang i intervallet
1<x <nmedw(x) =n+1—x. Nubliver permutationen, defineretfor1 < x < 2" — 1.
odd(2n +1—x)—1

ox)=2n+1- > —(n+1).

Her er 2n + 1 = 2"*+1 — 1, sAmed betegnel serne fra beviset oven for er
o(x)=u—-—2", hvoru = (odd(x) —1)/2.

Tallenei intervallet svarer til bitmanstre med m + 1 bits og ledende bit 0, med undtagelse
af lutter O'er. Er
x=11...10y0

med k 1'er, fasx = 00...01y1, og odd(x) = 1y100...0, 0g u = y100...00, og atsa
o(x)=y011...10.

Med andre ord:

Betragt den uendelige periodiske tplge af bits xxx .... Hvis pointeren bestemmer x
(fx i stillingen yderst til venstre), sa bestemmes o (x) ved at flytte pointeren hen forbi det
torstkommende O.

Beskrivelsen passer ogsa for x = 2" — 1, som er fixpunkt, svarende til bitmenstret
11...110.

Af beskrivelsen ses, at hvisder er k 0’er i bitmanstret for x, sder o¥(x) = x. Der kan
hgjst veae m O er (idet lutter O'er er udelukket). Desuden ses, at for x = 1...100...0
med p O'er bliver perioden praecis p. Hermed er Lasses observation eftervist.

Antallet af p-cykler kan bestemmes saledes: Lad M (d) vaare maangden af bit-menstre
af laangde d, med ledende (hgjre) bit 0, og med Ad O’ er, og ikke bestaende af lutter O'er, og
lad B;.(d) veare antallet af sddanne menstre. Antallet er naturligvis kun positivt, nar Ad er
et naturligt tal strengt mindreend d; og i det tilfadde er

d—1
pr(d) = (Ad B 1)-
prim

Lad B, (d) betegne antallet af manstre i M, (d), som er primitive, dvs ikke har formen

2z...z,hvor z € M. (e) med en agte divisor ¢ | d. Deterklart, at 8. (d) = Y, B (e),
saved Mobius-inversion fas:

B =Y ule/d)i(d).

dle

Det falger af beskrivelsen ovenfor, nar 1 < x < 2™ — 1, at x har periode p under o, hvis
0g kun hvis bitmegnstret x har formen zz ... z, hvor z er et primitivt mgnster med p O’ er.
Forl < p <m+ 1erantalet af tal x med periode p altsalig med summen,

> Bl

elm+1



6

Der er kun bidrag, n&r e > p, sasummen bliver:

e/d —1
Yo n@Bprele/dy =Y M(d)<p/ i 1),

dle|(m+1) dle|(m+1)

hvor der i summen kun medtagesled, nar e > p ogd | p; specielt er e > 1. Antallet af
p-cykler fas frasummen ved at dividere med «.
Bemagk, at summen altid har et led svarendetil e = m + 1 og d = 1, nemlig fglgende:

(%)

Hvism + 1 er et primtal, er der ikke andre led. | dette tilfadde er antallet af p-cykler altsa

ligmed
10 p
p\k—-1)

10. Eksempel. n = 29 — 1 = 511 giver m + 1 = 10 med divisorer ¢ = 10, 5, 2 idet
e > 1.
p=09 (e,d) = (10,1): (5)/9=1.
p=8(e,d) = (10,1), (10,2): (()) - (3))/8 =4
p="7(e,d)=(10,2): (3)/7=12.
p =6, (e,d) = (10,1), (10,2): ((3) — (‘2‘))/6 20.
p=5,(e,d) = (10,1), (10,5): () + (3) + (}))/5=25.
p=4,(ed) =(10,1), (10,2), (5 1): ((3 — (‘1‘) +(3))/4 = 21
p=3(e,d)=(10,1), (51): (5 +(3))/3=14.
p=2(e,d)=(10,1), (10,2), 5 1: () - ) + (3)/2=6.
p=1(ed)=(10,1), 51, 2, D: ((+ )+ §)/1=3.
11. Denrigtige Josefus. Den generelle udfordring, se [GKP, s. 79-81], er falgende: til
talenel,2,..., n i ringen og skub hvert ¢’te tal ud (tilfaddet ovenfor er ¢ = 2, Josefus

oprindelige problem svarer til ¢ = 3). Lad J, = J, , veae permutationeni S,, bestemt ved
at J,(x) er ligmed det x’tetal, der skubbes ud. Findes der en formel for permutationen J,;?

Som ovenfor ses, at
Jo=123 ... 0023, 07— 1)

og heraf:
Jq_l = wcrqa)_l,

hvor
oy =040 = (12771123971 ... (123 ... n)?71t

Findes der en formel for o, som tillader at bestemme o 1?
Det er let at bestemme et rekursivt udtryk: Hold g fast, og prev med et udtryk af formen

Gq,n(x) = f(x + (q_l)n)-



Induktivt kan antages, for1 <x <n —gq, a
0q.n(x) = 0gn-1(x+g—-1) = f(x+q—1+ (g—1D)(n—1) = f(x + (g—Dn),

sa ligningen gadder, n&r bareden gadder forn — g < x <n. Forx =n—g+1er
oq.n(x) = n, sakravet her er

f(n—q+1+ (g—n) = n, dtsa f(gn —q + 1) = n.

Forn—g+1l<x<nex=n—amed0<a<gq—1o00herero,,(n—a) =
ogn-1(q—1—a)=f(g—1—a+(qg—1)(n— 1)), kravet er

f(=a+gn) = f(-a+(q—Dn),for0<a <qg—1
Erstattesn med ¢ 4+ 11 det ferste krav, ogn med ¢ i de avrige, er betingel serne:
f(gt—a)= f((qg=Dt —a)fora=0,...,q—2, f(gt+1) =t+1.
Eksempel. For g = 2fas f(2t) = f(¢), f(2t + 1) = ¢, hvoraf f(x) = [odd(x) + 1]/2.
Ogfor g = 3fés.
fG—1=f@2—-1), fG@)=f@2), fG+1=r+1

Manfar atsa £ (z) ved farst at reducere, gentagne gange, argumentet z med deto operationer
3t — 1~ 2t —10g3t+— 2¢indtil der fremkommer et tal = 1 (mod 3); denne reduktion
kunne betegnes odds(z). Med denne betegnelse er £(z) = (odds(z) + 2)/3, og altsa

oddsz(x + 2n) + 2
3 i

03(x) =

Den ovendte af reduktionen ovenfor, 2t — 3t og2r —1 +— 3t —1, kanfasved at multiplicere
med 3/2 og runde op; med en ikke-standard notation kan den betegnes [3/2]. Med denne
notation bestemmes den inverse sadan:

x =031 =13/21"By - 2) - 2n,

med v mindst muligog x > 1 (eller v starst og x < n). For den konjugerede, J3 =
waglw_l, fas:
J3(y) =3n+1-1[3/21"(3n + 1 - 3y);

specidt, Josefus-tallet er
J3s(n) =3n+1-13/21"(1).

Generaiseringentil g > 3 er umiddelbar.
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