Rasmus Ngrtoft Johansen

Julengd

Lad os fgrst bemserke at ifglge definitionen i opgaven er R? en algebraisk kurve
givet som nulpunkterne af nul-polynomiet. Hvis vi tillader denne algebraiske
kurve er alle opgaverne trivielle. Vi vaelger derfor at betragte R? som et patol-
ogisk eksempel pa en algebraisk kurve og undlader at betragte dette som en
gyldig lgsning til opgaverne.

Eksempel 1. Definer polynomierne:
)=t  alt)=t  fi(t)=E(t), o))

)
p(t) =8+t qt)=t"  fo(t) = (p2(t), g2(1))
ps(t) =t +t gs(t) =t f3(t) = (p3(t), g3(t))
Py(z,y) = 2° — ¢
Py(z,y) =a° = 3ay —y* —y
Py(z,y) =a” +y> — 2wy —y
Da har vi:
Pi(pi(t), 1 (8)) = (£)* = (£*)* = 0
Py(pa(t), qa(t)) = (2 +1)> = 3t2(t* +t) — (t*)* =3 =0
Ps(ps(t), gs(t)) = (2 +1)* + (*)? = 2( + )" =2 = 0

hvilket viser at billedet af f; er indeholdt i den algebraiske kurve bestemt af P;
forie {1,2,3}.

Graden af polynomier i flere variabler

Lad os fgrst for at kunne tale om specifikke led sige at leddet az'y’ har 2-graden
(i, 7). Dette er ikke vores foreslag til en grad-funktion, men vi vil benytte denne
terminologi i beviserne.

Lad —oo vaere et element som ikke er i Ny og definer N* = NoU{—o0}. Udvid
da addition i Ny ved at lade (—o0)+ 2z = x4+ (—00) = —oo for alle x € Ny og lad
x + y veere defineret som ssedvandelig nar x,y € Ny. 0 er et enhedselement for
denne maengde da 0+2 = 2+0 = 2 for x € N* 0og 04 (—o0) = (—00)+0 = —o0.
Yderligere ser vi at denne addition er associativ og kommutativ. Generelt har
et element ikke en invers (kun O har en invers). Vi udvider den ssdvanelige
ordning < af Ny til N* ved at lade —oo < z for alle x # —oo. Dette er stadig en
total ordning.

Néar vi teenker pa polynomierne i F[x] eller F[z,y] falder det os naturligt at
give disse meengder additiv og multiplikativ struktur. Disse strukturer opfylder
bade associativitet og har enheder. Den additive struktur er faktisk en gruppe-
struktur, men da vi ingen gruppe struktur har pa N* ser vi bort fra bevarelse af
inverser. Den additive og multiplikative struktur er forbundet af distributivitet:

p-(q+r)=pg+pr

hvor p, g, er polynomier i enten F[z] eller F[z,y]. Pa samme made ser vi at
N* kan gives algebraisk struktur. Den naturlige struktur er den additive, men
udover den ser vi at vi har en yderligere struktur givet ved at tage maksimum
af elementer. Lad os kalde denne struktur max-strukturen pa N*. Vi har:
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1. Identitet: max(x, —00) = max(—oo,z) = « for alle x € N* sa —oco er en
identitet.

2. Kommutativitet: max(x,y) = max(y, z) for alle z,y € N*.

3. Associativitet: max(z, max(y, z)) = max(z,y, z) = max(max(x,y),z) for
alle z,y,z € N*.

4. Addition er distributiv over max: x + max(y, z) = max(z + y,z + z) for
alle x,y, z € N*.

Med undtagelse af at elementer ikke generelt har inverser med hensyn til max
minder strukturen over N* meget om strukturen over F[x] eller F[x,y]. Det er
denne struktur som deg bevarer hvor den additive struktur over F[x] svarer til
max-strukturen over N*, og den multiplikative struktur over F[z] svarer til den
additive struktur over N*. deg : Flz] — N* er nemlig unikt bestemt af folgende
egenskaber:

1. Identiter bevares: deg(0) = —oo, deg(1) = 0.

2. Operationer respekteres:

deg(pq) = deg(p) + deg(q)

og hvis p og q ingen led har tilfeelles:

deg(p + q) = max(deg(p), deg(q))
for alle polynomier p og q.
3. deg(z) =1 (garanterer at deg er surjektiv).
Dette giver anledning til folgende generalisering:

Saetning 1. Lad F vere et vilkarligt legeme. Da eksisterer der en unik funktion
D : Flz,y] — N* som opfylder:

1. D(0) = —00, D(1) = 0.
2. For alle p,q € Flx,y] har vi:

D(pq) = D(p) + D(q)

og hvis p og q ingen led har tilfelles:
D(p + q) = max(D(p), D(q))

3. D(z)=D(y) =1.
Vi kalder D(p) for graden af p og betegner ofte denne verdi med deg(p).

Bevis. Vi skal her vise bade eksistens og unikhed. Lad os starte med at vise
eksistens af en sddan funktion. Lad p € F[z,y] veere et givent polynomium. p
har endelig mange led og de har alle en unik 2-grad. Lad I(p) C No? betegne den
endelige meengde af 2-grader sa (i,5) € I(p) hvis og kun hvis der eksisterer et
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led pa formen Az'y’ med A # 0 i p. For en 2-grad (i, j) lad ¢, (i, j) # 0 betegne
koefficienten for leddet i p med 2-graden (i, 7). Vi har da fglgende udtryk for p:

p= > ¢pli.j)z'y’
()El()

Definer da graden af p som:

D(p) =sup{i+j|(i,j) € I(p)}

Lad os forst bekreefte egenskab 1 og 3. Polynomiet 0 har ingen led sa D(0) =
sup((}). Da alle elementer er en gvre graense for ) og —oo er det mindste element
har vi dermed: D(0) = —oco. Polynomiet 1 har praecis ét led, nemlig leddet med
2-grad (0,0) og koefficient 1 i (0,0). Derfor har vi:

D(1) = sup({0}) = 0

Vi har nu vist at D opfylder egenskab 1. & har praecis et led; nemlig leddet med
2-grad (1,0) sa vi har D(x) = sup({1}) = 1 og pa samme made har vi D(y) = 1.
Lad os nu betragte to polynomier p, g € F[z,y| givet som for ved:

p= Y. e@Nry  q= D @iy
(i,5)€1(p) (,5)€1(q)

Vi ser dermed at

I(pq) ={(i+i',j+5)1,35) € I(p), (", 5) € I(q)}

s& hvis (4, 7) er en maksimal 2-grad i p og (7', ') er en maksimal 2-grad i ¢ har
vi:

D(pg) =i+j+1i +j = D(p)+ D(q)

Antag at (7, j) er en maksimal 2-grad i p+ ¢ og at p og ¢ ingen led har tilfaelles.
Da er p44(4,j) # 0 sa enten p eller g har ogsa et led med 2-grad (4, j) hvilket
viser at p + ¢ aldrig kan have hgjere grad end bade p og ¢ og dets hgjeste led
forekommer ogsa i enten p eller. Dermed har vi:

D(p + q) = max(D(p), D(q))

Vi har nu vist eksistensen af en funktion som egenskab 1 — 3.

Vi vil nu vise unikhed. Lad D : F[z,y] — N* veere som for og lad D’ :
Flx,y] — N* veere en vilkarlig funktion som opfylder egenskab 1 — 3. Vi vil vise
at D’ = D. For en skalar A € F — {0} har vi:

0=D'(1)=D'(\"*N\)=D'N+D'\1

D'(\) er altsa en additiv invers til D’(A~!), men da det eneste element med en
additiv invers i N* er 0 har vi D’(\) = 0. For et led A\z'y’ har vi:

D'(\a'y?) = D(A)+D(w) +++ + D) + D(y) + -+ + D(y) = i+j = D(\r'y?)

1 gange J gange

Vi ser altsa at D’ og D er ens pa enkelte led. Antag nu at der eksisterer et
polynomium hvor de er forskellige. Lad p € F[z, y] veere et sadant polynomium
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med et minimalt antal led. Vi har allerede vist tilfaeldet hvor p har et enkelt
eller 0 led sa p har flere end 1. Lad ¢, (i, j)z'y’ veere et vilkarligt led i p. Da
har p’ = p — ¢, (i,7)z'y’ et led mindre end p og dermed har vi D(p’) = D(p')
hvilket giver:

D'(p) = D'(p' + @p(i, j)z'y’) = max(D'(p'), D' (g (i, j)x"y”))
= max(D(p'), D(¢,(i,)z'y’)) = D(p)

hvilket er en modstrid da vi antog at D’ og D var forskellige pa p sa vi ma have
D = D’, men da D’ var vilkarlig er sztningen vist. O

Denne sztning gav os den gnskede definition.

Bevis af eksistens

Seetning 2. Lad p,q € F[t] vere polynomier i en variabel af grad m € Ny eller
mindre. For ethvert positive heltal k > 2m — 3 eksisterer der et polynomium
F € Flz,y] af grad mindre end eller lig k sa F(p(t),q(t)) =0 for allet € F.

Bevis. Lad k > 2m — 3 veere givet. Lad V veere vektorrummet over F bestaende
af alle polynomier i F[t] af grad mk eller mindre. 1,¢,¢2,...,¢t™* er en basis for
V sa:
dimV =mk+1
Lad
L={(i,j) € No*|i +j < k}

Da er [L| = EE2HD g1 for hvert i € {0,...,k} ma j € {0,1,...,k — i} si
vi har k — 4 + 1 valg for j (det er klart at alle valgene er gyldige). Samlet giver

det:
k k+1

=3 h—itn=Y = EEDELD

‘ 4 2
i=0 i=1
Hvis i 4+ 7 < k har vi:
deg (p'q’) = ideg(p) + j deg(q) < im + jm < km

Dermed er piq? € V hvis (i,5) € L og vi har dermed en funktion f : L — V
givet ved

fGi,5) =p'd’
Antag farst at f ikke er injektiv. Da eksisterer der to forskellige par (4, 5), (¢, j') €
L sa f(i,j) = f(¢, 7). Definer da F € Fx,y] ved:

F(z,y) =2’y —a'y’

Da har F grad deg F' = max(i + j,i' + j') < k og

’ v

F(p(t),q(t)) = p(t)'q(t) —p(t)" q(t)’ =0

hvilket viser seetningen hvis f ikke er injektiv.
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Antag nu at f er injektiv. Da har vi

Fw) = oy = EX2ELD

 k*+3k+2 - k(2m—3) +3k+2 _
o 2 2

mk + 1

Sa polynomierne i f(L) ma veere linesert atheengige. Der ma altsa eksistere
veerdier a;; € F for (4, j) € L sa:

Z aijp'qd’ =0

(¢,7)€L

og ikke alle a;; er 0. Definer da F € Fz,y] ved:

ey
g a;;x'y’

(i,7)€L

Da har alle led i F' grad mindre end k sa F' har grad mindre end k, og vi har:
Fp(t),q(t)) = Y aip(t)'q(ty =0

(i,5)€L

hvilket viser saetningen hvis f er injektiv. Saetningen er dermed vist i alle til-
feelde. O

Korollar 1. Lad p, q vere vilkarlige reelle polynomier i en variabel. Da er funk-
tionen f : R — R? defineret ved f(t) = (p(t), q(t)) indeholdt i en algebraisk kurve
forskellig fra R?.

Bevis. Tag m = max(deg(p), deg(q)) i forrige seetning. Da siger ssetningen at
der eksisterer et polynomium F € R[z,y] forskellig fra 0 hvorom det geelder
Fo f =0.Da F er forskellig fra nulpolynomiet har vi ikke F(R?) = {0} og
dermed er den algebraiske kurve bestemt ved F forskellig fra R? og billedet af
f er indeholdt i den. O

Graden af P,,;,
Lad os starte med at fastssette en nedre graense.

Seetning 3. Lad p(t), q(t) vere polynomier i F[t] med m = deg(p(t)) < n =
deg(q(t)). Lad Pin(x,y) vere et polynomium af minimal grad der definerer en
algebraisk kurve indeholdende (p(F), ¢(F)). Da har vi Ty < deg(Prin(z,y)).

Bevis. Definer d = ged(m,n) og lad m’ = m/d, n’ = n/d. Lad ax'y’ veere et led
i Pnin som maksimerer ni + mj. Hvis dette led er det eneste som maksimerer
mi+nj da har ap(t)q(t)? og Pmin(p(t), q(t)) samme koefficient for t™+"J og den
er ikke 0 hvilket er en modstrid da Pmm( (t),q(t)) = 0 per antagelse Dermed
mé der eksistere et andet led bx? yj i Ppin(x,y) s& mi+nj = mi’ + nj’. Da
har vi:
m'(i —i') =n'(j" - j)

Det giver m/|n’(j — j') og da ged(n’,m’) = 1 har vi m/|j — j'. j og j' er ikke
lig hinanden for da ville (¢,5) = (i/,j'). Antag derfor uden tab pa generalitet at
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j>j".Daj=j (modn) eksisterer der et heltal k > 0 sa j = j' + n'k hvilket
medfgrer:

j=5 +n'k>n'k>n
Dette viser at

deg(Prin(x,y)) = deg(az’y’) =i+j>j>m = m

hvilket var hvad skulle vises. O

Eksempel 2. Vi vil i dette eksempel vise at den nedre grense opnaet i setning
3 er bedst mulig hvis alt vi kender af graden af p(t) og q(t). Betragt ikke-negative
heltal m < n og definer deres storste felles divisor d = ged(m,n) og lad m’ =
m/d, n’ =n/d. Lad:

Da har vi: n
_
deg(P(z,y)) =n' = ged(m, n)

P(p(t),q(t)) = (t™)" — (™)™ = ¢m™'d _gmn'd —

sa billedet of f(t) = (p(t),q(t)) er indeholdt i den algebraiske kurve bestemt af
P, og P har minimal grad blandt sadanne polynomier ifplge saetning 3. Dette
viser at vi ikke kunne have en hgjere nedre grense for da ville dette eksempel
give en modstrid.



