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En algebraisk kurve defineres som nulpunkterne for et reelt polynomium
P : R?> - R i to variable. (Det underforstas i besvarelsen, at der ikke er
tale om nulpolynomiet) Lad p og ¢ veere reelle polynomier i én variabel.
Funktionen f : R — R? defineres ved f(t) = (p(t),q(t)). Det skal vises, at
billedet af f er indeholdt i en algebraisk kurve. For at ggre dette vises det,
at der findes et polynomium P : R? — R, sd Po f : R — R er nulfunktionen.
Definér forst V,, som maengden af reelle polynomier i én variabel af grad hgjst
n. Definér desuden W, som mengden af polynomier P : R? — R, der kan

skrives som:

P(z,y) = Z aijx'y’

i+j<n

Hvor i, 5 € Ny og a;; € R. Kald n for graden deg(P) af P.
V,, er et vektorrum over R af dimension n + 1, og W,, er et vektorrum over
R af dimension (n + 1)(n + 2). For at vise sidste pastand bemzerkes det,
at maengden af funktioner R? — R er et vektorrum. Hvis W, er spannet af
et uatheengigt seet B af funktioner, er det et underrum med B som basis,
og dimensionen er antallet af elementer i B. Lad B besta af elementerne i
meengden {f : (x,y) = 2'y’|i + 7 <nAi,j € Ng}. Sa er W, netop spannet
af B. At B er uathsengigt ses af, at et polynomium i to variable kun er
nulfunktionen, hvis alle koefficienter er nul, d.v.s. at en lineser kombination
af elementer i B kun er nulvektoren, hvis alle koefficienter er nul. B har
1(n+1)(n + 2) elementer, sa dette antal er dimensionen af WW,,.
Betragt et polynomium P € W,. Dan ud fra kurven f den sammensatte

funktion Po f: R — R. Denne funktion er udtrykt ved:

Po f(t) = P(p(t),q(t) = > ayp(t)'q(t) = D (D)

i+j<n i+j<n



Hvor 1;;(t) er leddet a;p(t)'q(t)’. Lad d, = deg(p) og d, = deg(q), og
bestem m = max(d,,d,). Et polynomium af grad n opleftet i k’te potens
er et polynomium af grad nk. p' og ¢/ er derfor polynomier af grad hhv.
dyi < mi og d,j < myj. Nar disse ganges sammen fas et polynomium af grad
dyi+d,j < mi+mj=m(i+j) < mn, da der for hvert led gaelder i +j < n.
Vi har derfor pi¢’ € V,,p, og deraf lij = aijpiqj € Vin-

Folgelig er ogsa summen ), o lij i Vi, si:

PofeV,,

Vi kan nu definere en afbildning ¢ : W,, — V,,,, ved ¢(P) = P o f. Det
viser sig, at ¢ er en linezer transformation. Den opfylder nemlig linearitets-
betingelserne:

Lad der veere givet polynomier a,b € W, og skalaren r € R. Da er:

dla+b)=(a+bof=aof+bof=dcda)+ o)
¢(ra) = (ra)o f =r(ao f) =rd(a)

Malet er at vise, at der er et polynomium P, ikke nulpolynomiet, sa P o f
er nulfunktionen Og. Det betyder, at ¢ sender P til ¢(P) = Po f = 0g. Et
sadant element findes i W,,, hvis kernen af f har dimension > 0, hvilket vi
kan sikre os, hvis f : W,, — V,,,, afbildes i et rum med mindre dimension end



domaenet. Vi skal altsa finde n € (), sa:

dim(W,,) > dim(V,,,,) (1)

) (2)
%(n+1)(n+2) > mn+1 (3)
) (4)
%(n2+3n+2)>mn+1 (5)
) (6)

n® +3n+2 > 2mn + 2 (7)

) (8)

n* +3n > 2mn 9)

) (10)

n+3>2m (11)

i) (12)

n=2m—2 (13)

Hvis vi altsa vaelger n = 2m—2, hvor m = max(d,, d,), sa geelder dim(W,,) >
dim (V). (For m = 0 kan kan vi ikke ggre dette, men sa kan vi veelge n = 1)
Da ¢ afbilder ind i V,,,, er rangen rg(f) < dim(V},,), hvilket sammen med
dimensionsszetningen (s. 109 NVP) giver:

rg(f) + dim(ker) = dim(W,,) (14)

4 (15)

dim(V,,,,) + dim(ker) > dim(W,,) (16)
Y (17)

dim(ker) > dim(W,,) — dim(V,,,) > 0 (18)

Der findes altsa et polynomium P € Wiax2m—2,1) af orden
deg(P) < max(2m — 2,1)

sa Po f er nulfunktionen. Kald den algebraiske kurve givet ved P for Kp =
P71({0}). Det skal vises, at billedet af f er indeholdt i Kp. Der geelder



folgende implikationer for et punkt x € R?:

z € f(R) (19)

4 (20)
deR:x=f(t) (21)

4 (22)
JdteR:Plx)=Pof(t)=0 (23)
I (24)

P(z) =0 (25)

4 (26)

r € Kp (27)

Dette medfgrer f(R) C Kp, sa billedet af f er indeholdt i den algebraiske
kurve. deg(P) < max(2m — 2,1) = max(2d, — 2,2d, — 2,1), sa for et
polymium P,,;, af minimal grad, der definerer et kurve indeholdende f(R)
geelder: deg(Pin) < max(2d, — 2,2d, — 2,1).

Eksempler

(1) Lad f(t) = (p(t),q(t)) = (t*,t*). Ovenstaende viser, at der findes et

polynomium P af grad deg(P) < max(2d, — 2,3d, — 2,1) = 4, sa f(R) er

indeholdt i Kp. Et eksempel pa et sadant er givet ved P(z,y) = 23 — 2.

Billedet af f ligger i Kp, da Po f(t) = P(t?,t3) = (t*)® — (t3)* = 0.

(2) Lad f(t) = (p(t),q(t)) = (#* + t,t*). Ligesom fgr skal der veere et
polynomium P af grad deg(P) < 4, sa f(R) er indeholdt i Kp. Det opfyldes
af

P(z,y) =2° —y* — 3wy —y

Det kunne fremkommet ved at betragte G(x,y) = 2. Indseet f(t) for at fa
Gt +t,t%) = (> +1)° =t° + 3t + 3" + ¢

Der konstrueres H(z,y) = y* + 3zy + v, sa

Hof(t)= HE+t,t) =t°+ 3 +1)(#*) +t> =t +3t° + 3t* + 1 = Go f (1)

DaP=G—-HharviPof=(G—H)of=Gof—-—Hof=0.

4



(3)
ft) = (t* +t,t%)

Der er polynomiumier P, sa
deg(P) < max(2d, —2,2d, —2,1) =2

P(t) = 2? + y* — y — 2xy er sadan et.



