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Session 9-10.

Program. Den sjette uge har overskrifte®ylows saetninger‘ pa basis af GRP8, men jeg
nar nok ogsa at definere, hvad en ring er. @velserne: Tirs@aépTer det GRP5: 31, 32;
GRP6: 6, 12*; GRP714; GRPS: 1.

Og fredag F29/5 er det GRPS: 2, 3,4, 5, 7, 8, 10, 12.

Bemeerk. Pensum er fastlagt (se hjemmesiden). Det afviger fra pesgiste ar ved at SYM
nu er udgaet af pensum.

Nggleord: p-gruppe, Baneformlen, Klasseformlen, konjugering, agntrcentralisator, kon-
jugerede permutationer, Burnside’s Formel, Polya’s Fdrfaevelaegning, mgnstre, Hexae-
dergruppen, Sylows-undergruppe.

Kommentar. Syllows seetninger er nogle fundamentale resultater omrgngaper i en
endelig gruppes. De anvendes bl.a. til at klassificere endelige grupper.it€b@RP8 er
kursorisk, s& ved eksamen krzaeves ikke kendskab til beigaran der kraeves kendskab til
anvendelserne).

Antag, atG har ordenn, og betragt en primoplgsning = ---p”-... En Sylowp-
undergruppe af (hvor p altsa er en primdivisori) er en undergruppe af orderi. Sylows
seetninger siger lidt lgst, at sddan nogen findes og at dergée begraensninger pa antallet
af dem.

En gruppeG # {e} ersimpe] hvis de eneste normale undergruppér ér de to trivielle.
Fx er den cykliske gruppe Laf primtalsorderp en simpel gruppe.

Lad N veere en normal undergruppé&i(herfor skrives ofteV <« G), og ladQ := G/N
veere kvotientgruppen. Gruppéhkan da opfattes sogsammenklistret‘ af gruppern€ og
Q ifelgende forstand: Elementerne Q er sideklasser moduld, sa for hverty € Q kan vi
teenke os valgt en repraesentant G. Herefter eiG den disjunkte forening af sideklasserne
sq N, og hvertelemeng € G kan altsé skrivg = s,n, med entydigt bestemige Q,n € N.
Som maengde kan vi altsa identificeté: = Q x N. Sammenklistringen bestar i hvordan
multiplikationen iG er bestemt ud fra multiplikationerN og i Q. Hvis G ikke er simpel,
har G en ikke-triviel normal undergrupp®, og G kan,nedbrydes" tilN og Q som begge
har mindre orden end@. Hvis N og/eller Q ikke er simple kan de yderligere nedbrydes. |
denne lgse forstand er de simple grupper dem, der ikke kaoryaes yderligere, og de er
byggestenene for alle grupper: en endelig grugpkan opfattes som opbygget af simple
grupper. Lidt mere preecist: Der findes,ga@ede” af normale undergrupper,

{1} = No<N1<No<---<aN, = G,

hvor de successive kvotientdk /N;_1 er simple grupper. For de symmetriske gruppgr S
forn = 2, 3, 4 far vi keederne,
I} <« S, {1} <Az S, {1} <« C <V ahAg <8y

~——— S—— S—\—— —— Sm—— S S——
Cy C3 (07} C Cz Cs C2

hvor de successive kvotienter, som antydet, er cyklisker@érer 2 og 3. Det er faktisk
eksistensen af disse keeder, hvis successive kvotienterkbske grupper, der sikrer, at
rgdderne i polynomier af grad = 2, 3, 4 kan udtrykkes ved kvadrat- og kubikrgdder af
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udtryk i polynomiets koefficienter. Det er dybtliggendedat tilsvarende resultdtkegaelder
for polynomier af graa > 5 (Abel's seetning); det bygger afgarende pa, asAer en simpel

gruppe.

Kuglerne.
e En p-gruppe dvs en gruppe hvis orden er en poteris(n > 1) af et primtalp, har ikke
trivielt centrum.

o Burnside's formel.#(banen= |X/G| = |G| Y, |X¢].

¢ Polya’s Formel. Antag, atG virker pd meengdeX (af pladse), og at der er givet en
maengdeF (af farver. Sa virkerG ogsd pd meengdef = FX af afbildningerX — F
(farvelaegninger ak), og banerne emgnstreneMaengden af mgnstre kan teelles:

1
#meanstre= |F/G| = @ Z | F|# cyKlerforp,
geG

Der er et led i summen for hvegt € G. Til virkningen afG pa X harer for hvertg € G
en permutatiom, af X, og eksponenten & | er antallet af cykler (1-cykler medregnet) for
permutationen,.

e HexaedergruppeKapitlet om symmetrier harer ikke med til pensum, men math \&kia
lidt om symmetrigruppen H for en terning (et hexader): De24drejninger i rummet, der
farer terningen over i sig selv, nemlig identiteten (1 stkijninger pa:2w/3 omkring en
hjgrneakse (8 stk), drejninger p& 2 omkring en kantakse (6 stk), drejninger pdx /4
omkring en sideakse (6 stk), og drejninger p&'2 omkring en sideakse (3 stk). Gruppen
Hx er isomorf med & enhver symmetri af terningen permuterer de 4 hjgrneakgeten
herved bestemte homomorfiH S; er en isomorfi.

e Sylowp-undergrupper af5, hvor p er et primtal, er undergrupper hvis orden er den stgrst
mulige potens ap, der gar op i ordenen af.

e Sylow’s seetningerLad Sy}, vaere maengden af Sylop~undergrupper af en given gruppe
G. Da geelder: (1) Syl, # ¢. (2) Hvis S', S € Syl,, sé findeg € G s&S’ = gSg~1. (3)
Antallet |Syl,| er= 1 (mod p) og divisor i|G|. (4) |Syl,| = 1, hvis og kun hvis en af
Sylow-p-undergrupperne er normal.

Pastand (4) er en let konsekvens af de gvrige.

Hvornar var det nu det var? Niels Henrik Abel 1802—-1829, William Baide 1852—-1927,
George Polya 1887-1985, Peter Ludwig Mejdell Sylow 1832819

Pa sigt Den syvende uge har overskriftgRing, polynomier, redder”, pa basis af RNG1 og
POL1-2. Der er kun undervisning tirsdag T2/6; gvelserneRPG 8; GRPS8: skrf6, 9, 11,
13, 15% 16; RNG1: 1, 2, 5.

Husk, at der ogsa er en ottende uge!

Anders Thorup



