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Session 12-13.

Program. Den ottende og sidste uge har overskriftenlynomier, radder”, pa basis af POL1-
3. Tirsdag T9/6 erstatte i princippet to fredage, men afb®kfter seedvanligt tirsdagsskema.
@velser: RNG14, 3, 6,12, 13, 16, 18; POL1: 1, 2, 3,

Og fredag F12/6 er det gvelserne POL1: 4, 6; POL2: 1, 3, 4,B04&;3: 2, 3,46, 11.

Kommentar. Et par steder i pensum bruges begreber, der er defineret adparfsum. Fx
omtales eminghomomorfise kuglen nedenfor. Det er en simpel sag at bruge bogerssaegi
til at finde den korrekte definition. Begreber, der ikke er mafet i pensum, forudseettes
naturligvis ikke kendt ved den skriftlige eksamen.

Nggleord: primring, nul-reglen, integritetsomrade, skaevlegemgeinee. Polynomium,
koefficient, normeret polynomium, ledende koefficient,mere et polynomium, konstant
polynomium, grad, nul-polynomium, grad af sum og produkiviglon med rest (for poly-
nomier).

Euklid's algoritme, rod i polynomium, multipel rod, enheddder, Wilson’s seetning;
er cyklisk.

Kommentar. Vi bruger saetningen om division med rest til at sige noget gaderne i et
polynomium. HvisR er et integritetsomrade, er antallet af radder hgjst lig gredien af
polynomiet. | almindelighed afhaenger resultaterne af skgger ved ringe®. ForR = C
kan Algebraens Fundamentalsaetning anvendes: Et polynmomit[X] af gradn harn
redder (talt med multiplicitet). Bemaerk i gvrigt hvordaatsésultatet i POL(3.10) tillader at
formulere Algebraens Fundamentalsaetning uden brug af leisgtal: Ethvert polynomium
f € R[X] af gradn > 1 er deleligt enten med et polynomium af form€n- a (nemlig hvis
f har en reel rod) eller med et polynomium af formetX — a)? + b.

Bemeerk ogsa hvordan resultaterne, i POL(3.13)—(3.14ydsrtil at visefor et primtal
p, atgruppenZ/ p)* af primiske restklasser modu}oer en cyklisk gruppeBeviset er ikke
konstruktivt, og det forteellékkehvordan man bestemmer etéak p saledes, at restklassen
[a] er en frembringer fofZ/ p)*.

Kuglerne.
e Jeg naevner det ligeselv om det ikke hgrer med til pensum: En afbildningR — R’
mellem ringe kaldes eninghomomorfihvisp(x + y) = ¢(x) + ¢(y), ¢(xy) = p(x)e(y),
0g¢(1r) = 1p.

Og etideali enringR er en delmeengdeC R, som indeholder 0, er stabil under addition
og stabil under multiplikation med et vilkarligt element R.

e Nul-reglengeelder, hvis der afu = O fglger, ath. = 0 elleru = 0.

o Et skaevlegemer en ring, hvori ethvert elemeht#£ 0 er invertibelt og eintegritetsomrade
er enring, hvori nul-reglen geelder; begge definitioner nexdydierligere praecision, atringen
ikke mé vaere nul-ringen.

e Der er kun énringnedp elementer (hvop er et primtal), nemli¢/ p, og den er et legeme,
betegnef,.

“llocal/notes/algl/09/sel12-13.tex  8-06-2009 12:27:17



Algl S12-13 2
8. juni 2009

e Division med rest RX]. For et givetnormeret,divisorpolynomium‘d kan hvert polyno-
mium f entydigt skrivesf = gd + r, hvor gradr) < gradd). Nar R er et legeme, geelder
konklusionen, nar blaf # 0.

e Rgdder Elementets € Rerrodif € R[X] (dvs f(a) = 0), hvis og kun hvis man kan
faktorisere.f =g - (X — a).

e Radderne Man kan faktoriseref # 0 i R[X] pa formenf =¢q - (X —a1)--- (X — a,),
hvor g € R[X] er et polynomium uden radderR. Hvis R er et integritetsomrade, er
faktoriseringen af denne form entydig, agerne er netop raddernefi.

Konsekvens (naRr er et integritetsomrade): Antal raddef j talt med multiplicitet, e,
og altsa hgjst lig med graden #f

e Anvendelse. Lad p veere et primtal. Af Fermat’s lille Seetning falger moduylp for
k=1..,p—1 atk]?~1 = [1], altsd at k] er rod i polynomietx?~! — 1 e F,[X].
Faktoriseringen ak?~! — 1 mé altsa veere fglgende:

XP~h—[1] = (X —[IDX = [2D --- (X = [p - 1D. *)
Koefficienten tilX’ er den samme pé begge sider. Specieltj for0, fasWilson’s saetning:
(p—D!'=-1 (mod p).
[Hovsa! Hvad blev der af faktorer-1)”—1, der naturligt indgér, nér faktorerne i (*) ganges

sammen?]

e Seetning.Enhver endelig undergruppe &Af, hvor L er et legeme, er cyklisk. Specielt: For
et primtal p er den multiplikative grupp€Z/ p)* = F; en cyklisk gruppe af ordep — 1.

Hvornar var det nu det var? Euklid (ca) 365-300, John Wilson, 174831 William Ro-
wan Hamilton 1805-1865, Ferdinand Georg Frobenius 184BA1®seph Henry Maclagen
Wedderburn 1882—-1948.

Pa sigt | skal laese til eksamen, og jeg skal rette besvarelser.

Anders Thorup



