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Session 11.

Program. Den syvende uge har overskriftgholynomier; rgdder, med emner fra POL1-2,
men jeg mangler ogsa de sidste emner fra RNG1. Der er kun viedig tirsdag T2/6.
@velserne er GRP®; GRP8: skrf6, 9, 11, 13, 15*, 16; RNG1: 1, 2, 5.

Husk, at der ogsa er undervisning den ottende uge.

Nggleord: Ring, distributiv lov, nul-element, modsat element, etreént, kommutativ ring,
invertibelt element (enhed), stabil delmaengde (athbg ), delring, nul-ringen, talringe,
restklasseringe, funktionsringe, matrixringe, karaktex.

Kommentar. Den,algebraiske struktur®, der behandles i resten af kursedéreeh ring. Det
er en maengd& forsynet med to kompositionesddition og multiplikation som opfylder
krav svarende til de seedvanlig regneregler. Den kommaethkiwkan undvaeres, men bortset
fra et par eksempler kigger vi kun pad kommutative ringe. Beknat vi kreever, at en ring har
etet-elementl, som er neutralt element for multiplikation. Man kan nkgwis ogsa studere
,ringe uden et-element’, og gar man det jeevnligt, er det nakmban vil kalde ringe; vores"”
ringe hedder séinge med et-element

Med hensyn til additionen er ringen en kommutativ grupfe+). Nar man taler om
invertibleelementer i en ring, er det derfor altidinvertibel med hensyn til multiplikation®.
De invertible elementer udgar en gruppe, der bete@tes

Det er vigtigt at vide, at den kommutative gruppgn af restklasser module, med den
naturlige multiplikation af restklasser, er et godt eksehpg@ en endelig ring. Den kaldes
ogsa restklasseringen modulo Gruppen af invertible elementéZ./n)* er netop gruppen
af primiske restklasser moduto

Eksempler pa ringe falder naturligt i 3 klass@alringe (og restklasseringeri/n) op-
treeder i talteorifunktionsringendgar i analyse og geometri, ogatrixringeog andre ikke-
kommutative ringe indgar i lineger algebra og repraesemstéori (herunder i den viderega-
ende gruppeteori). Som naevnt betragter vi kun kommutatrger

Nul-reglen, som hgrer til vores seedvanlige regler for negmied tal, geeldekkei almin-
delighed, fx naesten aldrig for funktionsringe: Antag, &imallet/ er en foreningsmaengde,
I =AUB. Hvis f(t) =0fort € Aogg(t) = 0fort € B, sa er produktfunktionerig lig
med nul-funktionen. Eksempler kan konstrueres @i&dfunktioner. Vedf (t) := e~ for
t >00gf(t):=0forr < 0 defineres en funtionf i C*°(R). Medg(z) := f(—t) geelder
fg=0.

De ,peeneste” ringe heddé&ggemer De naestpeeneste hedder integritetsomrader. Det er
vigtigt at vide, at for et primtap er restklasseringefy/ p etlegeme; det betegnEs. Generelt
betegneff, et legeme med elementer; sddan et endeligt legeme findes, praecig eéen
potens af et primtal.

VektorrummetR” kan organiseres med en multiplikation til et legemerfoe 1 (det er
blot R selv) og forn = 2 (det erC). Hamilton prgvede lzenge far= 3, men opdagede s3,
at det kunne ggares for = 4, hvis man droppede den kommutative lov. Det er Hamilton’s
skaevlegemél af kvaternioner. Sidst i bogen vises Frobenius’ saetnindetkunkan gares
for disse veerdier af, altsa forn = 1, 2, 4. Hvis man tillader en svaekket associativ lov,
kan det ogséa gares far= 8. Wedderburn viste, at et endeligt skeevlegeme ngdversdigvi
kommutativt.
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Sma (endelige) ringe spiller ikke nogen seerlig rolle. Heeerliste med nogle af de
mindste, af ordener =1, ..., 8:

1] 2 3 4 5 6 7 8
0| | | B3| Z/A oxIo, y,... | s | Z2/6 | 7 | Z/8,7Z/4x7Z)2, Fg, To(F2), ...

hvor T>(IF2) € Matx(IF>) betegner delringen af gvre trekantsmatricer. Det er en-ikke
kommutativ ring. Der er én til af orden 4, og mange flere af or8e

Det beskedne hovedresultat i POL1 er, at et polynomignt r1X + --- + r, X" blot
er listen(rg, r1, r2, . . . ) af sine koefficienter, og at koefficienterne kan tages fraikdnig
(kommutativ) ring. Men hvad exX? Der er to (lige rigtige) svar. EnteX’ er en,pladshol-
der, der forteeller, at det elemengi, der star foran, er deiite koefficient. Eller: X er selv
et polynomium, nemlig det specielle polynomium med koedfiter(0, 1,0, 0, .. .).

Seetningen om division med rest for polynomier er i princtggandt fra gymnasiet. For
polynomier med koefficienter i en vilkarlig rin§ antages, atdivisorpolynomietd er nor-
meret,d = X" + ---. For polynomier med koefficienter) eller R (som i gymnasiet) eller
mere generelt, med koefficienter i et legemean man blot antage, dtikke er nulpolyno-
miet. Det induktive bevis for saetningen er blot en nedslnigraf hvad man faktisk gar, nar
man dividerer et polynomium op i et andet.

Polynomiumsringef[ X] med koefficienter i et legemk har en reekke egenskaber feelles
med ringerZ af hele tal. Det bygger pa, at man i begge ringe har en seemomedivision
med rest. Fx kan man i begge ringe udfgre Euklid’s algoritbgenan kan bruge algoritmen
til at bestemme den starste feelles divigdor to elementerf, f1. | polynomiumsringen skal
,Starste” tages i betydningepenhver anden feelles divisor er divisaf“i

Kuglerne.
e Gruppen er produkteaf sine Sylowundergruppes = S1 x --- x S,, hvis der for hver
primdivsorp; i G’s orden kun findes én Sylow:-undergruppe; .

e Smagrupper.Sylow’s saetninger er vigtige redskaber i klassifikatiorfeenaelige grupper.
Du kan fx udvide din helt egen liste over smagrupper ved ajdfalgendeg ogq er primtal):
(1) Hvis |G| = gp medq < pogp # 1 (modgq), sd erG = Cgp,.
(2) Hvis |G| = 2p, sd er entel = Cy,, ellerG = D,,.
(3) Hvis |G| = p?, sd erenteis = C,2 ellerG = C,, x C,.
(Det sidste har naturligvis intet med Sylow’s seetningenatd)

¢ En lille morsom ringbestar alene af nulelementet. Ringen har altsa kun det eneeat
0, og kompositionerne er$ 0 = 0 og 0- 0 = 0. Den kaldeswul-ringen og det eneste
interessante ved den er, at vi ma medregne den til ringene.

e Invertible elementefogsa kaldet enheder) er deringen A, for hvilke der findes et € A
medipu = ui = 1. n

o Karakteristikken er positivhvis der for et passende> 0 geelder,al + 1+ ---+1=0.
Det ser jo aldeles usaedvanligt ud, og 0 og 1 i udtrykket da ogls@&g et-element i en abstrakt
ring. ,Seedvanlige” ringe har karakteristik O (men restklasseri#y n har karkateristik:.
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