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Facitliste til nyere eksamensopgaver

Listen indeholder facit (eller vink) til eksamensopgawef(n Mat2AL, Alg2 og Algl) fra
sommeren 2003 og fremefter. Bemeerk, at de facitter, dempstdisten, neestealdrig er
tilstreekkeligt svar pa opgaven.

Sommer 2003

1. 30.

2.0 =(01)(23456(789), type= 213!5!, orden= 30 og fortegn= —1.

3. 15.

4. Cykeltyperne: 121, 1222 og 2. Antallet= 15+ 45+ 15+ 1 = 76.

5. Ja,0c = (12349 eller(14(23);ja,oc = (13 eller(24); og nej.

6. CgXCzXC5ogC4XC4XC5.

7. Fx fire af fglgende: @x Cis (1), D4 x C15 (5), Ag x Cyg eller D3 x Cpo (7), $ x Cs

(9), Ds x C12(11), D12 x Cs5(13), Ds x C10(15), D2 x C3(21), D1g x Ce eller A4 x Ds
(23), $(25), A5 x CrellerDys x C4(31),D5 x Ds = D1g x D3(47), Dso(61), D3g x Co
(63),...

8. En Sylow-7-undergruppe er normal; ikke tilsvarende foro8iL9-undergrupperne.
9. Homomorfien kan angives som— z3, idet elementerne i § og Cio er komplekse
tal; eller som;{5 > ;‘126 (kan alternativt angives additivi: (mod 15 — 2i (mod 10);
eller som(x, y) — (x, 1) under identifikationen ¢ = Cs x C3 0g Cg = Cs5 x Cp);
eller som G5 — Ci15/C3 = C5 — Cjyo under de naturlige inklusioné&rs c Cis 0g
Cs C Cho.
10. 2p) Y27 + (p — 1)-2+ p - 20FTD/2),
11. 2002= —i(1+i)%-7-11- (3 + 2i)(3 — 2i) og 2003 er et primelement. Antallene er
192 (eller 48 bortset fra associering) og 8 (eller 2 bortseasociering).
12. 2i R, 2002 iC, 2002 ilFxg0309 14 ilFxg.
13. f erreducibel R[X].
14. f erirreducibel Q[ X].
15. f = (X2 — 44)(X? + 44) er reducibel Foppd X].
Vinter 2003/04
1. 55.
2. 12.
3. (0)(1248(36129(510) (71413 1). Type 12143, Orden 4. Fortegn 1.
4. 216, 2136, 2231, 2232, 243t
5. Benyt, aty ogy ~1 er konjugerede, fordi de har samme cykeltype,.
6. C2><C3><C27og G x Cg x Co.
7. Fx fire af: As, Ag x Cs, D3g = D15 x Co, D1g x C3, Dg x C5 = D3 x C10, D3 x Ds.
8. Benyt Sylow’s seetninger, . .
9. 24.
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10. Ordenen af billedet er 2. Med sign3S> Cy er §; — Cy — Cj et eksempel.
11. (2% + 6.2+ 2.2 +9.25)/18 = 46.
12. 5= (2+4i)(2—1i),5+i = (1+i)(3—2i),5+2i =primelement, 53i = (1+i)(4—1i).
13. f erreducibel R[X].
14. f erirreducibel iQ[X].
15. f = X%+ 1iF3[X], og f er reducibel, idet fx 2 er rod.
Sommer 2004
1. 166.
2. (03896102(14)(57); 2°7*; orden 14, sign= 1.

3.

4,
5.
6. ¢(16) = 8, sd|(Z/16)*| = 8, svarende til restklasserne af3l5, 7, 9, 11, 13, 15. Kva-

10.
11.

12.

13.
14.
15.

(14253,(14325, (14H(25@3), (1512243, (153(24), (1524(3). De farste tre
er de lige af dem.

Der er 6 abelske grupper af orden 72, — med 56, 24, 14, 8, 6, taj&ater af orden 6.

draterne er 19,9,1,1,9,9, 1, specielt 3 elementer af orden 2. Det udelukkegrog
Cs x Co x Cy, tilbage bliver mulighedeZ/16)* = C4 x Co.

. S x S5 C S5, bestdende af de permutationer, der stabilisgre?} og {3, 4, 5}; den har

orden 12. Banen bestar af alle 2-element-delmaengdeéi.

. #Sylk = 1,dall, 13 og 113 erudelukket. Tilsvarende: #3yl= 1,#Syh3 = 1. Derfor

er G produktet af sine Sylow-undergrupper, og derniee- C7 x C11 x C13 = C1001.
SeetH := {oi1/}. Brugot = to: Farst, dait/okt! = oitkeitl er H stabil. Videre
ere=0%%e H. Ogforh =cit/ierht=o"t77 € H.

Tilsvarende udggr produkter af potenser af 3 disjunkteBecyen undergruppe af
orden 5 = 125, isomorf med €x Cs x Cs. Tallet 5 forekommer 3 gange i primop-
lasningen af 15!, sa undergruppen er en Sylow-5-undergra@bis. Da Sylow-5-
undergrupperne parvis er konjugerede, er de specieltsalirarfe med den fundne.
|G| = 22.3-5 giver mulighederne, ¥, 10; derer 1i Go, 0g 4 i G x A4, 0g 10 As.
§(38+2.324+1.3"+ 235+ 235 =954,

(53— 12/11)/(3 —2/11) = 3— 211, 09(3 — 2V/11) /(4 — V/11) = —2 — /11, s&
(53— 12J/11) = (4 — V11)%(—2 — V/11)? [ogsd= (7 + 2v/11)%(13 - 4/11)?]

Nej.

Ja, anvend Eisenstein g&X + 1) = X% + 4X3 + 18X2 + 28X + 22 medp = 2.
(X—a)(X+a)(X—3/a)(X+3/a) = (X?—a®)(X°—9/a?) = X*—(a®+9/a®)X?°+9,
og altsé= f(X) netop n&u? + 9/a® = —12, dvs netop néy (a) = 0.

Vinter 2004-05

1
2
3
4

. 1600; 400.
. (13)(24568(79); 2251; 10; 1; (286 54.
. 176.

1241 2141,
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16.
C125 x Cz1, Co5 x Cg x Cz1, C5 x C5 x Cg x Cay.

16722,

. f erreducibel R[ X].

. f erirreducibel Q[ X].
. #rgdder= 10.

. 700.

. 430.

. 4% = 4096.

Juni 2005

1

2.

™~

9.
10.
11.
12.

13.
14.
15.

oA w

4.232=928. Stgrste orden 232.

15.6 = 90. C(o) bestar af de 8 permutationét 2)/(3456/ fori = 0,109 =
0,1,2 3.

For S er ordenerne: 2= 16, ¥ =9 0g 5; for s erde: 2 =8, =90g5.

Fx fordi Sylow-401-undergruppen er normal [Kraever begerisel.

Der er fem, nemlig: €x Cy x Cy x Cqg, Co x Cy x Cpg, C4 x Co0, C2 x Cgo, Cgo. Al-
ternativ, som produkt af cykliske grupper af primtalsorgenC x Co x Co x Co x Cs,
C2XC2XC4XC5, C4XC4XC5,C2XC8XC5, C16XC5. —_—

(3% + 6.3 +2.33 4+ 9.3%)/18.

. Restklasserne modulo 12 af 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10. Fx fordi kie ildgar en undergruppe,

da antallet af nuldelere, 8, ikke er divisori 12 [Eller: da3 = 5 ikke er en nuldeler.]
Restklasserne modulo 9 af 0, 3 0g 6. —
f erreducibel.
f erirreducibel (Eisenstein mgd= 5).
g=X+DX°-—X+D(X?*+X+1)og
g=X+DX -3 -5VAX -3+ 5VX + 3 - 5VX + 5 + 53
g=X-[2DX - BDX —[4)(X — [BDH(X — [6]).
{£1).
Fx27= 14+ +/-13(1 - +/-13).

Juni 2006

1.
2.

16-58 =928. 464.
Normale: (D) og undergrupper heri er normale (sammen @4, S) og (D2, DS) er
det faktisk samtlige segte normale). Unormal: (5X.

3. 120. C(o) = (o).
4,
5.

1 kommutativ. Ikke-kommutative: Fx{3o3 C17 x Dsg, Cs9 x D17.
524,
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N

12.
13.
14.
15.

OO NOe

14.12 = 168.
8.

d=124. (Z/16)* ~ Cy4 x Cy. Ja.

X (N0 + 5N + 6N® + AN? + 4N) (= 78 for N = 2).

. Restklasserne = [0], [6], [12] og [18].
. N2+ +/5) = —1, enhed; N1 + 2v/5) = —19, irreducibel; N9 — 44/5) = 1, enhed:;

N(+/5) = —5, irreducibel.

2006= (—i)- (L+i)%- (4+i)(4—i) - 59.
Reducibel.

Irreducibel.

1.

Juni 2007

Cg x Cp23 = Cp0070g C3 x C3 x Cp23. 209 8.
[(Z/385* = (Z/5)* x (Z)T)* x (Z/11)* = C4 x Cg x C10 =] C2 x Co x Cq x C3 x Cs.

(£id} = {id, D3}.
o (12345 (12345 (12345 (1234
P& tabelform:(53552, (52342 (53412 (Ga123-

27 33,5,

(312 43104+ 3%+ 38).
. a =[£1].

| Bl |

. 3. Fx0,4,s8.

. [0], [1], [3], [6].

. Reducibelt (har en rod).

. Irreducibelt (ingen rgdder og grad 2).
. Reducibelt (da [5] er rod).

Juni 2008

1.

ONoOR~WN

lo| = 60. Fora2008 type= 14325t (eller blot 35'), orden 15.

/12345
6. FXo = (456237

—; Med Dy € S409 Gs1 € Sps1er Dy x Cos1 € Spss.

[ Fordi 6(x 4+ y) = 6x + 6y ]; kernen= {[0O], [10]}.

Cg x Co51, Co x C4 x Co51, Co x Co x Co x Cos9; hhv 1, 3 0og 7 elementer af orden 2.
(Z/2008* = (Z/8)* x (Z/251)* = Co x Cy x Cogg= Cy x Co x Cy x Cq25.
Henholdsvis Gsg [orden= p], Cze1 0g Cig x C1g [orden= p?], Cz62 = C» x C1g1 09
D1g1 [orden= 2p], og Cze5 = C5 x C73[orden= 5p, hvorp # 1 (mod 5].

25110,
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10. 48 [antallet af Sylow-7-undergrupper ma vaere 8].

11. (25 + 22"+ 213,

12.[f(B) =0 = fr=a = pr =0} = prat =1 (BaHF =1].
13. 2008 rgdder [de er forskellige ifalge spm 12]. Der er 2 redldder [iflg spm 12].
14. [ Med a := [2] er (ifelge Fermat)a?°98 = (4?18 = 48 = [28] = [256] = [5]. ]
15. 2 redder [iflg spm 12, spm 14, og vinket].

Juni 2009
1. 0o = (124851097 3§11).

) 02 =(14593(281076(11)
2. FEJL | OPGAVEN. Korrigeret opgave: Typeé3?, _ (15349(210687(10)

w kan aflaeses; pa cykelform fxe = (1)(2)(11)(45 § 9(67810.

. #10-cyklerer 11 9!, s|C(op)| = 11!/(11- 9!") = 10.

. Hvis n er ordenen a#, sa erg” = 1, hvorafp(g)" = 1, hvorafk | n.

5. Ordenener 6, da®3= 2= 109 ¥ = -1 £ 1. [(Z/49*| = ¢p(49 = 6-7 = 42.
Ordenen af 3 modulo 49 er divisor i B, og ifalge foregaende opgave et multiplum af 6.
Den er ikke 6, idet8=81.3%2 = (—17) - 3-3= —6 % 1. Altsd er den 42.

6. (Z/2009* = (Z/49)* x (Z/41)*. Orden: (2009 = ¢(49) - p(41) = 42-40 = 1.680.

(Z)49)* er cyklisk af orden 42 (forrige opgave) @d./41)* er cyklisk af orden 40

(ifelge ...), s maksimale elementorden er mindste feelleligtum af 42 og 40, dvs

23.3.5.7 = 840.

Modulo 41 er 3 = 81 = —1, s& 3 har orden 8. Modulo 49 har 3 orden 42. Modulo

2009 er ordenen af 3 det mindste faelles multiplum af 8 og 48=d23 - 3. 7 = 168.

. Antallet er 2, nemlig Gg x C41 09 C; x C7 x Cy1.

8. (Z/49)* og(Z/41)* er cykliske (tidligere opgave), &,/2009* = (Z/49)* x (Z/41)*
= Cy2 x Cy0. Videre (Kinesisk ...) er g = C, x C3 x C7 0g C49 = Cg x Cs. Derfor
er fremstillingen G x Cg x C3 x Cs x Cy.

9. Isotropigruppen bestar at permutationer, der permuteizog 3 4, 5. Antal= 2! 3! =
12. Leengden af baner: 5!/12 = 10 lig med antal 5-saet med 2 kootdl og 3 koord.
=0.

10. Polya: (1-2%0+1.254+4.2%2 4+ 4.21)/10 = 108.

11. 120.

12. Hvis |G| = 2009, er der én Sylow-7-undergrupge(af orden 49 og én Sylow-41-
undergruppd (aforden 41). Derforer >~ Sx T. Grupper af orden 41 er kommutatitive
(nemlig cykliske), og grupper af orden 49 72 er kommutative ifglge .... Derfor &
kommutativ.

13. Restklasset modulo 2009 svarer til par af restklasser, a2) modulo henholdsvis 49 og
41. Der er to involutoriske muligheder fag (da(Z/49* er cyklisk) og to muligheder
for a, (da(Z/41)* er cyklisk). Altsa 2- 2 = 4 involutoriske muligheder fas.

14. 4 rgdder iC. Ingen rgdder R. Reducibelt, da graden er 2 (side ...).

15. Polynomiet har en rod, fx fordi 8 er divisod¥y;| eller fordi 3 er rod. Der er derfor 4
rgdder, fordi der er 4 rgdderdi* — 1. Reducibelt, da der er en rod.
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