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27. januar 2005, 9-12

Saettet stilles til lgsning over 3 timer med alle seedvanlige hjeelpemidler, bortset fra at man
i de forste 90 minutter ikke ma benytte elektroniske hjeelpemidler som lommeregnere eller
computere. I de sidste 90 minutter ma sadanne hjzlpemidler gerne benyttes, men det er
ikke tilladt at argumentere ud fra dem i besvarelsen.

Man ma gerne argumentere ud fra den vedlagte udskrift af en Maple-session.

De i alt otte underspgrgsmal vaegtes lige ved bedgmmelsen. Opgaver med to underspgrgsmal
veegtes saledes dobbelt sa hgjt som opgaver med ét underspgrgsmal.

Besvarelsen kan indskrives med blyant.

Ved den samlede bedgmmelse indregnes, med veegt 30%, et pointtal som blev givet med
udgangspunkt i vurderinger af skriftlige opgavebesvarelser i kursets forlgb.

En vejledende besvarelse er indfgrt i lilla tekst.
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Opgave 1

(a) Udfer reekkeoperationer pa
00 -1100
22 0 010
21 0 001

der fgrer matricen pa reduceret trappematrixform. De udfgrte raekkeoperationer gnskes
dokumenteret i besvarelsen.

Vi udfgrer:

21 0 0 0 1
Bz 22 0 010
00 -1 1 0 0
21 0 00 1
So1(~1) : 01 0 01 -1
00 -1 1 0 0
20 0 0 —1 2
Spa(~1) : 01 0 0 1 -1
00 -1 1 0 0
100 0 —-1/2 1
Mi(1/2), Ms(—1) : 010 0 1 -1
0 01 -1 0 0
(b) Redeggr for at matricen
00 —1
A=|22 o0
21 0

er invertibel, og bestem é_l.

Vi har set i (a) at (AE) overfores med rackkeoperationer til en matrix pa formen (EB). Specielt
har A fuld rang og er dermed invertibel.

Den inverse matrix kan endda aflaeses:
0 -1/2 1
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Opgave 2
Man kan med fordel argumentere ud fra maplearket side 5
Bestem samtlige lgsninger til differentialligningen

u(t) — 4u'(t) + 4u(t) = 4e*.

Det karakteristiske polynomium for differentialligningen er
22—zt 4= (z—2)>2
Der er altsa to ens rgdder. Samtlige lgsninger til den homogene ligning er
Cre* + Cote* 01,0y € C.

For at finde samtlige lgsniger til den inhomogene ligning mangler vi blot at finde en enkelt 1gsning.
En sadan kan aflaeses fra maplearket. Samtlige lgsninger er derfor

64t + C] €2t + 02t62t7

hvor C'1 og C5 gennemlgber alle komplekse tal.

Opgave 3
Man kan med fordel argumentere ud fra maplearket side 5

Betragt den linezere afbildning f : C* — C? givet ved forskriften

f ? =| (1+i)z +2y +31 23 +224
3
24 iz +220 +(—24210)23 +(—141)z

(a) Bestem rangen rg(f) og dimensionen af kernen dim(ker f).

Af maplearket fremgar trappeformen af matricen, og det ses at denne har to trin. Derfor
har matricen, og dermed f, rang 2. Dimensionen af kernen fas let ved dimensionssatningen:

dim(ker f) = dim(C*) —rg(f) =4 -2 =2.

(b) Bestem en basis for billedet f(C*) af f og en basis for kernen kerf for f.

En basis for billedet findes ved at udveelge de sgjler af matricen hvori de to trin falder, altsa

(1,1414,4),(2—14,1,2).
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Vi saetter matricen pa reduceret trappematrixform for at bestemme en basis for kernen, og
til det formal skal vi bruge at
1 2—1 2—1

2 1
Tari o @e+ae—9 5 5°7%

saledes at _ ‘ . ‘
2+ 20 (24 2i)(2 —1) 442421 6 2.
e — e — = —— — —

2+ 5 5 5 5
Dermed fas med udgangspunkt i matricen fra maplearket:

1 4 2% —-3-3i
Sia(—1) : 0 —2—i 1 242
0o 0 0 0
1 4 2i —3-3i
Ma(~1/(2 +1)) : 0 1 —1/(2+14) —(242i)/(2+1)
0 0 0 0
14 2 —3-3i
= |01 -2+Li -5-2
0 0 0 0
10 2i+8—3%i —3-3i+2+38
Sia(—4) : 0 1 —%—}—%z —g—%z
0 0 0 0
10 %4—%@' %—%z
= 01 —2+4i -2-%
0 0 0 0

Vi aflaeser derfor at det homogene ligningssystem der bestemmer kernen har lgsningen

r = - §+§z 5 — g—zz t
Lo 575 5 5
9

og derfor kan basen valges som

8§ 6.2 1 9 7.6 2
8 6.2 1. 9,76 2
( 5 5°5 57 ’0>’< 555 50 >
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Opgave 4

Redeggr for at begge matricerne

10 11 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 26 27

1 2 3 28 29 30 31 32 33 34 35 36
4 5 6 37 38 39 40 41 42 43 44 45
78 9 46 47 48 49 50 51 52 53 M4

55 56 57 58 59 60 61 62 63
64 65 66 67 68 69 70 T1 T2
73 74 75 76 77T 78 79 80 81

har determinant nul.

To raekkeoperationer So1(—1) og S31(—1) forer 3 x 3-matricen pa formen

o W =
S W N
D W W

og ved en operation Sza(—2) far vi
1 2 3

3 3 3
0 0 0
Man ser nemt, fx ved udvikling efter tredje raekke, at den sidste matrix har determinant 0, og da

operationer af type S ikke forandrer determinanten, har vi vist det gnskede.

Argumentet for 9 x 9-matricen kan fores tilsvarende. Efter operationer Sia2(—1) og Si3(—1) er
reekke 2 og 3 konstante med veerdierne henholdsvis 9 og 18 pa hver plads. Efter endnu en operation
Sa3(—2) er tredje rackke konstant nul, og determinanten er derfor ligeledes nul.
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Opgave 5
Man kan med fordel argumentere ud fra maplearket side 5

Betragt matricen

2 25 =3
-1 5 5 -3
A=
- -1 2 8 -3
-1 2 5 0

(a) Bestem for hver egenveerdi for A en basis for det tilhgrende egenrum.

Ifglge maplearket er egenveerdierne for 4 x 4 matricen A lig med 3 og 6. Egenveerdien
3 har rodmultiplicitet 3 og egenveerdien 6 har rodmultiplicitet 1. Vi finder de tilhgrende
egenvektorer.

For egenveerdien 3 finder vi

-1 2 5 -3
-1 2 5 -3

A-3E =

- -1 2 5 -3
-1 2 5 -3

som efter Gauss-elimination ses at have trappematrixform

-1 2 5 -3
0 00 O
0 00 O
0 00 O

De frie variable er x9, x3, z4. Kernen for denne matrix er egenrummet hgrende til egenveer-
dien 3. Vi bestemmer en basis ved at satte ©1 = r, 19 = s, x3 = t og lgse for x1. Alle
vektorer i egenrummet kan derfor udtrykkes ved

T 2r +5s — 3t 2 5 -3
v " e e T
x3 | s - 0 1 0
T4 t 0 0 1
En basis for egenrummet er givet ved

2 5 -3

1 0 0

o1’ 1|’ 0

0 0 1
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Side 7 af 7

For egenveerdien 6 finder vi

-4 2
-1 -1
A—-G6E =
- -1 2
-1 2
-1 2 5 —6
0 -3 0 3
— —

0 -6 —-15 21

5 =3
5 —3
2 -3
5 —6
-1 2
0 -3
0 0
0 O

—15

15

ot N Ot Ot

—6
-3
-3
-3
-1 2 5 -6
o -3 0 3
o 0 -3 3
0o 0 0 O

(de udfgrte rackkeoperationer er Bia, Sa21(—1),S31(—1).541(—4), Si2(—2), S43(—5)). Her er
x4 en fri variabel vi seetter lig ¢. Vi finder sa, at x5 = t,x90 = t,21 = 2t + 5t — 6t = t. Alle
vektorer i egenrummet er altsa givet ved

~
—_ = =

En basis for egenrummet er givet ved vektoren

—_ = =

(b) Vis at der findes en reguleer 4 x 4 matrix S og en 4 x 4 diagonalmatrix D sa S og D

opfylder

SAS~t = D.

Angiv é_l og D. (Det er ikke ngdvendigt at bestemme S).

Da vi i (a) fandt 4 linesert uatheengige egenvektorer for A har vi en basis af egenvektorer
og A er diagonaliserbar med f.eks.

o O O O

0
3
0
0

0
0
3
0

w o o O

—_ = =

—_

S = O Ot

-3
0
0
1

2
1
0
0

(de sidste tre sgjler i éfl kan skrives i vilkarlig reekkefglge uden at D aendres.).



