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Vejledning

Seettet stilles til lgsning over 3 timer med alle seedvanlige hjelpemidler, bortset fra at man
i de fgrste 90 minutter ikke ma benytte elektroniske hjselpemidler som lommeregnere eller
computere. I de sidste 90 minutter ma sadanne hjselpemidler gerne benyttes, men det er
ikke tilladt at argumentere ud fra dem i besvarelsen.

Man ma gerne argumentere ud fra den vedlagte udskrift af en Maple-session.

De i alt ni underspgrgsmal veaegtes lige ved bedgmmelsen. Opgaver med to underspgrgsmal
veegtes saledes dobbelt sa hgjt som opgaver med ét underspgrgsmal.

Besvarelsen kan indskrives med blyant.

Ved den samlede bedgmmelse indregnes, med veegt 30%, et pointtal som blev givet med
udgangspunkt i vurderinger af skriftlige opgavebesvarelser i kursets forlgb.

En vejledende besvarelse er indfgrt i lilla tekst.
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Opgave 1

Ved lgsning af denne opgave kan man med fordel argumentere ud fra resultaterne i det
vedlagte Maple-arbejdsark.

Betragt 4 x 4 matricen

1 -2 -1 -1

1 2 1 2
A=

2 1 -3 0

1 3 -2 1

(a) Find samtlige lgsninger til det linesere ligningssystem

1
1
A -
XT3 2
Ty 1
Vi benytter resultatet fra maplearket og indsaetter a = 1, b = 1, ¢ = 2, d = 1. Vi finder,

at den udvidede koefficientmatrix til det linezere ligningssystem efter Gausselimination giver
“row echelon” (i maple notation uden ledende ettaller) formen

1 -2 -1 -1 |1
0 4 2 3 |o
0 0 -—7/2 —7/4|0
0 0 0 0 |o

Ved to rackkeoperationer af type Il overferes denne matrix i

1 -2 -1 -1]1
0 1 1/2 3/4|0
0 0 1 1/2/0
00 0 00

og med endnu tre raekkeoperationer af type III ender vi pa

100 1/2]1
010 1/2|0
00 1 1/2|0
000 010

Vi ser nu direkte at ligningssystemet er konsistent, at x4 er en fri variabel, og at vi ved at
seette x4 = « finder samtlige lgsninger:

4=, w3=-—-af2, To=-0/2, 11=1—0/2
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(b) Bestem en basis for reekkerummet for A og en basis for sgjlerummet for A.
En basis for reekkerummet er givet ved de resekker i raekkeechelonformen der ikke er nul-
reekker. Altsa
[1 -2 -1 —1], [0 4 2 3], [0 0 —7/2 =7/4]

Hvis man gnsker vektorer med heltallige koefficienter, kan den sidste vektor erstattes af den
parallelle vektor [0021]. Man kan ogsa benytte rackker i matrcien pa reduceret rackkeechelon-
form.

En basis for sgjlerummet findes ved at veelge sgjlerne i den oprindelige matrix svarende til
de ledende variable x1, x2, r3. Altsa

1 -2 -1
1 2 1
2 |’ 1 ’ -3
1 3 -2
Opgave 2
Vi betragter, for hvert ¢ € R, matricen
t 0 t 0
21 0 -1
At —
0t -2 0
0 ¢t 1 1
(a) Bestem et udtryk for det(A;).
En raekkeoperation af type III fgrer A; over i
[t 0 t 0]
2 1+t 1 0
0 ¥ -20
0t 1 1|
sa ved at udvikle after sidste sgjle ser vi at
t 0 t

det(A;) =det | 2 1+¢ 1
0 t* =2
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En sgjleoperation af type III fgrer den sidstnaevnte matrix over i

t 0 0
2 1+t —1
0 2 =2

sa ved at udvikle efter fgrste reekke ender vi pa

t 0 0
det(Ay) = det| 2 1+t —1
0 2 -2
_gqer | THE 1
)
= t(t? -2t —2)

(b) For hvilke t € R er A; invertibel?

Ay er preecis invertibel nar det(A;) # 0, sa vi skal bare lgse ligningen
t(t? — 2t —2) = 0.

Da andengradspolynomiet har rgdder 1 & v/3 ser vi at A; er invertibel for alle t panzer 0,

1—+vV3o0g1+V3.
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Opgave 3
Det oplyses at de tre matricer
-1 3 -3 -4 0 0 —6 0 1
A=1] 3 -1 -3 B=| 0 5 0 C=1| 8 5 14
-3 -3 -1 0 0 —4 -4 0 -2

har samme karakteristiske polynomium.

(a) Argumenter for at to af disse matricer er diagonaliserbare og at den tilbageveerende

ikke er det.

Matricerne A og B er symmetriske og derfor automatisk diagonaliserbare. B er endda diago-
nal lige fra starten, sa vi ser direkte at dens egenvaerdier er: —4, med algebraisk multiplicitet
to, og b med algebraisk multiplicitet et.

For at bevise at C' ikke er diagonaliserbar skal vi etablere at den geometriske multiplicitet
af en af egenvnaerdierne er skarpt mindre end den algebraiske. Dette kan kun forekomme for
—4, sa vi ser pa

-2 0 1
N({C+4I)=N(| 8 9 14 |)
-4 0 2
Ved to rackkeoperationer af type III far vi omformet matricen til
-2 0 1
0 9 18
0 0 0

som gjensynligt har rang 2, hvilket viser at egenrummet N (C +417) har dimension 1. Dermed
er den geometriske multiplicitet 1, og saledes mindre end den algebraiske multiplicitet 2, som
gnsket.

Opgave 4

Ved lpsning af denne opgave kan man med fordel argumentere ud fra resultaterne i det

vedlagte Maple-arbejdsark.

Vi betragter matricen

-3 -5 -3 3
3 -3 -5 -3
| -3 3 -3 -5




LinAlg 2007 Rettevejledende besvarelse Side 7 af 10

(a) Bestem en ortonormal basis for nulrummet til matricen B + 81.

En basis for nulrummet aflaeses 1 Maple-arket til
-1

X1 = X9 = X3 =

O O ==

1
0
0
1

S = O

For at ggre basen ortonormal ma vi benytte Gram-Schmidt som giver

fl/\@
0
u; = 1/\/5
0
1/2
Pt = (x2-w)u = _%2
0
1/2 1//6
1 210 0
u = |x2—pif (x2—p1) = 3 1/2 - 1/\/(;
1 2//6
1/2 1/6 2/3
0 0 0
P2 = (x3-uw)up+ (x3-u2)ug = 1/2 + 1/6 - —-1/3
0 2/6 1/3
1/3 1/2v/3
u; = \|X3—P2’1(X3—P2):\/i 1}3 = 1\//25\//%
~1/3 —-1/2V/3

(b) Bestem en ortogonal matrix U og en diagonal matrix D saledes at

D=U"BU

U opnas ved at sgjlevis samle vektorerne i en ortonormalbasis bestaende af egenvektorer
for B. Vi har fra (a) en ortonormalsystem uy, ug, us bestaende af 3 sadanne egenvektorer.
Da B er symmetrisk er den egenvektor til egenveerdien 4 som vi kan aflaese i Maple-arket
automatisk ortogonal pa alle vektorerne i dette system. Derfor kan vi blot normere

~1/2
1/2

~1/2
1/2

uy =
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sa bliver [uj, ug, us, uy] en ortonormal basis og

—1/vV2 1/V/6 1/2/3 —1/2
0 0 V3/2  1/2
1/vV2 1/V6 1/2/3 —1/2
0 2/V/6 —1/2v/3 1/2

vil opfylde kravene. Den tilhgrende diagonalmatrix er

U:

-8 0 0 0

0 -8 0 0

D= 0 0 -8 0

0 0O 0 4
Opgave 5

Vi betragter den linesere afbildning L : P3 — Pj givet ved

L(p)(z) = p(z — 1) + p(0)x

(det er ikke ngdvendigt at eftervise, at denne afbildning er lineser). Der erindres om at
P3 er vektorrummet bestaende af reelle polynomier p af grad mindre end 3, dvs. p(x) =
ax® + bx + ¢, hvor a,b,c € R.

(a) Bestem L(z?), L(x) og L(1). Opskriv den matrix der repraesenterer L mht. basen
(22, 2,1] for Ps.

Vi udregner
L(z?) = (x—1)240-2=2>-2x+1, L@)=2z-140-2=2-1, LA)=1+1-z=x+1.
Koordinaterne for disse vektorer (polynomier) i basen [22,x,1] er

1 0 0

[L(:L'Z)][ch,m,l} =| -2, [L(l)][a’Q,a’l] = 1 ’ [L(l)][rz,r,l} =11
1 —1 1

Matricen der repraesenterer L har disse vektorer som sgjler. Det er matricen
1 0
-2 1

0
1
1 -1 1

For at finde matricen kan man alternativt udregne

Llaz? + bz +c)=a(zx —1)2 +b(x — 1) +c+cx=az’+ (—2a+b+c)x+ (a —b+c).
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Man ser, at

a 1 0 0 a
[L(az* + bx + Ng2zg = | “2a+b+c | =] -2 1 1 b
a—b+c 1 -1 1

(b) Bestem dimensionen af billedrummet for L.

Dimensionen for billedrummet for L er rangen af den matrix der repraesenterer L (dimensio-

nen af sgjlerummet). Ved Gausselimination finder vi
10 0 100
-2 1 1| — |0 11
1 -1 1 00 2

rangen er altsa 3 og dimensionen af billedrummet er 3.

Alternativt kan man, ved samme Gausselimination, argumentere for, at ligningssystemet, hvis
koefficientmatrix er matricen, der repracsenterer L, altid er konsistent. Derfor fremkommer
ethvert polynomium som billede ved afbildningen L.
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E> restart: with(LinearAlgebra):

Opgave 1

Opgave 4

> B:=Matrix([

> Eigenvectors(B);

0

> Ci=<<1]|-2]|-1|-1|a>,<1
<2|1|-3|0|c>,<1|3|-2]|

|2|1]2|b>,
1|d>>;
1 2 -1 -1 a
1 2 1 2 b
C:=
21 3 0 ¢
1 3 -2 1 d
1 -2 -1 -1 a
0 4 2 3 b—a
7 7 3 5
0 0 —5 —Z C—Za—zb
0 0 0 d+a-c

> GaussianElimination (C);

010 1

[_5I_3I3I_3]l[_3l_5I_3l3]I
[31-31_51'3]I['3l3l'31_5_]]);

-5 -3 3 -3 ]
3 -5 3 3
3 -3 -5 -3
-3 3 -3 -5
[T-111-1]

001 1

100 -1




