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Opgave 1

(a) Vikalder de givne vektorer uy, uy og uz. Gram-Schmidt proceduren omfatter udregning
af folgende vektorer

e; = |ul " u =(3/5,0,4/5,0)

vy = up — (ug,e;)e; = (28/25,0,21/25,0)
ey = |val ' va=(4/5,0,-3/5,0)

vy = u3— (us,ez) ey — (us,e;)e =us

ey = sl vs=(0,1/v2,0.1/v2)
og resulterer derfor i ortonormalsystemet

(3/5,0,4/5,0), (4/5,0,—3/5,0), (0,1/+/2,0,1/v/2)

(b) Bemsaerk at uy, uy og ug er linesert uathengige, fx fordi

3 1 0
0 0 1
4 -1 1
0 0 1

ved raekkeoperationer kan omformes til

1 00
010
0 01
0 0O

og saledes har fuld rang. Til gengeeld er
(4a 1,3, 1) =u +up + ug,

s uy, Ug, usz er altsa en basis for V. Ved [M, 4.17] er e}, €5, €3 en ortonormalbasis for
V.

(c) Projektionen af w pa V' er givet ved formlen

proj (w) = (w,e;)e; + (w,ey) ey + (W, e3)e;
= 7/561+1/5€2+3/\/§eg
= (1,3/2,1,3/2)
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Denne vektor er den vektor i V', som kommer naermest til w ifglge [M, 4.19]. Neermere
bestemt er ||v — w|| mindst mulig, nar v = proj, (w). Og da

Iv—wl = viw—v,w—v) = /0/2 =3/V2

har vi vist det gnskede, fordi |[v — w|| = ||w — v]|

Opgave 2
(a) Vi udregner direkte at
(13 +4i) = 169 42 - 13 - 4i + 16i* = (169 — 16) + 104i = 153 4 104i
Diskriminanten D for andengradsligningen er:
D = (—(23+144))*> —4-15- (3+9i) = (333 + 6444) — (180 + 540i) = 153 + 104.

Vores fgrste udregning giver altsa, at D = (13 + 44)2. Folgelig bliver andengradslignin-
gens rgdder:

(S oY)

(234 M40+ (134 4i) (2+1)

2-15

(1+14)

W=

Idet [2(2+4)| = 2 > 1 og [§(1+1)] = % < 1 finder vi:

1 3
:§(1+i) og v:§(2+i).
(b) Rackken Zu” er en kvotientraekke, og da |u| = ? < 1 giver [P, Seetning 4.32(b)], at

n=0
den er konvergent med sum:

[e.e]
D" =

En udregning viser, at:

1 3 3 3(2 + 1) 3
= ~ — . = - N _(2 + 7’) = v,
1—u 3—(1+1) 2—1 (2—14)(2+1) 5
som gnsket.
(¢) Reekken Z (7) har positive led og konvergerer ifplge kvotientkriteriet, idet jo

= — — <1 for n— oo.

V5

SO

n+1
14+ =
n
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Idet n n
2"n3 cos(n)v™ 2mp3 o 2md 03 5 2
< " = = (=) ==
3n 3n 3 \V5 V5
: - o > 273 cos(n)v™
giver sammenligningskriteriet, at reekken E — s er absolut konvergent. Da

n=1
= 2"n3 cos(n)v"

altsa
3n

absolut konvergens medfgrer konvergens ([P, Seetning 4.42]), er Z
n=1
konvergent i C.

Opgave 3
(a) Ved indsettelse fas
p 1 x?
2 0] 1]2x
p0) [1]0]0
e S
Y@ [0 1] 2
Saledes kommer vi frem til
(1 1 4
T(l) = det |2 1 5| =—det [?, 2] + det B ;1] =-3
3 0 6
(1 0 4
T(z) = det |2 —1 5 :—detB g} —detB 151} =9
3 1 6
(1 0 4
T(x*) = det [2 1 5| =det LA oger [P 4 =0
3 9 6 3 6 2 5

ved hver gang at udvikle efter den midterste sgjle og benytte at

1 4 2 5 1 4
det {2 5} = det [3 6] = -3 det {3 6} = —0.

Standardbasen for R har jo kun et element, tallet 1. Sa vi har uden videre
TWlp =[-3] [T =[9 [Tz =][0]

saledes at matricen er
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(b)

Fordi T er lineser, gaelder der
T(r-1)=rT(1)=—-3r
for alle r € R. Derfor bliver alle elementer s € R ramt under 7’; vi har jo
s =T((=s/3)1)
uanset hvad s matte veere, og T er surjektiv.
Nu siger dimensionssatningen at
dimKerT = dimP? — dimIm7 =3 — dimR =3 -1 =2

Vi skal siledes finde to linezert uafheengige vektorer i Ker T'. Da vi har set at T'(z%) = 0
er 22 € KerT. Og vi har

T(a+bx) =aT(1)+bT(x) = —3a + 9b

sa ved fx at veelge a = 3,b = 1 ser vi at 3 + 2 € Ker7T. Da de to fundne vektorer
tydeligvis ikke er proportionale, er

34z, 2°
en basis for Ker T'.

Matricen for T o S er givet ved matrixproduktet for matricerne for T og S, da der
benyttes den samme basis for P? overalt. Vi multiplicerer og far

—1

3 9 0] 3| =[18 18 30).
1

S W W
S N O

Hermed bliver
0
TSN = (7o 5)ew =18 18 30)la =18 18 30 0] = 0]

- T(S(z?)) = 30.

Opgave 4
10 0]—-1
01200
01 23
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omformes ved operationen R3 < Rz — Ry til

1 0 0|-1

0120

0 0 0] 3
der omformes ved operationen R3 «— %Rg til

1 0 0]-—1

0120

0 0 0] 1

som sa endelig ved operationen R; «— R; — Rz omformes til

1 0
0 0
0 1

o = O
S N O

der ses at veere pa reduceret reekkeechelonform.

Vihar i (a) fundet den reducerede raekkeechelonform af den udvidede koefficientmatrix
hgrende til det fgrste ligningssystem. Sa kan lgsningsmaengden afleeses direkte, den er

L=

pa grund af den sidste raekke i matricen.

Ved at glemme den sidste sgjle i matricen fra (a) far vi koefficientmatricen for det
homogene system. Ved at parametricere den fri variabel fas

L1

T + 2y

T3 = Y

saledes at lgsningmeengden bliver
{(0,=2y,y) |y € R}

Vihari (a) feerdiggjort omformningen af A til reduceret reekkeechelonform. Det fremgar
at rangen af A er 2 < 3, sa A ikke er invertibel. Vi far derfor at det A = 0.

Der er mange muligheder for at veelge B sa at A+ B bliver invertibel. Fx ved vi jo at
I3 er invertibel, og da

L=(A-A)+L=A+(-A+ 1)

kan vi seette B =—-A+ I3 = I3 — A.



