Matematik 1GA Vejledende besvarelse, juni 2003 Side 1 af 8
Opgave 1
Vi betragter den binome ligning
23 =1, z2eC (1)

(a) Eftervis, at de to komplekse tal

V3 1.
Z1 = —2 +§Z
V3 1.
Z9 = —7+§Z

begge er lgsninger til den binome ligning (1). Anfgr mellemregninger.

Regneregler for komplekse tal giver
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Begge metoder viser at de to tal er lgsninger til ligningen.
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(b)

Redeggr for at der er preecis tre lgsninger til den binome ligning (1), og bestem modulus
og argument for den rod z3, der ikke allerede er kendt fra spgrgsmal (a).

Et resultat i [P] viser at der altid er tre forskellige lgsninger til den specielle binome ligning
23 = 1. Sa er der ogsa tre lgsninger til den givne ligning. Vi ved ogsa at enhver lgsning har
modulus {/]i| = 1, og at de tre argumenter er givet ved

(4 2k
arg(7) + _7T7 ]f _ 07 172
3 3
Da 5 er et argument for i er argumenterne saledes
m™ bm 97
6’ 6 6

svarende til gradtallene 30°,150°,270°. Spgrgsmalet er sa hvilke to af disse tre argumenter,
vi allerede har mgdt i (a). Det er nemmest at lave en skitse af situationen, som

og indse at det er de to mindste argumenter, vi er allerede er stodt pa, fx ved at se at det er
parret af Igsninger der har samme imaginaerveerdi.

Herved har vi altsa vist at |z3] = 1 og arg(z3) = 2T. Man kan sa sidenhen let indse at 23 = —i,
og eventuelt ggre prgve.
Opgave 2

Benyt et eller flere konvergenskriterier for reekker af positive led til at afggre, hvorvidt
rackken
[e.e] 27’1
3
n=1 n

er konvergent eller divergent.
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Kvotientkriteriet kan benyttes. Vi har

27+l /(4 1)3 B on3
2n /n3 - (n41)3
B on?
 n3+3n2+3n+1

2
14+3/n+3/n?>+1/n3

der ses at konvergere mod 2 > 1 nar n — oo. Derfor udsiger kvotientkriteriet at raekken er
divergent.

Man kan ogsa benytte nulkriteriet.

Opgave 3

(a) Udfer rackkeoperationer pa matricen

1 =2 0 0] 2
0 02 3] 3
-3 6 0 1|-7
1 -2 2 3] 5

indtil matricen kommer pa reduceret rackkeechelonform. Det gnskes dokumenteret
hvilke rackkeoperationer, der anvendes. Bestem herudfra lgsningsmaengden til lign-
ingssystemet

T1— 2Ty = 2
203+ 3xy =
—3x1+ 6z +24 = —7
T1—2T9 + 2234+ 324 = O

Vi udfgrer reekkeoperationerne R3 <« Rs + 3R1, Ry +— R4 — Ry og far

1 =2 0 0] 2
0o 0 2 3| 3
0 00 1|-1
0o 0 2 3| 3

og efter Ry «+— R4 — Rg, Ry «— Ro — 3Rg3, har vi

1 =2 0 0 2

0 0 2 0] 6
0 00 1]-1
0 0 0 0] O
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hvorved vi med Ry « %RQ kommer til

1 =2 0 0] 2
0 010

0 00 1|-1
0 0 0 0] O

der er pa reduceret raekkeechelonform.
Der er uendelig mange lgsninger, fordi x5 er en fri variabel (og fordi der ikke er et initialettal
i sidste sgjle af den rackkereducerede matrix), sa ved at parametrisere den fri variabel med
xo =t fas at lgsningerne findes ved
xr1 — 2t =
Try4 = —1

eller
L={(2+2tt3,-1)|teR}

Vi benaevner nu, for et vilkarligt r € R, lgsningsmaengden til ligningssystemet

T, — 229
203+ 3xy =
—3x1+6x9+24 = —7
1 — 229+ 223 +3x4 = T

med L,. Bemaerk at Ls blev bestemt i spgrgsmal (a).

(b) Bevis, at L, = ) for samtlige veerdier af r # 5.
[Forslag: Udfor reekkeoperationer pa en matrix hvor én af indgangene er r|

Ligningssystemet er repraesenteret ved

o
o
[\S)
W = W o
w

1 =2 00 2

0 0 2 3 3
0 0 01 -1
0 0 0 0|r—5
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Nu ses at ligningen ikke har en lgsning nar r # 5, for en af de ligninger i det ligningssystem,
den ovenstaende matrix repraesenterer, er

O0=r—>5.

Opgave 4

Vi betragter et vektorrum V' af dimension 3 og en linezer afbildning
T:V—V

Vektorrummet V' er udstyret med to forskellige baser, der benaevnes henholdsvis B og C.

(a) Det oplyses, at koordinatskiftematricen for overgang fra basen B til basen C' er givet
ved matricen

10 2
-1 1 -1
21 1

Bestem koordinatskiftematricen for overgang fra basen C' til basen B.

Kald den givne matrix P. Koordinatskiftematricen “den modsatte vej” er den inverse P~!.
Denne kan fx findes ved at ssette matricen

10 2|1 0 0
-1 1 -1{0 1 O
21 110 0 1

pa reduceret raekkeechelonform. Man ender med

10 0|-1/2 —-1/2 1/2
01 0| 1/4 3/4 1/4
00 1| 3/4 1/4 —1/4

saledes at koordinatskiftematricen bliver 3 x 3-blokken mod hgjre:

~1/2 —1/2  1/2
P1l= 1/4 3/4 1/4
3/4  1/4 —1/4

(b) Det oplyses, at matricen for 7" med hensyn til basen B er givet ved

—2 0 -2
12 -1 1
3/2 0 2
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Bestem matricen for 7" med hensyn til basen C' og bemsaerk at alle dens indgange er
enten —1, 0 eller 1.

Matricen for T" med hensyn til C' er

—2 0 -2 10 2 —2 0 -2 ~1/2 —1/2 1/2
Pl1/2 -1 1|P' = | 11 -1 12 -1 1 1/4  3/4 1/4
3/2 0 2 21 1][32 o0 2 3/4  1/4 1/4

(1 0 0]

= o -1 o0

0 0 —1 |

(c) Lad A betegne matricen for 7" med hensyn til basen C', som bestemt i spgrgsmal (b).
Vis at matrixproduktet AA er lig med identitetsmatricen, og konkludér dels at T er
en invertibel afbildning, dels at der geelder

T'=T.
Det er jo klart at
2 2
10 0 1 0 0
AA=10 -1 0| =| 0 (-1)? 0| =F;3
0 0 -1 0 0 (—1)2
Det betyder alsta specielt at A har en venstreinvers, nemlig A, saledes at A er invertibel med
A~1 = A. Da er T invertibel med en invers, der er repraesenteret af A~! = A. Og det er jo
netop T
Opgave 5

Vi udstyrer R* med det ssedvanlige indre produkt, og betragter

S = {(:131,:132,:173,:134) S R4 | Ty = 0 0og T3 = x4}

(a) Redeggr for, at S er et underrum af R*.

Vi skal checke at .S ikke er tom og at S er lukket under addition og skalarmultiplikation. Det
er klart at (0,0,0,0) € S. Antag nu at

x = (21, %9, x3,1T4)

Yy = (Y1, Y2, Y3, Y4)

er elementer i S og tag A € R; vi gnsker at viseat z=x+y € Sogz =Xxe€ S
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Men vi har jo

2p=22+y2=04+0=0

23=23+Ys=Ta+Ys =24
og

2h = Awg =0

2h = Av3 = \1g = 2)

hvilket viser det gnskede.

Man kan ogsa genkende S som kernen til matricen
010 O
0 01 —1

Bestem projektionen af vektoren
v =(3,0,2,1)

ned pa underrummet S.
[Forslag: Begynd med at bestemme en ortonormalbasis for S|

Vi starter med at finde en basis for S. Hvis ikke man har lyst til at gaette, kan folgende
metode benyttes. Det ligningssystem der beskriver S, er repracsenteret af

01 0 O
0 01 —1
som allerede er pa reduceret raekkeechelonform. Variablene x1 og x4 er fri, sa ved at para-

mentrisere dem x1 = s, x4 = ¢ far vi

xr1T =

x2

I
<~ ~~ (an) (VA

€3

sa ved at saette
wi; = (1,0,0,0) wo = (0,0,1,1)

har vi at swy + tws gennemlgber hele S, nar s.t gennemlgber R. Saledes er wi, wo en basis
for S, da de klart er linesert uafhengige. Gram-Schmidt ortonormalisering pa denne basis
resulterer i en ortonormalbasis

w1 =(1,0,0,0)  Wo=(0,0,1/v2,1/v2)
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og sa finder vi projektionen ved

Proj, (v)

<V, \/7\\/1> \/7\\/1 + <V, \/7\\/2> \/7\\/2

3
3W) + +—=W

1 \/i 2
(3,0,0,0) + (0,0,1/2, —1/2)

(3,0,3/2,3/2)



