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Vejledning

Seettet stilles til lgsning over 3 timer med alle seedvanlige hjeelpemidler, bortset fra at man
i de fgrste 90 minutter ikke ma benytte elektroniske hjselpemidler som lommeregnere eller
computere. I de sidste 90 minutter ma sadanne hjselpemidler gerne benyttes, men det er
ikke tilladt at argumentere ud fra dem i besvarelsen.

Man ma gerne argumentere ud fra den vedlagte udskrift af en Maple-session.

De i alt ni underspgrgsmal veaegtes lige ved bedgmmelsen. Opgaver med to underspgrgsmal
veegtes saledes dobbelt sa hgjt som opgaver med ét underspgrgsmal.

Besvarelsen kan indskrives med blyant.

Ved den samlede bedgmmelse indregnes, med veegt 30%, et pointtal som blev givet med
udgangspunkt i vurderinger af skriftlige opgavebesvarelser i kursets forlgb.

En vejledende besvarelse er indfgrt i lilla tekst.
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Opgave 1

(a) Bestem samtlige lgsninger til det komplekse linesere ligningssystem

2'211 — 29 = —1
21+i22+223—2i24 = 443
Z1+i2’2—|—23—’i24 = 241
Systemets koefficientmatrix er jo
1 —1 0 O —1

1 ¢ 2 =2¢ 444
1 ¢« 1 —u |24

Operationerne M;(1/i) = My(—i) og S32(—1) forer matricen i

1 ¢ 0 0 l
1 7 2 =214+
00 -1 1 —2

og efter Si2(—1) og M3(—1) har vi videre

1 2 0 0 |«
00 2 —2
001 —i|2]
Vi udfgrer nu Ms(1/2) og far
1 4 0 0]i]
001 —¢]2
00 1 —i2]
der efter S3a(—1) er pa trekantsformen
1 % 0 0|4
001 —¢]2
000 010

Vi parametriserer de to fri variable zo =t og z4 = u og afleeser sa

L ={(i—itt,2+iu,u)|t,uec C}.
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Opgave 2

Vi betragter afbildningen f : R* — R givet ved

T
T2
T3
Ty

=11 — T + 313

Det oplyses at f er surjektiv.

(a) Redeggr for at f er linezer og at dim ker(f) = 3.

Den nemmeste made at vise et f er lineser er ved at indse at den er givet ved matricen

1 -1 3 0

men man kan selvfglgelig ogsa checke aksiomerne L1 og L2. Da vi har faet at vide at f er
surjektiv er dim(f(R*)) = dim(R) = 1, s ved dimensionsszetningen ender vi med

dimker(f) = 4 — dim(f(R*)) = 3.

[Det er ikke sveert at argumentere for at f er surjektiv. Fx er rangen af [1 -1 3 O]

tydeligvis 1 da der er ét trin i trappeformen.]
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(b) Bestem en basis for ker(f) ved at udveelge et passende antal af vektorerne

3 4 1 0 0
Vi = 0 , Vo = 2 , V3 = L , V4 = 0 , Vg = 0
—1 1 0 2 0
1 0 0 -2 2

Vi har
f(vi) = f(v3) = f(va) = f(vs5) =0

og f(ve) = 5, sa 4 af de 5 vektorer ligger i kernen. Vi ved at dimensionen er 3, sa vi skal
fraveelge en af vektorerne saledes at de tilbageveerende er linesert uathengige. Raekkeopera-
tionen By, forer fra

31 0 0
0 1 6 0
~10 2 0
1 0 -2 2]
til ) )
1 0 -2 2
0 1 6 0
-10 2 0
'3 1 0 0]

10 -2 2
01 6 O
00 0 2
01 6 —6
og med Sy2(1) lander pa trekantsformen
10 -2 2
01 6 O
00 0 2
00 0 -6

Vi ser nu at trinnene falder i sgjle 1,2 og 4, sa som basis kan vi veelge de vektorer der svarer
til trinnene heri, altsa:
V1,V3,Vs5
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Opgave 3

Ved Ilgsning af denne opgave kan man med fordel argumentere ud fra resultaterne i det
vedlagte Maple-arbejdsark.

Betragt for alle t > 0 matricen

7 2 t
Aity=1 2 10 2t
t=t o2t 7

(a) Find baser for samtlige egenrum for matricen A(1).

Fra maplearket ser vi, at A(1) har egenveerdierne 6 (med multiplicitet 2) og 12. Vi bestemmer
baser for de tilhgrende egenrum.

Egenvaerdi 6: Ved Gausselimination finder vi

1 2 1 1 2 1
é(l)—ﬁgz 2 4 21 —=10 0 0
1 2 1 0 0 0
De to basisvektorer er derfor
-1 -2
0 , 1
1 0
Egenveerdi 12:
-5 2 1 1 2 -5 1 2 -5
é(l)—12£: 2 =2 2 — |10 -6 12 — |10 1 -2
1 2 -5 0 12 -—-24 00 O

Vi har i fgrste trin forst ombyttet raekke 1 og 3. Basisvektoren er
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(b) Argumenter for, at ¢ = 1 er den eneste veerdi af ¢ > 0 for hvilken der findes en
ortonormalbasis for R? bestaende af egenvektorer for A(t). Angiv en ortogonal matrix
Ssa SA(1) é_l er en diagonalmatrix. Opskriv den pageeldende diagonalmatrix.

For t = 1 er matricen A(1) symmetrisk og derfor findes en ortonormalbasis bestaende af
egenvektorer. For alle andre veerdier af ¢ > 0 er matricen ikke symmetrisk da t # ¢!

nar ¢t # 1. Derfor findes der ikke en ortonormalbasis af egenvektorer for A(t) for andre
parameterveerdier t.

For at finde S skal vi fgrst finde en ortonormalbasis af egenvektorer. Vi ma derfor benytte
Gram-Schmidt pa hvert egenrum.

Egenrummet hgrende til egenvaerdi 6: Vi normaliserer den forste vektor

1 —01
V2
Vi udregner
-2 1 —2 —0 1 1 —O 1 - —1 1
V2 0 1 V2 1 -1
Laengden af denne vektor er v/3.
En ortonormalbasis af egenvektorer er derfor
T [ 1

— o |, = 1 |, =| 2
v\ ) vl ) Ve,

Matricen §71 kan veaelges med disse vektorer som sgjler. Matricen S er den transponerede,
alsa med vektorerne som rakker

—1

1

2 Y 5
S_;lL;l
5=| % v ¥
12 1
V6 V6 V6

Den tilhgrende diagonalmatrix er (bemeerk at rackkefglgen af egenveerdier svarer til raekkefplgen
af egenvektorer i S)

6 0 O
0 6 O
0 0 12
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Opgave 4

Vi betragter matricen

I

I
coo o
O o MO
cowoo
oNn o oo
co o o

(a) Bestem et udtryk for det(C — AE, ) og bestem egenveerdierne for C.
Vi far

1—A 0 0 0

0 2—A 0 0

det(gf/\gaﬁ) = (=\)det 0 0 3-x 0
0 1 0 2—A

AT =XNE-MNB -2 -]
= (0-N1-NE-NB-N

ved forst at udvikle efter nederste rackke og siden benytte at 4 x 4-matricen er pa trekantsform.
Egenveaerdierne er netop rgdderne i dette polynomium, altsa 0, 1, 2 og 3.
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(b) Redegor for at C ikke er reelt diagonaliserbar.

Da det karakteristiske polynomium kan faktoriseres helt ud er summen af rodmultipliciteterne,
ogsa selv om vi regner reelt, lig med 5. For at afggre om C kan diagonaliseres skal vi derfor
bare undersgge om em(\) = rm(\) for alle egenveerdierne. Dette er automatisk nar rm(\) = 1,
sa det er kun egenvaerdien 2 der kan skabe problemer.

Derfor bestemmer vi em(2) ved at bestemme dimker(C —2E. ). To raekkeombytninger forer

-1 0 0 0 1
0O 0 0 o0 O
c 2@575— 0O 0 -1 0 O
0O 1 0 0 O
0O 0 0 0 -2
over i trekantsformen
-1 0 0 0 1
0O 1 0 0 O
0O 0 -1 0 O
0O 0 0 0 -2
0O 0 0 o0 O

sa vi kan se at rangen er 4. Derfor er

em(2) = dimker(C — 2@5’5) =5—-4=1<rm(2).

og C kan ikke veere diagonaliserbar.
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Opgave 5

Ved Ilgsning af denne opgave kan man med fordel argumentere ud fra resultaterne i det
vedlagte Maple-arbejdsark.

Vi betragter standardbasen i R3

1 0 0
£= o], 1].,]o0
0 0 1
1 1 1
A= 2 1,1 -1 ], -1
1 p 1

(a) Vis, at A er en basis for R? og bestem den koordinattransformationsmatrix 4Te, der
transformerer koordinater i standardbasen til koordinater i den nye basis A.

Da der er tre vektorer i A skal vi for at vise, at de udggr en basis for R?, blot ggre rede for,
at disse vektorer er linesert uathsengige. Det er de, hvis matricen ¢T 4

1 -1 —1
2 -1 -1,
1 2 1

hvis sgjler netop er vektorerne i A, er invertibel. I det tilfeelde er 4T¢ den inverse til
ovenstaende matrix. Det folger af maplearket at matricen er invertibel og at den inverse
er

Ale = 3 -2 1
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(b) Betragt den linezre afbildning f : R® — R? givet ved

T x|+ 41’2 — 2.1’3
Jl z2 | = Ty + T3
I3 Ty + X9 — 3{)33

Bestem matricen ¢[f]e for f i standardbasen og matricen 4[f]4 for f i den nye basis

A.
Vi afleeser fra definitionen af f, at f(X) = AX, hvis

1 4 -2
s[f}sA{l 0 1 ]
1 1 -3

Heraf far vi

Alfla = ATeelfle (uTe) ™"

-1 1 0 1 4 -2 1 -1 -1 -5 10 7
= 3 -2 1 1 0 1 2 -1 -1 | = 17 =37 —-26
-5 3 —1 1 1 -3 1 2 1 —29 56 40
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[> restart: with(LinearAlgebra):

V Opgave 3
[> Al:=<<7,2,1>|<2,10,2>|<1,2,7>>;
7 2
Al=12 10
1 2
> Eigenvalues (Al);
12
6
6
>
V Opgave 5

-1 —1
2 -1 —1 0
1 2 1 0

> ReducedRowEchelonForm(%) ;

1
2

0
1

0
0
1

(1.1)

(1.2)

[> <<1,2,1>|<-1,-1,2>|<-1,-1,1>|<1,0,0>|<0,1,0>|<0,0,1>>;
1

2.1)

(2.2)



