ElmTal Diofantiske ligninger 10.1

10. Nogle diofantiske ligninger.

(10.1). I dette kapitel betragtes nogle diofantiske ligningercsglenogle af de ligninger, der
kan behandles via kvadratiske talringe. Ligningerne hetrdéres tilnavn efter matematikeren
Diofant, der levede i Alexandria ca 200-284. Han interessesig for rationale lgsninger til
visse lineeere ligninger. | forbindelse med de diofantigigeihger omtalt her vil vi imidlertid
underforsta, at det er ligninger, hvortil man sgbeltalslgsninger— i hvert fald hvis intet
andet er naevnt. Apse den diofantiske ligninggr principielt ud pa falgende: (1) afger, om
ligningen har (heltals)lgsninger); (2) (hvis den har lager) afger, hvor mange lgsninger
den har; (3) hvis den kun har endelig mange Igsninger, sérefgm alle sammen; (4) hvis
den har uendelig mange Igsninger, sa beskriv dem (sig negawbt om dem!).

De mest bergmte diofantiske ligninger indgar i felgendeltat

Fermat's store Saetning. For hver eksponenit > 2 har den diofantiske ligning,
xX"+y"=7", medx,y,z >0, (10.1.1)

ingen lgsninger.

Det generelle resultat, for alle> 2, blev bevist af Andrew Wiles i 1995.

Enhvert naturligt tak > 2 er deleligt enten med 4 eller med et ulige primiaDet falger
let, at for at indse det generelle resultat er det nok at aségningen ikke har lgsninger,
narn = 4 og nam = p er et ulige primtal. Vi viser umuligheden far= 4, essentielt med
Fermat’s bevis, og fot = 3.

Yderligere behandler vi nogle diofantiske ligninger afrfen y? = x2 + k, og vi slutter
kapitlet af med nogle ligninger af formerf — bxy + cy? = +p.

Den diofantiske ligning (10.10.1) far = 2 har som bekendt mange lgsninger. Det farste
resultat herunder kan opfattes som en parmeterfremgtalitgsningerne.

(10.2) Pytagoreeiske tripler. Lasningerne til den diofantiske ligning,

x24+y2=22 med (x,y)=1, x,y,z>0, yerlige
er netop talseettenie, y, z) med falgende fremstillinger:

x=a’>—b% y=2ab, z=a’*+b% hvor 0<b <a, (a,b) =1ogab erlige

Parret(a, b) er entydigt bestemt ved, y, z).

Bevis.Antag, at(x, y, z) opfylder betingelserne. Af ligningen fglger, at en feellegswbr i
x, z ogsa er divisor iy. Derfor er(x, z) = 1 0g(y,z) = 1. Day erlige og(x, y) = 1, erx
og z ulige. Skriv nu ligningen pa formen,

y2 = (z —x)(z +x). (10.2.1)
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Ettald > 1, der er divisor i begge faktorer— x ogz + x pa hgjresiden, er ogsa divisor
I summen 2 og i differensen 2; da(x,z) = 1, erd = 2. Omvendt er 2 divisor i begge
faktorer, dax og z begge er ulige. Divideres begge faktorer med 2, bliver denigkie, og
deres produkt blivety/2)?, alts& et kvadrat. Af Aritmetikkens Fundamentalszetnirigeiz
sa, at hver af de dividerede faktorer ma veere et kvadrat, t&g fiemstillinger:

z—x=2b% z+x=2d y2=4a2b2, hvor(a,b) =1, 0g0< b < a,

hvoraf
X :az—bz, y = 2ab, z:a2+b2.

Og et af tallenex og b er lige, dax er ulige. Omvendt er det klart, at betingelserne:ph
medfarer betingelserne pdy, z, og at(a, b) er entydigt bestemt. a

(10.3) Seetning.(Fermat)Den diofantiske ligning,

x2 + y4 =z, x,y,z>0, (10.3.1)

har ingen lgsninger. Specielt geelder, at ligningén+ y* = z*, altsd Fermat’s ligning
(10.1.1)medn = 4, ikke har positive heltalslasninger.

Bevis.Den anden pastand er en konsekvens af den fgrste, thihwsz) lgser den anden
ligning, vil (x2, v, z) lgse den farste.

Den fgrste pastand vises ved ‘descente infinie’, der esdesttifuldstaendig induktion: Vi
antager, at (10.3.1) har en lgsnifdg y, z). Vi viser, at vi hetil kan bestemme en ny Igsning
(x1, y1, z1) med kravetz; < z. Denne bestemmelse ville sa kunne gentages, men det er
naturligvis umuligt vedvarende at opfylde kravet, naremadlz skal veere positive.

Bestemmelsen af den nye lgsning sker i en reekke skridt:

(1) Vi kan antage, aty, z) = 1. Seet hertill := (y, z). Det fglger s af ligningen, at*|x?2,
og dermed at/?|x. Derfor er(x1, y1,z1) = (x/d?, y/d,z/d) 0gsd en lgsning, og hvis
d>1lerz; <z

(2) Da(y, z) = 1 falger det umiddelbart af ligningen, @t, y) = 1 og (x, z) = 1.

(3) Talletz ma veere ulige. Hertil reduceres ligningen modulo 4. Et kagdr kongruent
med O eller 1. Hvig var lige, ville hgjeresiden veere kongruent med 0, men séerbatjge
kvadrater pa venstresiden vaere kongruente med 0O; speitielb&dex og y veere lige, i
modstrid med afx, y) = 1.

(4) Nu deles i to tilfeeldey er lige ogy er ulige.
(4a) Antag, aty er lige. Sa et og x begge ulige. Ligningen kan skrives

¥ =% =0 +x). (10.3.2)

Venstresiden er delelig med 2= 16. De to faktorer p& hgjresiden har tallet 2 som sterste
feelles divisor; en af faktorerne er altsa delelig med 8, og aeden er delelig med 2 og
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ikke med 4. Idet vi et gjeblik tilladex at veere negativ, og eventuelt erstattemed —x,
kan vi antage, at det er faktoreR + x, der er delelig med 8. Af (10.3.2) og Aritmetikens
Fundamentalsaetning far vi derfor fremstillinger:

22— x=24* z?+x=28b* meda ulige

Den farste ligning medfarer, &, a) = 1. Ved addition af de to fagrste ligninger far vi
ligningenz? = a* + 4b*, der omskrives til

4b* = (z — a®)(z + a?). (10.3.3)

Af (10.3.3) og Aritmetikkens Fundamentalsaetning fas tgeirz: — a? = 2u?, z +a? = 2v*.
Subtraktion giver? = v* — u?, eller
a? + ut =v*

Seettel(a, u, v) er altsé lgsning til den oprindelige ligning. @jensynligiér< z, og dermed
er 2% = 7 +a? < 2z; specielten < z. L@sningen(a, u, v) opfylder alts& det stillede krav.

(4b) Antag, aty er ulige. Daz er ulige, max veere lige. Skriv ligningen pa formen,
2% = (22 =)@+ D).
Da(y, z) = 1, far vi fremstillingerz? — y? = 2b% 0gz? + y? = 2¢. Saeta = yz. Sd er

A —pt = (c2 — bz)(c2 + b2) = y2Z2 = az,

alts&a? + b* = ¢*. Derfor lgsena, b, ¢) den oprindelige ligning, og def < b2 + 2 = 72
erc < z; det stillede krav er altsa opfyldt. i
(10.4) Pastand.Den diofantiske ligning,

x2+ y4 =24 med x, y,z> 0, (10.4.1)

har ingen lgsninger.

Bevis.Beviset for pastanden er ved ‘descente infinie’, essestelt det foregdende bevis.
Antag, at(x, y, z) er en lgsning. Vi bestemmer en ny lgsniagv, w) medw < z.

(1) Det kan antages, &t, z) = 1. Heraf falger videre, at og<a, z) = 1.

(2) Tallenex, y, z er alle ulige. Det indses ved at reducere ligningen modulo 4.

(3) Omskriv ligningen til fglgende:

= (50 ()




ElmTal Diofantiske ligninger 10.4
27. oktober 2008

Da(y, z) = 1, er de to kvadrater pa hgjresiden primiske. Et af dem ma ligergidet vi et
gjeblik tilladerx at veere negativ, kan vi eventuelt erstatimed—x og antage, aty? — x)/2
erlige. Nukan (10.2) anvendes. Det fglger, at der findesdtéinger (y?+x)/2 = a?—b?,
(y2 — x)/2 = 2ab, 7?2 = a® + b2, med(a, b) = 1 ogab lige. Ved subtraktion og addition
fas ligningerne:

x=a2—b2—2ab, y2=a2—b2—|—2ab, 22 =a%+ b2

(4) Talletb mé veere lige. Vi har nemlig? + 2b% = (a + b)?, som kan betragtes modulo 4.
Tallet y er ulige og hvis ogsé var ulige, ville y2 + 2b? vaere kongruent med 3, i modstrid
med at kvadratetz + b)2 ma veere kongruent med O eller 1.

(5) | ligningenz? = a? + b fra (3) erb lige og(a, b) = 1. Altsé findes fremstillinger,
a=c?>—d? b=2cd, z=c*+d* med(c,d) =1ogcd lige. (10.4.2)
(6) Ligningeny? = a? — b? + 2ab fra (3) kan skrives
2b°=(@a+b—y)a+b+y). *)

Her er(a, b) = 1, og dab er lige, era + b ulige. Yderligere e 4+ b og y primiske, thi et
primtal p, der er divisor i + b 0g i y, ma veere ulige, og divisor iZ og dermed b; menp
kan ikke bade ga opd + b 0ogib, da(a, b) = 1.

De to faktorer pa hgjresiden af (*) har altsa 2 som starstesadivisor. Da venstresiden
er delelig med 8, ma en af de to faktorer vaere delelig 4 og ddaramed 2 og ikke med 4.
Idet vi et gjeblik tilladery at veere negativ, og eventuelt erstattened—y, kan vi antage,
at det er den anden faktor, der er delelig med 4. Nu folger U€f),aog Aritmetikkens
Fundamentalsgetning, at vi har fremstillinger b — y = 2f2,a + b+ y = 4g%, b = 2fg,
hvor (f, g) = 1 og f er ulige. Addition og subtraktion giver ligningerne,

a+b=2¢%+ 2, y=2¢°>—f2, b=2fg, medf uligeog(f,g)=1 (10.4.3)

(7) Af de to udtryk forb, 1 (10.4.2) og (10.4.3), falger specielt, A& = cd. Da(f,g) =1
og (c,d) = 1, falger det af Aritmetikkens Fundamentalseetning, at celel talv, w, s, ¢
saledes, at

f=vt, g=ws, c=wt, d=vs, medw,w)=109(,t) =1

(8) Af (10.4.2) og (10.4.3) fas to udtryk far+ b, og det giver ligninger? — d? + 2cd =
292+ £2, alts&d 22 +d? — 2cd + 2 — ¢? = 0. Indseettelse heri af ligningerne fra (7) giver
ligningen:

(2w2 + 1)2)s2 — 2vwst + (v2 — wz)t2 =0. (10.4.4)

Det er en andengradsligning.iz, homogen af grad 2, med diskriminanten,

4v2w? — 4(2w2 + vz)(v2 — wz) = 4(2w4 — v4).
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Da andengradsligningen har heltalslgsninger, ma diskenten veere et kvadrat. Derfor
findes et helt tak med 2v* — v* = u?, alts&

u? + v = 2w,

Efter et eventuelt fortegnsskift, kan det antages,at w > 0. Altsa er(u, v, w) en lgsning
(10.4.1). Aftw = ¢ < ¢ < ? + d? = z felgerw < z. Den nye Igsningu, v, w) har alts&
mindre trediekoordinat, som gnsket. a

(10.5) Ak og ve.Opdagede du, at der er noget helt galt med Pastand (10.4%r petldeles
trivielt, at (x, y, z) = (1, 1, 1) lgser ligningen! Hvor i beviset‘ gar det galt? Vis, at man
ved hjeelp af,beviset* kan bestemme uendelig mange Igsninger til ligamnga faktisk alle
lgsningerne.

Svar Det er lidt problematisk, gtbeviset* gar ud fra at de indgaende starrelser er positive.
Det kan repareres, hvis nogle stgrrelser undervejs blagative, men den egentlige fejl sker
fra skridt (3), hvor det antages, at begge kvadrater er étligk fra 0. Det kan ikke udelukkes,
aty? —x = 0, altsé atb = 0. Det sker preecis, ndf = x. Da(x, y) = 1, er det alts8,
narx = y = 1. Det er derfor preecis i lgsningén, y, z) = (1, 1, 1), at argumentet bryder
sammen.

Men det betyder pa den anden side, at man ud fra enhver arsféend&fter endelig mange
skridt kommer til Igsningerl, 1, 1). Og faktisk kan proceduren ggres konstruktiv: Ud fra en
lgsning(u, v, w), med positive og parvis primiske v, w, kan man essentielt rekonstruere
(x, v, z) saledes:

Den homogene andengradsligning (10.4.4), for givmev, w), havde diskriminanten
4u? = (2u)?. De 4 Igsningels, r) med(s, 1) = 1 svarer til de to uforkortelige brgkey't,
bestemt ved den seedvanlig Ilgsningsformel,

P vw tu
S/t = 5——5
v2 + 2w?
(nemlig med(s, t) ogsa(—s, —t)). P& hgjresiden er teelleren lige og naevneren ulige; da
(s,t) = 1, fglger det, ak er lige ogr er ulige. Herefter bestemmesg, ¢, d somi (7), og
videre, fra (10.4.2) og (10.4.3),
a = wt? — vzsz, b =2vwst, a+b= 2w?s? + v2t2,
7 = wt? + v%s2, y = 2w?s? — 122,

Endelig varx bestemt i (3) somv = a? — b% — 2ab = 2a% — (a + b)%; med de fundne udtryk
for a oga + b kan det skrives = 2(w?r? — v2s52)2 — (2w?s? + v%t2)2. Under brug af at
2w* — v* = u? er det let at reducere udtrykket:

X = uz(t4 — 2s4) — 80202522
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Ud fralgsningertu, v, w) = (1, 1, 1) fdss/t = 2/3 (idet den anden lgsning = 0 ikke
kan bruges), og alts@, ) = (2, 3). Det giver lgsningeii239, 1, 13). Ud fra denne lgsning
som(u, v, w) fass/t = —2/3 ellers/t = 84/113. De to veerdier af, ¢) giver, henholdsvis,
de nye lgsninger:

(x,y,2) = (27502511343 15295, og (x,y,z) = (??23721592165017%.

Du ma selv bestemme det manglendextatiet sidste koordinatseet.

(10.6) Seetning.Den diofantiske ligning,
x3 493 =23 med x,y,z#0, (10.6.1)

har ingen lgsninger.

| beviset skal vi bruge, at med en 3'die enhedspod —% + ’7\/5 hvor s§? 4+ p +1 =0,
kan vi faktorisere ligningens venstreside: for vilkarligenplekse tak, y gaelder ligningen,

B33 = (x+ )+ py)(x + p%y). (10.6.2)

Ligningen er nemlig trivielt opfyldt fory = 0; for y # 0 fas (10.6.2) ud fra ligningen
X3—1=(X—-1)(X — p)(X — p?) ved at indsaett& = —x/y og multiplicere med-y3.
Desuden skal vii beviset udfagre regninger i den kvadratisking R := Z[p]. Vibeviser
Seetning (10.6) ved at vise, at (10.6.1) ikke har lgsninget me, z € Z[p].
Lad os minde om, ak = Z[p] er delringen afC bestaende af alle komplekse tal af formen
a + bp, hvora, b € Z. Det er velkendt, aR er et hovedidealomrade (et PID); specieltRer
en faktoriel ring (et UFD) Den 6'te enhedesrod= 1 + p tilhgrer R, og enhederneR er
de 6 potenseg’ fori =0,...,5:

R*: %=1 ¢=1+p, ¢?=p, P=-1 *=-p-1 F=—p.

AfbildningenN: R — R defineresved ki) = |«|? (kvadratetpdmodulus aj). (Den kaldes
med en klassisk sprogbrug foormen selv om den jo ikke er en norm i vektorrumsforstand.)
Afbildningen er gjensynlig multiplikativ, med positive vdéer nara # 0. Videre har den
som bekendt heltalsveerdier fere R; specielt efjee| > 1 for allea # 0i R. Det fglger, og
vi bruger det gentagne gange herunder, at bxds divisor i« (i ringenR), oga # 0, sa er
|8] < |a|. (Hvis lighed geelder i denne ulighed,&endda en triviel divisor &, dvsa = &6,
hvor ¢ er en af de 6 enheder.)

| det falgende betragtes tallet:=1— p = 3 — 5+/3 e R.

Normen afr er N(w) = nw = 3, 09 normen er altsa specielt et (seedvanligt) primtal.
Heraf falger som bekendst, ater et primelementR. Jjensynlig et = 2+ p. Udregningen
T =2+p=(14p)(Q—p) = ¢x viser, at det konjugerede taler associeret med; tallet
3 har iR primoplgsningen,
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Vi vil flere gange bruge falgende resultat:
Lemma. Hvisa € R ogr {«, sd en® = £1 (mod %),

Bevis.Hertil bemeerkes forst, at hovedideak® i R bestar af alle tal af formena3+ 3bp,
hvora, b € Z. Modulo R3 er hvert takx € R derfor kongruent med et tal af formemt- bp,
hvor 0< a, b < 3. Der er 3 muligheder far og 3 muligheder fob, og altsa 9 sideklasser
modulo R3. Af ligningen 3= =7 fremgar specielt, aRm Cc R3. Derfor er antallet af
sideklasser modul&s en eegte divisori 9. Nu falger det nemt, at antallet ma veerargyeR
R/Rn har derfor 3 elementer, og sa ma den vaere isomorf med led@i@ Specielt er
hvert tal i R moduloRz kongruent med et af de 3 tal O @gll. Desuden falger det, lige som
i Fermat’s lille Saetning, at for hveft € R er 83 = g (mod Rx).

Antag nu, atr { «. Sa efe = +1 (mod ), sa vi kan skrivex = +1 + Bz medp € R.
Binomialformlen og ligningen 3= ¢ 2 giver, at

o = £1+ 38w £38%w% + B3n° = L1+ 73(¢B £ ¢p% + BO).

| parentesen p& hgjresidenzerdivisor i +£¢4%r; yderligere err divisor i ¢ — (¢B8)° =
¢B + 3. Derfor er parentesen delelig med Med faktorent 3 foran parentesen falger det,
ata = +1 (mod %), som pastéet. 0

Antag nu, at (10.6.1) har en lgsning medy, z € R. Vi vil fare dette til en modstrid. For
det farste falger det klart af ligningen, at hvis to af tadleny, z i R har en faelles primfaktor,
sa vil dette primelement ogsa vaere divisor i det tredie &frial Vi kan derfor, efter at have
divideretx, y, z med eventuelle feelles primfaktorer antagex at, z er parvis primiske.

Vi noterer dernzest, at et af tallemey, z ma veere deleligt med. | modsat fald falger
det nemlig af Lemmaet, at modute® er hver af potenserne®, y3, og z2 kongruent med
+1: af ligningen falger derfor, modulo®*, at med passende fortegnsvalgter+ 1+ 1 = 0.
Veerdien att1 + 1 F 1 er+1 eller+3; specielt er veerdien ikke 0. Derfor er

EslSESES e

men det er en modstrid, thi venstresiden®e381, og hgjresiden er hgjét + 1+ 1)%2 = 9.
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| lIzsningen er altsa tallene y, z parvis primiske og ét af dem er deleligt med Vi kan
antage, atr | z, thi hvis fx | x, sa er antagelserne opfyldt far, —y, x), som gjensynlig ogsa
lgser ligningen.

Vi kan altsd om Igsningefx, v, z) € R® antage, at (10.6.1) geelder, og desuden, at tallene
er parvis primiske, altsa &k, y) = 1, og atr |z. Modstriden er nu en konsekvens af det
falgende resultat.

(10.7) Lemma. For hver enhed i R = Z[p] har ligningen, for elementer, y, z € R,
x2+y3=¢z3, medrxyz #0, (x,y)=1, ogn |z, (10.7.1)

ingen lgsninger.

Bevis.l beviset betegner vi, for hverttal# 0i R, medv(«) det antal gange forekommer

I primoplgsningen af. Beviset er veddescente infinie” eftet := v(z): Vi antager, at der
et givet en (teenkt) lgsning, y, z) til (10.7.1) (med et givet), og konstruerer en ny lgsning
(x’,y', 7)) til en ligning af formen (10.7.1) (evt. med et and¢bg medv(z’) < v(z).

Vi bemaerker farst, at der m geeldé| z, altsd aiz > 2. Venstresiden i (10.7.1) er nemlig
kongruent modular* med+1 + 1 og hgjresiden er kongruent med 0 modufd Altsa er
+1+1 delelig medr3. Det fglger, som ovenfor, at1+1 = 0. Derfor er venstrsiden delelig
medx?. Altsé erz2 delelig medr4, og s& mé& veere delelig med2.

Nu anvender vi faktoriseringen (10.6.2), her med, z € R, og far ligningen,

0@+ o)+ p%y) =x°+y° =’ (10.7.2)

Primoplgsning af venstresiden fas ved at primoplgse deatenpeser, og primoplsgsning af
hajresiden fas ved at primoplasel primoplgsningen ma altsa alle primfaktorer forekommer
med eksponent delelig med 3, og alle primfaktorerne er @tionér iz. For at bestemme
eventuelle primfaktorer, der er feelles for to af parentesgoetragtes differenserne:

x+y)—G&+py)=0A-py=my,
(x +y) — (x + p%y) = L+ p)(L - p)y = ¢y,
(x + oY) — (x + p%y) = p(L = p)y = pry.

Her erp og ¢ enheder ogr 1 y. Primfaktorerne i parenteserne er divisorer og specielt
ikke divisorer iy. Heraf ses, at det eneste primelement, der kan ga op i to @fteserne, er
7. Desuden ses, at primelementetsom jo gar op i og derfor gar op i parenteserne, ma ga
op i alle tre, preecis 1 gang i to af parenteserne og derfer 2 gange i den tredie.
Der er symmetri mellem de tre parenteser, idet vi i ligningen erstattey medpy eller
med p2y. Derfor kan vi antage, at det er den 3'die parentes p2y, der er delelig med
73=2, Ved at sammenligne primoplgsningerne péa de to sider af (A0ses nu, at bortset
fra multiplikation med faktoremr og en eventuel enhed er hver af de tre parenteser en tredie
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potens, af parvis primiske talR. Med enhedet; € R* og elementex’, y’, z’ # 0i R har
vi altsa ligninger af fglgende form:

3 x+4py=emy3 x+ply=en3 (10.7.3)

x+y=emx’
hvor (x’, y') = 1. Desuden err |7/, idetv(rz'3) = 3n — 2 giverv(z’) = n — 1, og vi har
vist, atn > 2.
Multiplicer den farste ligning i (10.7.3) med 1, den andgmlhg medo, og den tredie med
02, og laeg sammen. P& venstresiden bliver resultatet 0, fordh I p2 = 0. P& hgjresiden
er hvert led deleligt med ; dividerer hgjresiden med. Resultatet bliver en ligning, med

nye enhedes;,
3

0=e1x'3+ 60y 3+ 6373
Efter eventuel division meeh kan det antages, at = 1. Flyt s& leddet med ® over pa den
anden side af lighedstegnet. Resultatet bliver en lignirigranen,

xS+ eay3=¢7'3 (10.7.4)

Her ern divisoriz’, men ikke ix’ ogy’. Som ovenfor fglger det, at1 + ¢» = 0, altsa at
g2 = 1. Erstattes om ngdvendigtmed—y’, kanvii(10.7.4) antage, ap = 1. Ligningen
har sa form som den i (10.7.1). Vi har set,(at, y') = 1, og atr |z/. Altsa opfylder
(x’,y’, 7) betingelserne i (10.7.1), med enhedénstedet fors. Yderligere sa vi undervejs,
atv(z) = v(z) — 1.

Hermed er den lovede nye Igsning konstrueret. a

(10.8) Seetning.Folgende diofantiske ligning har ingen lgsnininger:

y2=x34+7. (10.8.1)

Bevis.Ligningen kan ogsa skrive sadan:
y2+1=x34+8=(x +2)(x? — 2x + 4). (10.8.2)

Pastanden vises ved en kongruensbetragtning: Antag;, ab lgser (10.8.1), og betragt
ligningen modulo 4. Ventresiden er kongruent med O eller Huhd. Hvisx er lige, sa er
hgjresiden kongruent med 3, og hwis= 3 (mod 4, sd erx® = x = 3, og hgjresiden er
kongruent med 3 7 = 2, igen i modstrid med ligningen. Altsa er= 1 (mod 4.

Dax = 1 (mod 4, er faktorenx + 2 pa hgjresiden af (10.8.2) kongruent med 3 modulo
4. Derfor harx 4+ 2 en primfaktorp medp = 3 (mod 4. Da p er divisor i venstresiden, er
y2 = —1 (mod p). Derfor er(%l) = 1, og sa falger det af Reciprocitetssaetningem, at 1
(mod 4, i modstrid med ap var valgt medp = 3 (mod 4. a
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(10.9) Seetning.Af de to diofantiske ligningegmedy > 0),
@ y>=x3-2, (b) y2=x3-14, (10.9.1)

har(a) kun lesningerix, y) = (3, 5) og(b) kun de to lgsningetx, y) = (2, 2) og (5, 11).

Bevis.(a) Vi bemaerker fgrst, at i en heltalslgsning y) til (10.9.1)(a) max veere ulige, thi
hvisx er lige, vil ogsdy veere lige; modulo 4 er sa venstresiden kongruent med 0 ogdidgn
kongruent med 2.

| resten af beviset for (a) udnytter vi den kvadratiske taiR := Z[i~/2], bestdende af
tal af formena + bi~/2 meda, b € Z. Det er velkendt, ar er et PID. Enhederng:1 er de
eneste enhede. Normen er bestemt ved®+ bi+/2) = a®+ 2b?. Ligningen kan skrives
y2 +2=x3, altsd Ny + i+/2) = x3. | R kan vi faktorisere:

(v +ivV2)(y —iN2) = y2 +2 = x3, (10.9.2)

og visammenligner primoplgsningerne af ligningens torside to parenteser pa venstresiden
er primiske. Antag nemlig, ater divisor i begge tallene+i+/2. Da e divisor i differensen
2i/2, og heraf falger, at normen &&r divisor i normen af /2, altsé at N8) er divisor i 8.
P& den anden side vawdivisor i y +i+/2, og heraf fglger, at normen &kr divisor i normen
af y + i~/2. Den sidste norm er, ifalge ligningen (10.9.2), lig me&d Altsd er N§) divisor
b&de i 8 og i det ulige tat®. Folgelig er N§) = 1. Alts& er§ = +1 en enhed R. Derfor er
de to parenteser primiske.

[ ligningen (10.9.2) er hgjresiden en 3'die potens. Af eidii@den af primoplgsningerne
fglger derfor, at hver af de to parenteser er en 3'die pot@sSpecielt ety + i+/2 en tredie
potens. Med tak, v € Z har vi altsa en ligning,

y+ iv2= (u + vi\/é)3.

Brug binomialformlen pa ligningens hgjreside, og samnggrioefficienterne til 1 og tilv/2
pa ligningens to sider. Det giver to ligninger,

y = ud — 6uv? = u(u2 — 6v?), og 1= —2v° + 3u%v = v(3u2 — 2v2).

Af ligningen 1 = v(3u? — 2v?) i Z folger, at begge faktorer ma veetel. Farst fis altsé
v = £1, og dernaesti® — 2 = +1. Her er 3% — 2 = —1 udelukket, og falgelig er = +1
0og 3?2 —2=1,dvsu = +1. Nufasy = £(1 — 6), altsdy = +5. Day > 0, falger det, at
y =5, 09 sé ex3 =52 + 2, dvsx = 3, som pastaet.

Beviset for (b) er tilsvarende, men udnytter Gauss's tglfifi]. OgsaZ[i] er som bekendt
i PID, med enhederngtl, +i}. | Z[i] er tallet 2 specielt: Det har primoplgsningen=2
(1+i)(1—1i) = (—i)(1+i)? og det er enhedeni, gange kvadratet pa primelementet i
Ligningen kan skrives,

(y+2i)(y—2i)=y> +4=x5 (10.9.3)
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De to faktorer pa venstresiden er konjugerede. En faellésatifor de to faktorer ma ogsa
veere divisor i differensen, dvs f2 en feelles divisor m& altsé veere en potens&fil(med
eksponent hgjst 4). Det faglger nu, at det eneste primele(bentset fra associering), der
kan veere divisor i begge faktorer, erli, og 1+ i forekommer med samme eksponent i
primoplgsningen af de to faktorer.

Da hgjresiden er et tredie potens fglger det, at bortsetnfenbed er begge faktorer pa
venstresiden trediepotenser. Da gruppen af enheder har érgrimisk med 3, er hver enhed
en tredie potens (det checkes naturligvis ogsa let direktbvier af de 4 enheder). Derfor er
hver faktor pa venstresiden en trediepotens. Der findes aftdigning, med:, v € Z,

y+2i = (u +iv)3.
Sammenligning af koefficienterne til 1 og tigiver:
y = u® — 3uv? = uu? — 3v?), 2 = 3u?v — v3 = (Bu? — vH)v.

Entydighed af (seedvanlig) primoplgsning giver, i den sidigining, at begge faktorer pa
hgjresiden et:1 eller+2.

Hvis v = +1, ma den anden faktor veete?, dvs 312 — 1 = +2; heraf fas«? = 1 (idet
3u? = —1 kan forkastes). Og sé er= (1 — 3), dvsy = 2 0g(x, y) = (2, 2).

Hvis v = +2, ma den anden faktor veetel, dvs 312 — 4 = +1; heraf fasu® = 1 (idet
3u? = 5 kan forkastes). Og sd er= +(1 — 12), dvsy = 11 og(x, y) = (5, 11). 0

(10.10). Betragt en kvadratisk talring[£], hvor det irrationale tat er rod i andengrads-
polynomietX? + bX + ¢ med hele koefficienteb, c; antagelsen om 4t er irrational, er
aekvivalent med at diskriminantdd := b% — 4c ikke er et kvadrat. Lad viderp veere et
(seedvanligt) primtal.
Som bekendt geelder da, aer reducibel Z[£], hvis og kun fglgende diofantiske ligning
har lgsninger:
x% —bxy +cy? ==p, (10.10.1)

og p er ikke et primelement, hvis og kun hvis fglgende kongruenddsninger:
2—bz+c=0 (modp). (10.10.2)

Den velkendte konsekvens er, at hvis ligningen har lgsmjisgehar kongruensen lgsninger,
og hvis ringen er UFD, s& geeldgivis og kun hvis*.

Det er let at undersgge kongruensen: Hyis 2 har kongruensen lgsninger, hvis og kun
hvis b eller c er lige. Antag, afp er ulige. Sa er 2 invertibellf,; modulo p kan vi derfor
omskrive kongruensen til falgende ligning,.

(z— 5)2 — (5)2 +c=0, eler (2z—b?%=D.

| F, har den sidste ligning gjensynlig én lgsning, hyisD. Hvis p { D, har den sidste
ligning, og altsa kongruensen (10.10.2), Igsninger, hgikun hvis(%) =1.
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Seetning. Antag, at den kvadratisk talririg[] er et UFD. Da har den diofantiske ligning
(10.10.1)med et ulige primtap lasninger, hvis og kun hvig | D eller (%) =1. Den sidste

betingelse er opfyldt, hvis og kun hb(l%) = 1, og specielt geelder, at eventuel lasbarhed af
ligningen kun afthaenger af restklassermpahoduloD.

Bevis.Den farste del af pastanden er vist ovenfor, den sidste tiifamiddelbart af Reci-
procitetsseetningen. a

(10.11) Bemaerkning. Lasninger(x, y) til ligningen x2 — bxy + cy? = +p svarer il
fremstillingerp = £/, hvorm = x + y&. Dap er et primtal, ma en sadan fremstilling
nadvendigvis vaere en primoplasning[i] af tallet p. Ligningen har altsa i almindelighed
flere lgsninger, svarende til at man i primoplasningen kabyitar og =’ og multiplicere
7 med en enhed (og’ med den konjugerede enhedjfié]. Enhederne Z[&] bestemmes
som bekendt ved at lgse den diofantiske ligning,

u? — buv + cv? = £1; (10.11.1)

heltalslgsninge(u, v) svarer til enhedes = u + vé € Z[£].

Ligningen (10.10.1) er i en vis forstand to ligninger, negrédn ligning, hvor hgjresiden er
+p 0g én, hvor hgjresiden efp; at (10.10.1) geelder, betyder at en af disse to ligninger er
opfyldt. Tilsvarende svarer (10.11.1) til to ligninger.

| detimagineere tilfeeldedvs hvisD < 0, erx? — bxy + cy? = N(x + y&) altid positiv.
| dette tilfeelde svarer (10.10.1) altsa til ligningen medrégiden+p, og (10.11.1) er kun
interessant med hgjresiderl. Yderligere er der kun 9 veerdier af diskriminantenfor
hvilke talringenZ[&] er et UFD, nemlig falgende:

-3, -4, -7, -8, —11, —19, —43, —67, —163

og det er altsa kun for disse 9 veerdierafat seetningen kan anvendes. Foe= —3 bestar
enhederne af de 6. enhedesrgdder/ice —4 er det de 4. enhedsrgdder, og far< —4 er
der kun de trivielle enhedsradded.

Fx folger det, svarende tld = —8, at de ulige primtal af formep = x2 + 2y netop er
de primtalp, for hvilke (£5) = 1, dvs atp er kongruent med 1 eller 3 modulo 8.

Og svarende tiD = —19 fglger det: primtallene af formem= x2 — xy + 5y? er netop
primtallenep for hvilke (£) = 1 (samt 19= 12— 1.2+ 5 22).

| detreelle tilfeeldealtsa hvisD > 0, er det mere kompliceret: Afdetoligningeri(10.10.1)
kan den ene, eller den anden, eller begge, veere opfyldtinggn (10.11.1), til bestemmelse
af enhederne Z[£], kaldesPell's ligning. Med hgjresident1 er det deregentlige Pell'ske
ligning; med hgjresiden-1 kaldes ligningen ogsa dekke-Pell'ske ligning Man kan vise,
at den egentlige Pell'ske ligning altid har uendelig mamgninger og at den ikke-Pell’'ske
ligning hare enten ingen eller uendelig mange lgsninger.

Hvis den ikke-Pell'ske ligning, dvs (10.11.1) med hgjresie-1, har lasninger, sa geelder,
at hvis en af ligningerne i (10.11.1) har lgsninger, sa havetme lgsninger. Hvis derimod
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den ikke-Pell’'ske ligning ikke har Igsninger, sa er det heijsaf ligningerne i (10.10.1), der
kan lgses.

Man ved ikke, om der er uendelig mange positive veerdieD dbr hvilke ringenZ[&]
er UFD. Det er ikke sveert at vise, at hvi§¢] er et UFD, sa maD veere kvadratfri som
diskriminant. De fagrste kvadratfri diskriminanter er fetgle:

5, 8,12 13 17, 21, 24, 28, 29, 33, 37, 40, 41, 44, 53, 56, 57,60, 61, . . .

og af dem er det kun talringene svarendéXi= 40 og D = 60, der ikke er UFD.

Fx ses, svarende tid = 8, at den ikke-Pell'ske ligning? — 2y2 = —1 har lgsninger, fx
(x,y) = (1, 1). Heraf fglger, at de ulige primtal, der kan skrives pa formem = x? — 2y?
netop er de primtap, for hvilke (§) = 1, dvs atp = +1 (mod 8, og det er de samme
primtal, der kan skrives p& formgn= —x2 + 2y2.

Og svarende tib = 12 fas: Den ikke-Pell'ske ligning? —3y? = —1 har ingen Igsninger.
En af ligningerent? — 3y2 = +p (og ikke begge) har lgsninger, hvis og kun h(ﬁ%) =1
(ellerp = 2, 3).

(10.12) Opgaver.

1. Bestem den manglende koordinatlgsningen angivet i (10.5).

2. Marker pa figuren i (10.6) punkterne svarende til primeler@eassocierede med

3. Vis for en enhed i Z[p], at ligningenx® + y3 = ¢ medx, y, z # 0 ikke har Igsninger
| Z[ p].

4. Vis, for et primtalp, at(lﬁz) =1, hvis og kun hvig = +£1 (mod 12. Bestem de farste 8

primtal p, der kan skrives pa formem = +(x? — 3y?). Ser du megnsteret pa fortegnet? Kan
du bevise, at det forholder sig sddan?

5. Antag, atp er et primtal medp = 5 (mod 8. Vis, at den kvadratiske talring[/2p]
ikke er et UFD. [Vink: kongruensen? — 2p = 0 (mod p) har Igsninger (nemlig = 0),
men (regn modulo 8) ligninger? — 2py? = +p har ingen Igsninger.]

6. Antag, atp ogq er ulige primtalmed = 1 (mod 4 og (g) = —1. Vis, atden kvadratiske
talring Z[ ./pq] ikke er et UFD. [Vink: Se pa ligningern? — pgy? = +p og pa kongruensen
x2 — pgy? = 4+ p modulop og modulog.]

7. *Bestem alle positive rationale lgsninget, y) til ligningenx” = y~.



