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Session 9-10.

Program. Den femte uge har overskrifteiSylows seetninger‘ pa basis af GRP8, men jeg
nar nok ogsa at definere, hvad en ring er. @velserne: Tirsdé&get det GRP5: 31, 32;
SYM3: 3,4,5,6,8,GRPS8: 1.

Og fredag 23/5 er deOBL ; SYM5: 1, 2; GRPS: 2, 3,4,5,7,8,10,12.

Bemaerk. Pensum er fastlagt (se hjemmesiden). Det afviger fra persidste ar ved at
SYM4 og SYM5 nu er udgaet af pensum. Bemeaerk ogsa, at den tdniiglee opgave nu
ligger pa nettet. Du kan finde opgaven, og naermere oplysnomgelen, fra hjemmesiden.

Nggleord: Ortogonal afbildning, drejning om punkt og om linie, spagj egentlig og ue-
gentlig flytning, translation, skruning, drejespejlindidgspejling, translatere nulpunktet,
tyngdepunktet, symmetrigruppe, Hexaedergruppen, O&tgaappen, Tetraedergruppen.

Kommentar. Syllows seetninger er nogle fundamentale resultater omrgngeper i en
endelig gruppes. De anvendes bl.a. til at klassificere endelige grupper.itkb@RP8 er
kursorisk, s& ved eksamen kraeves ikke kendskab til beigaran der kraeves kendskab til
anvendelserne).

Antag, atG har ordenn, og betragt en primoplgsning = ---p”-... En Sylowp-
undergruppe af; (hvor p altsa er en primdivisori) er en undergruppe af orderi. Sylows
saetninger siger lidt lgst, at sddan nogen findes og at dergée begraensninger pa antallet
af dem.

En gruppeG # {e} ersimpe| hvis de eneste normale undergruppér ér de to trivielle.
Fx er den cykliske gruppe Caf primtalsorderp en simpel gruppe.

Lad N veere en normal undergruppé&i(herfor skrives ofteV < G), og ladQ .= G/N
veere kvotientgruppen. Gruppéhkan da opfattes sopgsammenklistret” af gruppern€é og
Q i falgende forstand: Elementerpe Q er sideklasser modull, sa for hveryy € Q kan vi
teenke os valgt en repreesentant G. Herefter elG den disjunkte forening af sideklasserne
sq N, og hvertelemerg € G kan altsé skrivg = s,n, med entydigt bestemtee Q,n € N.
Som meengde kan vi altsa identificeté: = Q x N. Sammenklistringen bestar i hvordan
multiplikationen iG er bestemt ud fra multiplikationerN og i Q. Hvis G ikke er simpel,
har G en ikke-triviel normal undergrupp®, og G kan,nedbrydes" tilN og Q som begge
har mindre orden end'. Hvis N og/eller Q ikke er simple kan de yderligere nedbrydes. |
denne Igse forstand er de simple grupper dem, der ikke kaoryokek yderligere, og de er
byggestenene for alle grupper: en endelig grugpkan opfattes som opbygget af simple
grupper. Lidt mere preecist: Der findes g@ede” af normale undergrupper,

{1} = Ng<N1<xNz<---<N, =G,

hvor de successive kvotientdk /N;_1 er simple grupper. For de symmetriske gruppgr S
for n = 2, 3, 4 far vi kaederne,
I} « S, {1} <Az S, {1} <«C <V ahAg <8y

~——— S—— S—\—— —— Sm—— S S——
Cy C3 Co C Cz Cs C2

hvor de successive kvotienter, som antydet, er cyklisker@érer 2 og 3. Det er faktisk
eksistensen af disse kaeder, hvis successive kvotienterkbske grupper, der sikrer, at
rgdderne i polynomier af grad = 2, 3, 4 kan udtrykkes ved kvadrat- og kubikrgdder af
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udtryk i polynomiets koefficienter. Det er dybtliggendedat tilsvarende resultdtkegaelder
for polynomier af graa > 5 (Abel's seetning); det bygger afgarende pa, asAer en simpel

gruppe.

Kuglerne.

e Det er ikke helt oplagt, klassifikationenen af flytninger i planen og rummet, hvartan
skal medregne den identiske afbildning id. Man kan opfaitesam en translation med
translationsvektor 0 (og sa kan man tale gmppenaf alle translationer), eller — for en given
linie i rummet — som en drejning med vinklen 0 omkring lini@g (s& kan man fx tale om
gruppenaf drejninger omkring linien). Eller: Man kan haevde, at idgad sin egen lille
klasse, og sa er klasserne disjunkte (hvad klasser i engklalisg i hvert fald bar veere).

e Det er nemt at bestemme fixpunkfer, en flytning f(x) = Ax + b, der har fixpunkter.
Ligningen f (x) = x, altsdAx + b = x, er jo blot et lineaert ligningssystenil — A)x = b,
hvor 1 er enhedsmatricen.

e Symmetrigrupperbetegnet EK), for en punktmeengd& < R” bestar af de flytninger i

g € E(n), som opfylderg(K) = K, og E"(K) € E(K) bestar af de egentlige flytninger.
Forn = 2: Hvis K = hjgrnerne i en regulagrkant, sa er EK) = diedergruppen pog

E*(K) er undergruppeq; af drejninger. Der er ikke andre endelige undergrupper(@f.E
Forn = 3: Det let at beskrive de endelige undergrupperafd. De vigtigste er dieder-

grupperne R (symmetrigruppen for en reguldekant som en 2-side), og symmetrigrupperne

for et tetraeder (en 4-side), et heksaeder (en 6-side), dgdetkaeder (en 12-side).

e Sylowp-undergrupper af5, hvor p er et primtal, er undergrupper hvis orden er den stgrst
mulige potens ap, der gar op i ordenen af.

e Sylow’s seetningerLad Sy}, vaere maengden af Sylop~undergrupper af en given gruppe
G. Da geelder: (1) Syl, # ¢. (2) Hvis S', S € Syl,, sé findeg € G s&S’ = gSg~1. (3)
Antallet|Syl,| er= 1 (mod p) og divisor i|G|. (4) |Syl,| = 1, hvis og kun hvis en af
Sylow-p-undergrupperne er normal.

Pastand (4) er en let konsekvens af de gvrige.

e Gruppen er produkteaf sine Sylowundergruppes = S1 x --- x S,, hvis der for hver
primdivsorp; i G’s orden kun findes én Sylow:-undergruppses; .

e Smagrupper.Sylow’s saetninger er vigtige redskaber i klassifikatiorfeenaelige grupper.
Du kan fx udvide din helt egen liste over smagrupper ved ajdfalgendef ogq er primtal):
(1) Hvis |G| = gp medq < pogp # 1 (modgq), sd erG = Cgp,.
(2) Hvis |G| = 2p, sa er entel = Cy,, ellerG = D,,.
(3) Hvis|G| = p?, sd erenteis = C 2 ellerG = C,, x C,.
(Det sidste har naturligvis intet med Sylow’s seetningenatd
Hvornar var det nu det var? Niels Henrik Abel 1802-1829, Peter Ludwijdell Sylow
1832-1918.

Pa sigt Den sjette uge har overskriftgiRing, polynomier, radder, pa basis af RNG1 og
POL1-2. @velserne: Tirsdag 27/5 er det GRP8: 9, 11, 13, IG*RNG1: 1,2,5.
Og fredag 30/5 er det RNGE, 3, 6,12, 13, 16, 18; POL1: 1, 2, 3,



