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Session 7-8.

Program. Den fierde uge har overskriftefBymmetrier* pa basis af SYM1-3 og SYM4-6
(kursorisk). @velserne: Tirsdag 13/5 er det GRP7: 15,1721822; SYM1: 1,2, 3.
Og fredag 16/5 er det GRP14, 23, 24*, 27; SYM1: 6; SYM2: 1, 23; SYM3: 1, 2.
Bemaerk, at ugen med symmetrier er teenkt som et afslappetetengzzo midt i den
abstrakte teori for grupper. Maske er vi ngdt til at gare &etipunkt om gruppers virkning
feerdigt.

Nggleord: Virkning af gruppeG pa maengdé, repreesentatio — Perm(X), triviel virk-
ning, invariant (eller stabil) delmaengde, restriktion akring, virkning padF = F¥, trans-
lation, Cayley’s Seetning,/-aekvivalens, ban&.x, baneleengde, baneruky G, fixpunkts-
maengdeX ¢ for g, isotropigruppeG, for x, fixpuntksmaengd& ¢ for virkning, p-gruppe,
Baneformlen, Klasseformlen, konjugering, centrum, cdisator, konjugerede permutatio-
ner, Burnside’s Formel, Polya’s Formel, farvelaegning, stemn

Kommentar. Whops!, — s var der fortviviende mange nggleord.

Det er vigtigt at forsta anvendelsen af gruppevirkningenpastre: Her fortolke¥ som en
maengde af pladser. For en given maengdaf farver) fortolkes afbildningep: X — F som
farveleegningeaf X, idet veerdienp(x) € F forteeller, hvilken farve der er lagt pa pladsen
x. GruppenG virker p& maengderFX af farvelaegninger, ide¢.¢ er den farvelsegning,
der bestemmes ved, at farven péa pladsdlyttes hen pa pladseg.x, altsa ved ligningen
(g.9)(g.x) = ¢(x). Banerne, der ogsa kaldesanstrebestar af farveleegninger, der i en vis
forstand er ens. Det er vigtigt at kunne bestemme antalfatatlaegninger, der er invariante
under et givet gruppeelement

Fx kan X veere de 64 pladser i en>88 matrix (et skakbreet) o = {C1, B} kan veere
maengden med to farver. En afbildnigg X — F forteeller hvilke af de to farver, der
er lagt pa hver af de 64 felter. Gruppen, der virker pa skakbtsefelter, kan naturligt
veere Diedergruppenaf orden 8. Et skakbraet-mgnster er hereftebaneaf sekvivalente
farvelaegninger, og antallet af baner er antallet af fotglemanstre pa skakbraettet. Antag fx,
atg er spejlingen i en given diagonal. En farveleegning invdrnigmierg kan have vilkarlige
farver pa de 8 felter i diagonalen, men hvert af(6d — 8)/2 = 28 felter over diagonalen
skal have samme farve som sit spejlbillede under diagon&lener derfor ialt 8728 = 236
farvelaegninger invariante undgr

Kommentar. Ortogonale afbildninger (definitionen regnes for velk@rgfiiller en vigtig
rolle i planens og rummets geometri. De indgar i flytningey,dermed i symmetrigrup-
perne for de ting, der omgiver os. SYM1 indeholder besks®elaf den ortogonale gruppe
O(n) = O,(R). Denspecielle ortogonale grupg@* (n) = SO, (R) er undergruppen af @)
bestaende af matricer med determinant 1. Den beskriverieeteringsbevarende, ortogo-
nale afbildninger. Fot = 2 er det drejninger omkring omkring origo (nulvektoren). §kal
ogsa kende hovedresultatet foe= 3:

De ortogonale, orienteringsbevarende afbildniriger R3 er netop drejningerne om-
kring akser(linier) gennem origo.

Det er klart, at de beskrevne afbildninger er ortogonals (eheaere og afstandsbevarende),
men det er slet ikke klart, at der ikke kan vaere andre. HvisfaaR?3 farst drejer en vinked
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omkring én akse, og derefter en vinkebmkring en anden akse, sa er resultatet selvfalgelig
en ortogonal afbildning, og dermed, ifalge hovedresuit&te drejning omkring en (tredie)
akse; det er da ikke sa oplagt, vel?

De ortogonale afbildninger er de linezere isometri@’afmen man kan betragte vilkarlige
isometrier afR”, ogsa kaldeflytninger Fx er en translationen— x + b (med en fast vektor
b) gjensynlig en flytning. Det er et hovedresultat, at der igkandre flytninger, end dem
man lige kan finde pa i farten, nemlig afbildninger af formen> Ax + b medA € O, (R).

Nar man skal beskrive flytninger, kan det af og til betale sidlgtte origo“, dvs beskrive
punkterx € R” set ud fra et fast valgt stastedred derestedvektor — u.

Det er lidt teknisk, at efter et sddant skift af stasted kan amage at flytningen har formen
x — Ax + b, med det ekstra krav atb = b. Og det er grundlaget for den geometriske
klassifikation af alle flytninger i planem (= 2) og i rummet ¢ = 3).

Det hgrer med til almindelig dannelse at vide, at enhver kndeuppeG af flytninger
har et faelles fixpunkt; med dette fixpunkt som origo er afis& O, (R). Endelig skal man
da kende de endelig undergrupper af(S9Q de fremkommer som symmetrigrupper for de
reguleere polyedre.

Blandt de uendelige undergrupper af flytninger i planen es&kaldte tapetgrupper. Selv
om det ikke hgrer med til pensum neaevner jeg dem lige, og denddaeet par opgaver i
SYM5.

Kuglerne.
e Burnside’s formel.#(banerx |X/G| = |G|~1 Zg | X8].

e Polya’s formel. #(manstrex |F/G| = |G|1 Zg |F|"¢, hvormg er antallet af cykler i
permutationeigx, dvs permutationen & bestemt ve@. Her erX en endelig meengde (af
pladser)F en endelig meengde (af farver), og maengfiea FX, af afbildningerp: X — F,
opfattes som maengden af farvninger af pladserne.

e De eneste endeligendergrupper af @) er diedergrupperne,[bg de cykliske undergrupper
C,.

e Isometrierneaf R” er netop afbildningerne af formen— Ax + b, hvor A € O(n). Den
kaldesegentlig hvisA € SO(n); intuitivt svarer det til at flytningen er orienteringsbesade.

e | planenR? er en egentlig flytning enten (1) en translation eller (2) exjrdng omkring et
punkt.
En uegentlig flytning er enten (1) en spejling i en linie e(®yen glidespejling.

e | rummetR3 er en egentlig flytning enten (1) en translation, eller (2pegjning omkring
en linie, eller (3) en skruning (dvs en en drejning om en ligierfulgt af en translation i
liniens retning).

Hvornar var det nu det var? William Burnside 1852-1927, George Pb§gv—1985.

Pa sigt Den femte uge er overskriftefBylow’s saetninger pa basis af GRP8 (kursorisk).
@velserne: Tirsdag 20/5 er det GRP5: 31, 32; SYM3: 3,4, 5, 6RPS8: 1.
Og fredag 23/5 er deOBL ; SYM5: 1, 2; GRPS8: 2, 3,4,5,7, 8, 10, 12.
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