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Facitliste til eksamensopgaver

Facit til de farste 14 opgaveseet er blevet til paa basis afsIBnRasmusssens facitliste.
Han regnede stagrstedelen af opgaverne, medens han futgét lag har siden som instruktor
hjulpet med at komplettere listen og rette fejl i den. Listaheholder facit til mere end 200
opgaver, og den eendres lgbende, saa den er naeppe uden fejl.

Bemeerk, at de facitter, der star pa listen, neealdrig er tilstreekkeligt svar pa opgaven.

Sommer 1996

Co60, C2 x C130 09 Dr30.

Benyt at G ikke indeholder elementer af orden 6 (betragt de mulige ltyer).
f(x) er reducibel R[ X].

f(x) erirreducibel IQ[ X].

f(x) er reducibel Zs[ X].

ot =(13)(2456 0970 =(12(3456,sd|ot| = |to| = 4.

(123124 = (13)(24).

45.

Benyt at elementer af samme cykeltype soma tilhgre den mindste normale under-
gruppe af §indeholdende, og benyt sa at 3-cyklerneSk frembringer As.

10. 144 0gC(0) = (o).

11. Benyt Sylows seetninger (268 2 - 5. 13).

12. 50 = —i(1+i)?(2+ )22 — i),

13. 198.

14. x + 1.

15. Benyt atg(x) t f(x) indenforZy[ X].

©CoOoNoOA~WNE

Vinter 1996-97
1. Cy40, Co x C79, D79 0g Go x D7.
2. (D) og (D%, S).
3. f(x) erreducibel R[X].
4. f(x) erirreducibel Q[ X].
5. f(x) erirreducibel iZs[ X].
6. 0t = (12345067 0gto =(12346(57),sd|o1| = |to| = 10.
7. Benyt atu er et produkt af disjunkte transpositioner.
8. 105.
9. 8,911, 13, 14 og 15.
10. 840 0gC(o) = (o).
11. Benyt Sylows seetninger (148 22 - 5. 7).
12. 1+i,1+2i og 1+4i erirreducible, og % 3i = (1+i)(2+i)0g 1+5i = (1+i)(3+2i).
13. 92.
14. g(x) erirreducibel iZo[ X] da det ikke har radderZ,, og at det er det eneste ses ved
eftersyn.
15. x* +x3 4+ x2+x+1,x* +x3+Logx* +x + 1.
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Sommer 1997

o =(153(264 ogsigno) = 1.

2341,

Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfyldaréirer den cykliske.
Vis og benyt at(g1, g2)| | n hvis og kun hvisg1|, |g2] | n.

1iC60, 15iA5,3iA4, 31iD300923iD3XD5.

Benyt at en cyklisk undergruppe af orden 4 kun kan indehotdggohger.

For f € X er(Ss)r = Sy x S4— hvork er antallet af elementef sender i 0.
5.398083.

Benyt Sylows seetninger.

. Benyt Sylows saetninger (888 2% - 5. 11).
. 6.

. f(x) erreducibel R[X].

. f(x) erirreducibel IQ[X].

. f(x) erreducibel iF>[ X].

11420 = (14202 —0)2

Vinter 1997-98

a = 29 og|[a]72| = 6.

sign(o) = 1 og 3.

id, (12(34),(123,(12(3456,(12345,(12(34(556709(1234567.

1120.

Benyt at nogle af grupperne er kommutative, og betragt eitongener for at vise resten.
Benyt at en undergruppe isomorf med Kleins Vierer-gruppénudéholde drejninger.
Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfyldevdirer den cykliske.
(S)a.1.00 = {id. (12), (34), (12(34)} 09 (0,0, 1, 2).

Benyt Sylows seetninger.

. 105918450471.

x12 — 10 er irreducibel Q[ X].

C(XZ+ X+ )2

. 10.

.24 +/=7|1464/—7 09 2+ +/—7 har kun de trivielle divisoret-1 og+(2 + +/—7).
.1,2096.

Sommer 1998

o b~

. a =77 0g|[a]180] = 12.
. Benyt afbildningen pa elementet.
. Hvis o betegner permutationen, sécer= (05(1892(3476), |o| = 4 og sigro) =

-1

. 240.

12.
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Benyt Sylows seetninger.

Benyt Sylows seetninger.

Vis konkret at de kommutative grupper ikke indeholder 8 edatar af orden 24.
30.

. 36.

. Betragt primringen folL.

. f(x) erreducibel R[X].
. f(x) erirreducibel Q[ X].
. f(x) har ikke en rod iy 7.
. 216.

Vinter 1998-99

a = 31 og|[a]100l = 10.

Benyt at elementer af orden stgrre end 2 optreeder i par.

Hvis o betegner permutationen, sécet= (02641957, |o| = 4 og sigrio) = 1.
315.

68.

Benyt Sylows seetninger.

Benyt Sylows seetninger.

72.

108.

. Betragt primringen folL.

. f(x) erreducibel R[ X].

. f(x) erirreducibel IQ[ X].

Cfx) =P+ D%+ x+2).

. N(16+ 15/) =481= 13- 37 0g 16+ 15 = (3+ 2i)(6+i).
. 192.

Sommer 1999

1.
. o199=(1432(576).
. Hvis o betegner permutationen, sécet= (03)(1476923(58), |o| = 6 0g Signo) =

[2] 35| = 60.

-1.

Der findes elementer af orden 154,3nen ikke i § (og enhver gruppe af orden 15 er
cyklisk).

105i S ogingeni As.

Benyt at en undergruppe af ulige orden ikke kan indeholdgisger.

Benyt at et element af orden 2 er sin egen invers.

p+1

Bestem ordenen af en Sylow-3-undergruppe.

. 120.
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11
12
13
14
15

. Benyt atz errod ix® — 1.

. f(x) erreducibel R[X].

. f(x) erirreducibel Q[ X].

L f(x) = (x2 4 2)(x% + 3).

.N(12+5/=7) =319=11-2909 12+ 5/-7 = 2 — /=7 (-1+ 2/-7).

Vinter 1999-00

[2] 1990 = [1000k 099

[2] 495 = 60.

Vis atx — x2 er en permutation &£ /10.

102000 = 3, 143! 0g sign(c2%%9) = 1.

143.

Benyt at en undergruppes orden er divisor i gruppens orden.
1999.

100QN.

Benyt Noethers 1. Isomorfisaetning.

. Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfylderéme er den cykliske.
. 30.

. f(x) erreducibel R[X].

. f(x) erirreducibel iQ[ X].
. Benyt vinket.
. (1872 704).

Sommer 2000

. |[2]693| = 30.
.ot = (123456789, to = (12346(5789, tot ! = (1234673, |ot| =

|to| = 20, |tot | = 6 og signo ) = sign(to) = sign(tot 1) = —1.

. Betragt de mulige cykeltyper.

. Benyt at nogle af grupperne er kommutative, og betragt edonéener for at vise resten.
. Vis og benyt vinket ved at vise at| ¢(1) for alle naturlige tah.

. Sylow-2-undergrupper har orden 64, Sylow-3-undergrugpser orden 81, Sylow-5-

undergrupper har orden 5 og Sylow-7-undergrupper har ofden

. Benyt Sylows saetninger.
.C3XC3XC7XC7XC11,C3XC3><C11XC49C7><C7XC9XC1109(:9XC11XC49.
. 192700.

. Benyt RNG (6.14).

. Benyt RNG (6.14).

. 380= —19(1 + )2 +i)(2—i).

. f(x) erreducibel R[ X].

. f(x) erirreducibel IQ[ X].

. f(x) erreducibel iF3[ X].
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Vinter 2000-01
1. Benyt at(Z/189* ~ (Z/7)* x (Z/27)*.
2. po =(12349,01 = (34567, 70 = (123 (567, |po| = |ot| =5, |tp| = 309
sign(po) = sign(ot) = sign(tp) = 1.
0%°=(165432.
1623,
Vis at Dg 0g A4 ikke er isomorfe ved at betragte elementordener.
Benyt at en frembringer for £afbildes pa enten 1 eller1.
Sylow-2-undergrupper har orden 8 og Sylow-3-undergruppeorden 3.
Bestem ordenerne af Sylop~undergrupperne i 509 S, 1.
Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfyldevdirer den cykliske.
. 252375.
.3, 7, 11 og 8+ 3i er primelementer, og 2= —i(1+ )%, 5 = 2+ i)(2 — i) og
13=(2+3i)(2— 3i).
12. 31= (74 3v/2)(7 - 3V2).
13. x® — 26 er irreducibel Q[ X].
14. Vis at f(x) ikke har radder Fs.
15. g(x) = f(x)(x3 + x% 4+ 2x + 1).

POOXONO O AW

[

Sommer 2001

1. Benyt at(Z/44)* ~ (Z/4)* x (Z/11)*.
2.0 =(12453, |0] =5, 0gsigno) = 1.
3. 5! og signt) = 1.

4. 21Cgp, 81 A4 xCs,2iD3p0g2iD3x Ds.
5. Benyt atQ ikke er cyklisk.
6. Co x Cox Co x Cy, szC4><C7og G x Cs.
7. Benyt Sylows saetninger.
8. Sylow-2-undergrupper har orden 16, Sylow-3-undergrupy@@rorden 9 og Sylow-5-

undergrupper har orden 5.
9. 352.
10. 4+ 37, 5+ 47 0g 6+ 57.
11. Benyt RNG (6.14).
12. 4= (14 /=3)(1 — /=3).
13. x? + 1 er reducibel iC[ X] og irreducibel iR[ X].
14. Vis at g(x) ikke har rgdder Q.
15. Vis at badef (x) og g(x) har radder ifs.

Vinter 2001-02
1. |[11]630l = 6. _
2. 0203 = (23), 020304 = (134), |o203] = 2, |og0304] = 3, signoz03) = —1 0g
sign(op0304) = 1.
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1,2,3,4,5096.

110, 1821 1622 1641 1423 142141 1224 122241 1242, 25, 2341 og 2142,

S3 >~ D309 G x Cg >~ Cs5 x Cy x C3 >~ C3 x Cqp.

Fx fordi D12 x Cs har 13 elementer af orden 2 og &ar 9.

p > 2.

Af de to abelske grupper af orden 234 er der kun én, der haeetezit af orden 18 (eller

af orden 9).

9. (5% + 4.5 +2.52 + 1.5% + 4.5% 1 4.5%) /16 (= 25.395).

10. Brug, at N1+ yt) = 14+ y — y2. Fxfas N1 +at) = £1fxfora =0, 1, —1, 2. Fx,
forb = —2,3er N(1+ bt) = —5 = £primtal, sa 1- 2r og 1+ 37 er primelementer;
tilsvarende med = —3,4, 09—4,5, 0g—5,6,09—-6, 7. Fx, forc = —7,8 er N(1 +
ct) = —55= —5.11, s& 1- 7t og 1+ 87 er hverken en enhed eller et primelement.

11. 73= (1 + 3/-8)(1 — 3/-8).

12. 309 7.

13. Undersgg om polynomierne har raddék i

14. g(x) er reducibel R[ X].

15. g(x) er reducibel iF>[ X].

©ONoO G AW

Sommer 2002

1. |[31]210l = 6.

2.0 =(123(4567%89), |c| =12 og sigrio) = 1.

3. FXxo =(12345(6789,t =(12(345(6 78910 ellert =(123(456 78910.
4.1,2,3,4,6,7,12, 14, 21, 28, 42 og 84.

5. Betragt elementordener. Fx: har 8 elementer af orden 3 dg har 2.

6. G abelsk medG|=140= 4.5-7 giverG = C> x Co x C5 x CyellerG = C4 x C5 x Cy,

og den fagrste er udelukket, idgtl = 20 medfarer, aG har et element af orden 4.
Hvis ¢ var injektiv, ville 60< 30.
Sylow-11-undergruppen er normal, thi modulo 11 ee2, 7= 7, 13= 2, 27 = 3,
2.13=4,713=3,27-13=6.
9. Eisenstein anvendt pa en vilkarlig af primdivisorernef211, 13) i 2002.
10. X2002_ 2002 er reducibel R[X].
11. x1936_ 1936= (X968 _ 44)(X 968 + 44) er reducibel iQ[ X].
12. D(¢) = —8 0g N(x + y&) = x2 + 2y2.
13. 13+ 10 = (1 — 2&)(—3 + 4%).
14. 1+ & og 1+ 3¢.
15. N(21+ 6£) = 513 0g 214 66 = (1 + &)(1 — &)%(1 + 3¢).

© ~

Vinter 2002-03
1. [[4]7] = 3, [[4]11] = 5, [[4]13] = 6 09|[4]1001] = 30.
2.0 =(12453, |o| =50gsigno) = 1.
3. Medo = (1234509t = (234567 er|ot| = 12. || = 30 er udelukket i &
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4. ¢([x]) = [x/123].
5. Antag, aty (1) =[], hvora # 0O; veelg et primtap medp 1 a, og vis, at [1%] ¢ V(7).

Slut heraf, aty (1) = 0, og videre, at/ (k) = O for allek € Z.
g* = (id, —id).

Fx fordi G men ikkeH har et element af orden 2 i centret.
Sylow-2003-undergruppen er normal.

X002 _ 2025= (x1001_ 45)(x 1001 45) er reducibel iQ[ X].

. X2002_ 2003 er reducibel R[ X].

. X2002_ 2003 er irreducibel Z[ X].

.D(&) = =3 0g N(x + y&) = x2 — xy + y2.
. £ 0g 1+ & er enheder.

. 1—& og 1+ 3¢ er primelementer.

N4+ 5¢) = 21, 4+ 56 = (1 — &)(1 + 3¢).

Sommer 2003

O

10.
11.

12.
13.
14.
15.

NooabkowdpE

30.

o =(01)(23456(789), type= 21315, orden= 30 og fortegn= —1.

15.

Cykeltyperne: 121, 1222 og 8. Antallet= 15+ 45+ 15+ 1 = 76.

Ja,o = (12)(34) eller(14)(23);ja, o = (13) eller(24); og nej.

Cg x Cy x Cs 09 G x Cg x Cs.

Fx fire af fglgende: @x Cis (1), Dg x Ci5 (5), Ag x Cyp eller D3 x Cyp (7), S x Cs
(9), Ds x C12(11), D12 x Cs5(13), Ds x C10(15), Dog x C3(21), D1g x Cg eller A4 x Ds
(23), 55(25), As x Co eller D15 x Ca (31), Ds x D5 = D1g x D3 (47), Dso (61), D3o x Co
(63),...

. En Sylow-7-undergruppe er normal; ikke tilsvarende foro8y{L9-undergrupperne.
. Homomorfien kan angives som+ z3, idet elementerne i § og Cig er komplekse

tal; eller somgi; > ¢7 (kan alternativt angives additivt: (mod 15 — 2i (mod 10);
eller som(x, y) — (x, 1) under identifikationen ¢ = Cs x C3 og Cig = Cs x Cp);
eller som G5 — Ci15/C3 = C5 — Cjyp under de naturlige inklusioné&rs c Cis5 0g
Cs C Cho.

2p)~ 2 + (p—1)-2+ p - 2PFD/2),

2002= —i(1+i)%2-7-11- (3+ 2i)(3 — 2i) 0og 2003 er et primelement. Antallene er
192 (eller 48 bortset fra associering) og 8 (eller 2 bortseassociering).

21 R, 2002 iC, 2002 iF>003 09 14 iF>o.

f erreducibel R[ X].

f erirreducibel iQ[ X].

f = (X2 — 44)(X? + 44) er reducibel iF>g0d X].

Vinter 2003/04

1.

55.
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2. 12.
3. (0)(1248(36129(510) (71413 1). Type 12143, Orden 4. Fortegn 1.
4. 216, 2136, 2231, 2232, 2431,
5. Benyt, aty ogy ! er konjugerede, fordi de har samme cykeltype,.
6. Co x C3 x Cp7 09 & x Cg x Ca.
7. Fxfire af: As, A4 x Cs, D3g = D15 x Co, D19 x C3, Dg x C5 = D3 x C1g, D3 x Ds.
8. Benyt Sylow’s seetninger, . .
9. 24.
10. Ordenen af billedet er 2. Med sign3S> Cy er §; — Cy — Cj et eksempel.
11. (2° + 6.2 4223 + 9.25)/18 = 46.
12. 5= (2+i)(2—i),5+i = (14+i)(3—2i), 5+ 2i =primelement, 5-3i = (1+i)(4—1i).
13. f erreducibel R[X].
14. f erirreducibel iQ[ X].
15. f = X+ 1iFi3[X], og f er reducibel, idet fx 2 er rod.
Sommer 2004
1. 166.
2. (03896102(14)(57); 2°7*; orden 14, sign= 1.
3.(14253,(14325, (14(25(3), (151243, (15324, (1524(3). De farste tre
er de lige af dem.
4, —
5. Der er 6 abelske grupper af orden 72, — med 56, 24, 14, 8, 6, tajrater af orden 6.
6. ¢(16) = 8, sd|(Z/16)*| = 8, svarende til restklasserne af3l5, 7,9, 11, 13, 15. Kva-
draterne er 19,9,1,1,9,9, 1, specielt 3 elementer af orden 2. Det udelukkegrog
Co x Cy x Cy, tilbage bliver mulighedeZ/16)* = C4 x Co.
7. S, x 3 C S5, bestédende af de permutationer, der stabilisgre?} og {3, 4, 5}; den har
orden 12. Banen bestar af alle 2-element-delmaengdeés.
8. #Syl, = 1,dall, 13 0g 113 erudelukket. Tilsvarende: #3yl= 1, #Syh3 = 1. Derfor
er G produktet af sine Sylow-undergrupper, og derniee- C7 x C11 x C13 = C1001.
9. SeetH = {o'7t/}. Brugot = to: Forst, dait/okt! = o/ tkr/*! er H stabil. Videre
ere=0%%c H. Ogforh =o't/ erh 1 =0c"t7/ € H.

Tilsvarende udggr produkter af potenser af 3 disjunkte Becyen undergruppe af
orden 5 = 125, isomorf med €x Cs x Cs. Tallet 5 forekommer 3 gange i primop-
lasningen af 15!, sa undergruppen er en Sylow-5-undergra@bis. Da Sylow-5-
undergrupperne parvis er konjugerede, er de specieltsalirarfe med den fundne.

10. |G| = 22-3-5 giver mulighederne,}, 10; derer 1iGo, 0g 4 i G x A4, 0g 10 i As.

11. (38 +2-3%2+ 1.3+ 235+ 2.3%) = 954.

12. (53— 12J/11)/(3 — 24/11) = 3 - 211, 09(3 — 2V11) /(4 — V/11) = —2 — /11, s&
(53— 12V/11) = (4 — V/11)%(—2 — V11)? [ogsd= (7 + 2+/11)?(13— 4/11)3].

13. Nej.

14. Ja, anvend Eisenstein g&X + 1) = X% + 4X3 + 18X? + 28X + 22 medp = 2.
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. (X—a)(X+a)(X —3/a)(X+3/a) = (X°—a®)(X?>—9/a®) = X*—(a®+9/a®) X?+9,
og altsé= f(X) netop ndu? + 9/a* = —12, dvs netop naf (a) = 0.

Vinter 2004-05

Ju
1

2.

~

10.
11.
12.

13.
14.
15.

ouhsw

1600; 400.
(13)(24568(79); 2°5%; 10; 1;(28654.
176.
1244, 2141,
16.
C125 x C31, Co5 x C5 x C31, C5 x C5 x Cs x Cay.
1672,
. f erreducibel R[X].
. f erirreducibel Q[ X].
. #rgdder= 10.
. 700.
. 430.
. 4% = 4096.
ni 2005
. 4.232=928. Stgrste orden 232.
15.6 = 90. C(o) bestar af de 8 permutationét 2)/(3456/ fori = 0,109 =
0,123
For S er ordenerne: 2= 16, ¥ = 9 og 5; for As erde: 2 =8, 3% = 9 0g 5.
Fx fordi Sylow-401-undergruppen er normal [Kraever begerisel.
Der er fem, nemlig: €x Cy x Cy x Cqg, Co x Cy x Cpg, C4 x Co0, Co x Cgg, Cgo. Al-
ternativ, som produkt af cykliske grupper af primtalsorgenG x Co x Co x Co x Cs,
C2><C2><C4><C5,C4><C4>(C5,C2>(C8><C5,C16XZC5.——
(3° + 6.3 +2.33 4+ 9.3%)/18.
. Restklasserne modulo 12 af 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10. Fx fordi kie ildgar en undergruppe,
da antallet af nuldelere, 8, ikke er divisor i 12 [Eller: da3 = 5 ikke er en nuldeler.]
. Restklasserne modulo 9 af 0, 30g 6. —
f er reducibel.
f erirreducibel (Eisenstein mgd= 5).
g=X+DX*-X+1(X*+X+1)og _ |
g=X+DX -3 -5V X - 3+ 5VX + 3 - 53X + 5 + 53
g=X-[2DX = [BD(X — [4D(X — [SDH(X — [6]).
{£1}.
Fx27 =1+ +/-13)(1 - V/-13.



