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Algl EO 1
11. august 2008

Matematik 2AL, vinteren 2002—03

Det er tilladt at skrive med blyant og benytte viskeleedenasdge skriften er leeselig, og
udviskninger foretages grundigt. Overstregning treekkke ned og anbefales ved stgrre
aendringer.

1. Bestemordenen af elementet [, 4 len multiplikative grupp€Z/n)*forn € {7, 11, 13}.
Bestem endvidere ordenen af [4d1i (Z/100D*. (1001=7-11-13.)
2. Bestem cykelfremstilling, orden og fortegn fer= (12)(123) (1234 (12345 € Ss.

3.Antag, ato, t € S har|o| = 5, og|r| = 6. Afgar, om|ot| = 12 kan forekomme.
Afgar, om|ot| = 30 kan forekomme.

4. Betragt de additive kvotientgruppgy 123 ogQ/Z. Bestem eimjektivgruppehomomorfi
¢:7/123— Q/Z.

5.Lady:Z — Q/Z veere en gruppehomomorfi. Begrundyaikke er surjektiv.

6. Bestem i grupper; Def D3 x Dg et elementg™, som ikke er det neutrale element,
saledes ag* kommuterer med alle elementer, dy$g = gg* for alle e G.

7.Bevis, atgruppern€ = D3 x Dg 0g H = A4 x D3 ikke erisomorfe. (Udnyt resultatet
i opgave 6.)

8. Begrund, at grupped ikke er simpel, hvi§G| = 6009. (2003 er et primtal!)
9. Afgar, om X 2992 _ 2025 er irreducibelt Q[ X ].

10. Afgar, om X2902 _ 2003 er irreducibelt R[ X ].
11. Afger, om X2992 _ 2003 er irreducibelt Z[ X ].

Def

| de sidste fire opgaver betragtes den kvadratiske talt[rig] medé — —% + @ som er

rodi X%+ X + 1 € Z[ X ]. RingenZ[ £ ] er UFD (og dette gnskes ikke uddybet).
12.Bestem diskriminanten &). Bestem normen i + y£), narx, y € Z.
13. Afgar hvilke af elementerng, 1+ £ og 1— &, der er enheder4[ £ ].
14. Afger hvilke af elementerne & &, 3 og 1+ 3¢, der er primelementer4| & .

15.Bestem normen Nl 4 5¢) samt primoplgsningen af-4 5¢ inden forZ[ £ .
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Matematik 2AL, sommeren 2003

| besvarelsen ma benyttes, at 221%62887-11, at 2002= 2.7-11.13, og at 2003 er et
primtal.

1.Bestem i gruppeiiZ/22176* ordenen af restklassen af 17.

2. Bestem cykeltype, orden og fortegn for permutatio23456(176)(189(107);
det er en permutation af de 10 cifreD)..., 9.

3. Bestem den stgrste mulige orden af en permutation i demalemde gruppe A

4. Bestem de mulige cykeltyper for permutationer af orden g ilvor mange permuta-
tionero i Sg opfylder, ato? = id?

5.Betragt 4-cykleny = (1234 i S4. Findes der en lige permutatieni S; saledes, at
oyo~1 =32 Findes der en ulige permutatioen S, séledes, at yo 1 = 33? Findes
der en permutation i S; séledes, atyo 1 = y2?

6. Angiv de kommutative grupper, der har orden 80 og preecisr@aher af orden 2.

7. Bestem 4 ikke-kommutative grupper af orden 120, for hvilkeaiene af elementer af
orden 2 er forskellige.

8.Vis, at en grupp& af orden ?-19° ikke kan veere simpel.

9.Lad ¢: Ci5 — Cjyp veere en ikke-triviel gruppehomomorfi. Vis, at kernen gohar
orden 3, og at billedet fap har orden 5. Vis, at der findes en sadan homomorfi.

10.Lad p veere et ulige primtal. Hvor mange perlekaeder mpegkrler kan der laves, nar
der er 2 farver perler at veelge mellem?

11.Bestem i Gauss' talring[i] primoplgsninger af tallene 2002 og 2003. Angiv for hvert
af disse to tal antallet af divisorer.

12.Hver koefficient i polynomietf = X2992_ 1 er Q 1 eller—1, og f kan opfattes som
polynomium iL[ X] for et vilkarligt legemeL. Hvor mange radder har polynomiet j
nar (@)L =R, (b) L = C, (c) L = Fog03 (d) L = F>9?

| de naeste tre opgaver betragtes polynonfiiet X* + 67.
13. Afgar, om f er irreducibel iIR[ X].
14. Afgar, om f er irreducibel iQ[ X].

15. Afgar, idet koefficienterne ¥ identificeres med deres restklasser modulo 2003,fom
er irreducibel iF>00qd X]. [Vink: 2003 — 67 er et kvadrattal.]



Algl EO 3
11. august 2008

Matematik 2AL, vinteren 2003—-04

| besvarelsen kan det vaere nyttigt at vide, at 6345312047, at 21 = 2048, at 2003 er et
primtal, og at 2002= 2.7-11-13.

1. Bestem i gruppeiiZ/63457%* ordenen af restklassen af 2.
2. Hvor mange elementer#,/2003* har orden 13?

3.ldetde 15tal 01, ..., 14 identificeres med deres restklasser modulo 15, bestegmmes
permutation af disse tal ved forskriftan— 2x (mod 15. Bestem cykelfremstilling,
type, orden og fortegn for denne permutation.

4. Angiv cykeltyperne for permutationer af orden 6 i den alezemde gruppe 4.

5.Lad y veere en given permutation j, SVis, at der altid findes permutationere S,,
som opfylder ligningeyo—1 = y 1. Vis, at ndro opfylder ligningen, sa vil ogséy
opfylde ligningen. Vis, at nay er en ulige permutation, sé er ligningen altid opfyldt
med en lige permutatios.

6. Angiv de kommutative grupper, der har orden 162 og indehigiceecis 8 elementer af
orden 3.

7.Bestem 4 ikke-kommutative grupper af orden 60, for hvilkeaene af elementer af
orden 2 er forskellige.

8.Vis, at en gruppe af order?d3 ikke kan veere simpel.

9. Om en gruppé&5 vides, at|G| = 60 og atG er simpel. Bestem antallet af elementer af
orden 5iG.

10.Lad ¢: S4 — Cjg veere en ikke-triviel gruppehomomorfi. Vis, at billedet fothar
orden 2 og at kernen far har orden 12. Vis, at der findes en sddan homomorfi.

11.Hvor mange perlekeeder med 9 perler kan der laves, nar deragveX fperler at veelge
mellem?

12.Bestem i Gauss' talring[i] primoplgsninger af tallene 5,5 i, 5+ 2i, og 5+ 3i.
| de naeste tre opgaver betragtes polynonfiiet X° + 2003.

13. Afgar, om f er irreducibel iIR[ X].

14. Afger, om f er irreducibel iQ[ X].

15. Afgar, idet koefficienterne f identificeres med deres restklasser modulo 13,foern
irreducibel i3] X].
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Matematik 2AL, sommeren 2004

Alle saedvanlige hjeelpemidler er tilladt ved besvarelsendet er tilladt at benytte blyant
ved indskrivningen. Opgaveseettet bestar af 15 opgavevadgtes ens ved bedgmmelsen. |
besvarelsen kan det vaere nyttigt at vide, at 2602%-3-167, og at 167 er et primtal.

1. Bestem den stgrste orden af et element i gruggg@004*.

2.ldettallene 01, 2, ..., 10 identificeres med deres restklasser modulo 11, bestesmmes
permutation af disse tal ved forskriften— x3+3 (mod 11). Bestem cykelfremstilling,
type, orden og fortegn for denne permutation.

3. Hvilke permutationer konjugeréfl 2) (34 5) overi(12 3)(45)7? Hvilke af dem er lige?

4. Gruppen $ kan opfattes som undergruppenSaf » bestaende af de permutationer, der
harn + 1 ogn + 2 som fikspunkt. Lad = (n+1n-+2) veere transpositionen, der
ombyttern + 1 ogn + 2. For hver permutatioa € S, seettes™ = o, hviso € A,, 0g
o* = ot ellers. Vis, at afbildningen +— o* er en injektiv homomorfi 5— A, 2.

5.Vis, at gruppenG = C4 x Cy x C3 x C3 er den eneste kommutative gruppe, der har
orden 72 og indeholder 24 elementer af orden 6.

6. Gruppen(Z/16)* er isomorf med et produkt af cykliske grupper. Angiv dettedurkt.

7.Gruppen § virker pd maengdefi, 2, 3, 4, 5}, og dermed ogsa pa maengderaf alle
delmaengder af denne maengde. Bestem under denne virknigig@&P3Isotropigruppen
for {1, 2}, og banen gennefi, 2}.

8. Vis, at der kun er én gruppe af orden¥1- 13.
9.Vis, at hviso ogt er disjunkte 5-cykler i s, s& udgar permutationerne af formein/

en undergruppe af orden 25. Vis, at Sylow-5-undergruppefig er isomorfe med
C5 X C5 X C5.

10.Lad m betegne antallet af Sylow-3-undergrupper i en gruppe afroGD. Bestem de
veerdier afm, der er mulige ifalge Sylow’s seaetninger. Giv for hver af disserdier af
m et eksempel pa en gruppe af orden 60 med prae@ylow-3-undergrupper.

11.Et kvadratisk mosaik-vindue opbygges ved at sammensaett® 3= 9 sma farvede
glaskvadrater. Hvor mange forskellige vinduer kan der legggar midterkvadratet skal
veere gult og hvert af de gvrige 8 kvadrater skal have en a¢faesrgd, gran eller bla.

12.Vis, i den kvadratiske talring[+/11], at tallet 3—- 2¢/11 er divisor i 53- 12,/11. Vis, at

tallet 3— 24/11 har en ikke-triviel divisor. [Vink: led blandt tal med mor5.] Bestem
en irreducibel oplgsning af 53 12/11.

| de naeste tre opgaver betragtes polynonfiiet X4 + 12X2 + 9.
13. Afgar, om £ (X) er irreducibel IR[ X].
14. Afgar, om £ (X) er irreducibel iQ[ X]. [Vink: kig pa polynomietf (X + 1).]
15.For et primtalp > 3 identificeres koefficienternefi med deres restklasser modylo
Vis, at hvis f i F, har roderu, sa harf fire redder iF,,, nemlig+a og +3¢7 1,

Inden mundtlig eksamen blev det beslutjet, 13 helt rigtigt besvarede opgaver regnes
for fuld besvarelse; i praksis foregar justeringen ved abd#rligst besvarede opgaver ikke
indgar i vurderingen.”
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Matematik 2AL, vinteren 2004—05

Alle saedvanlige hjeelpemidler er tilladt ved besvarelsendet er tilladt at benytte blyant
ved indskrivningen. Opgaveseettet bestar af 15 opgavevadgtes ens ved bedammelsen. |
besvarelsen kan det vaere nyttigt at vide, at 2802%.3-167, at 2005= 5.401, og at 167 og

401 er primtal.
1. Hvilken orden har gruppe¢?./2005*? Bestem den stgrste orden af et element i denne
gruppe.
2.1deto := (1234(1234567896789 gnskes bestemt cykelfremstilling, type, or-
den og fortegn fot. Bestem potensen?9%4,
3.Bestem det mindste naturlige talsdledes, at Aindeholder en permutation af orden
2004.

O© 00 N O O

.Bestem de mulige cykeltyper for de permutatiopei Sg, som opfylder, a2 har

cykeltypen £22, altsd er en dobbelttransposition.

. Hvor mange permutationer gkommuterer med dobbelttransposition@r®) (3 4)?

. Bestem de kommutative grupper af ordeév33..

.Vis, at en gruppe af order’31 ikke kan vaere simpel.

. Hvilken orden har Sylow-167-undergruppernb&?

.Betragt den kvadratiske talring = Z[+/7]. Vis, at tallene 2+ /7 er irreducible og

ikke associeredeR. Vis, at tallene 3t /7 er irreducible og associered® i

| de naeste tre opgaver betragtes polynonfiet X290+ 580.
10. Afgar, om f(X) er irreducibel IR X].
11. Afgar, om £ (X) er irreducibel iQ[ X].

12.1det koefficienterne if identificeres med deres restklasser modulo 401, kapfattes

som polynomium iF401[ X]. Vis, at restklassen af 2 modulo 401 er rod. Hvor mange
redder har polynomietlis01? [Vink: Vis, og udnyt, at for alle: € Fjy, era?910= 410

13.Lagkager, bestdende af 6 ens stykker, glaceres sadan,rastykie er ensfarvet. Der

er glasur af 4 forskellige farver. Hvor mange forskelliggkager findes der?

14.Hvor mange forskellige perlekeeder med 6 glasperler findgsnde der er perler af 4

forskellige farver?

15.Pa hvor mange mader kan man laegge aebleskiver af 4 forskigtiger i en aebleskive-

pande, nar det midterste af de 7 huller skal veere tomt?
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Matematik 2AL og Algebra 2, juni 2005

Alle seedvanlige hjeelpemidler er tilladt ved besvarelsgrdet er tilladt at benytte blyant ved
indskrivningen. Opgaveszettet bestar af 15 opgaver, detegaegs ved bedgmmelsen. Ved
besvarelsen kan det veere nyttigt at vide, at 1868 - 233, at 2005= 5 - 401, og at 233 og
401 er primtal.

1. Hvilken orden har gruppe(,/1864*? Angiv, med begrundelse, den stgrste orden af
et element i denne gruppe.

2. Betragt permutationess = (12)(3456 i Sg. Bestem antallet af mesl konjugerede
permutationer, og angiv centralisator€rv) for o.

3. Vis, at fglgende tre grupperip, C; x A4 0g & er parvis ikke-isomorfe.
4. Angiv ordenerne af Sylow-undergrupperne afgg Ag for de relevante primtagp.
5.Vis, at en gruppe af orden 2008&kke kan veere simpel.

6. Bestem alle kommutative grupper af orden 80. Afggr, medibetglse, om de to grupper
Co x C4009 & x Co x Cy er isomorfe.

7.Bestem antallet af perlekeeder med 9 perler og 3 farver pebet er tilstraekkeligt at
angive et eksplicit regneudtryk for dette antal.
For en kommutativ rin@R kaldes et element € R for ennuldeler, hvis der findes et element
b e R, medb # 0, sdab = 0.

8. Bestem nuldelerne i ringef/12, og vis, at de ikke udggar et ideal.

9. Bestem nuldelerne i ringefy/9. Vis, at hvis nuldelerne i en ring udger et ideal R sa
er dette ideal et primideal.
| de fglgende to opgaver betegnépolynomietX* + 180.

10. Afgar, med begrundelse, orfier irreducibel iIR[ X].

11. Afgar, med begrundelse, omfier irreducibel iQ[ X].

| de folgende to opgaver betegnepolynomietX® + X4 + X3+ X2 + X + 1. Det kan uden
bevis benyttes, atX — 1)(X° + X*+ X3+ X2+ X+ 1) = X6 — 1.

12.Skriv g som produkt af irreducible polynomiei[ X] og C[ X].

13. Skriv g som produkt af irreducible polynomiei;[ X], hvor IF7 betegner legemet med
7 elementer.

14.Bestem maengden af enheder i den kvadratiske talijrg—13].

15.Angiv, med begrundelse, to forskellige irreducible opiager af et element fra den
kvadratiske talringZ[+/—13].
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Matematik 2AL og Algebra 2, juni 2006

Alle saedvanlige hjeelpemidler er tilladt ved besvarelsendet er tilladt at benytte blyant
ved indskrivningen. Opgaveseettet bestar af 15 opgaveradgtes ens ved bedgmmelsen.
Ved besvarelsen kan det veere nyttigt at kende primoplgemeg2006= 2 - 17 - 59 og
1092=22.3.7-13.

1. Hvilken orden har gruppe¢?./2006*? Bestem den stgrste orden af et element i denne
gruppe.

2. Betragt diedergruppendgos  Angiv en normal, ikke-triviel undergruppe. Angiv en
undergruppe, der ikke er normal.

3. Betragt permutationets = (1)(23)(456) i gruppen 3. Bestem antallet af de med
konjugerede permutationer, og angiv centralisat@rén) for o.

4.Bestem antallet af kommutative grupper af orden 2006. Agikke-kommutative
grupper af orden 2006.

5. Angiv ordenen af en Sylow-5-undergruppeigh
6. Bestem antallet af elementer af orden 13 i en simpel gruppedain 1092.
7. Bestem antallet af undergrupper i den cykliske gruppsé-

8.Bestemdetal, dererorden afetelementd/16)*. Hvilke af grupperne g, C4 x C> 0g
Co x Cy x Cy er isomorfe medZ/16)*? Er gruppern€Z/16)* og (Z/15)* isomorfe?

9. Bestem antallet af perlekaeder med 10 perler udvalgt blagdiempaf 2 farver. Det er
tilstreekkeligt at angive et eksplicit regneudtryk for dieta

10.Et elementz i en kommutativ ringR kaldesnilpotent, hvis der findes et naturligt tal
saledes, at” = 0. Bestem de nilpotente elementé% i24.

«  11.Bestem i den kvadratiske talrit¥ /5] normen af de 4 tal 2 /5, 1+ 2v/5, 9— 4/5
0g+/5. Hvilke af de 4 tal er enheder? Hvilke er irreducible?

* 12.Bestem i den kvadratiske talrit®fi] primoplgsningen af tallet 2006.

| de falgende tre opgaver betragtes polynonfiet X2%97 + 2005.

13.@jensynlig harf den reelle rod: := — *°X/2005, s&f kan i R[X] skrives p& formen
f = (X —a)g medg € R[X]. Afgar, omg er irreducibel R[] X].

* 14. Afgar, om f er irreducibel iQ[ X].

15. Afgar, idet f’s koefficienter identificeres med deres restklasser motzildvor mange
regdderf har ilF;7.
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Algebra 1, juni 2007

Alle seedvanlige hjeelpemidler er tilladt ved besvarelsgrdet er tilladt at benytte blyant ved
indskrivningen. Opgaveszettet bestar af 15 opgaver, detegaegs ved bedgmmelsen. Ved
besvarelsen kan det vaere nyttigt at vide, at 2803 - 223, og at 223 er et primtal.

1. Angiv samtlige abelske grupper af orden 2007, og bestemvier &f dem antallet af
elementer af orden 3.

2. Angiv fremstillingen af(Z/385* som produkt af cykliske grupper af primtalspotens-
orden. (Vink: Udnyt, at 385=5-7-11.)

3. Vis, at grupperne &x Cg x C10, Cos0, D120 0g Cig x Sy er parvis ikke-isomorfe.
4. Bestem centrum i diedergruppem.D

5. Bestem samtlige permutationere Ss, sddan af1234 = 0(23450 1.

6. Angiv ordenerne af de ikke-trivielle Sylow-undergrupper i €x D3 x Az x Ss.
7.Vis, at en gruppe af orden 2007 ikke kan vaere simpel.

8. Et rektanguleert (men ikke kvadratisk) mosaikvindue oplaggyged at sammenseette
3 x 5 = 15 lige store, farvede glaskvadrater. Hvor mange forgkeNinduer kan der
bygges, nar der er 3 farver glas at vaelge imellem? Det er nakgite et eksplicit
regneudtryk for antallet.

9. Betragt for hvert element € 7Z/6 afbildningenf,: Z/6 — 7Z/6 givet vedf,(x) = ax.
Vis, at f, er en gruppehomomorfi. For hvilkee Z/6 er f, en gruppeisomorfi?

10.Lad G veere en gruppe, og lade G veere et element af endelig orden. Visg@t= |g?|,
hvis og kun hvigg| er ulige.

11.Betragt undergrupperne Z2g 47 i den additive grupp&.. Find indeks af 1Z i 47Z.
Angiv i 47 et element fra hver af sideklasserne modul@ .12

12.Et elementa i en ring R kaldesidempotent, hvis «> = a. Bestem de idempotente
elementer i ringei®/10.

13. Afger, om X2 + 2007 er irreducibel C[X].
14. Afgar, om X2 + 2007 er irreducibel R[X].

15. Afger, idet koefficienter identificeres med deres restidassodulo 11, om 3223 — 1
er irreducibel iF11[ X]. (Vink: Vis, og udnyt, at for aller € F}; era??® = 43)
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Algebra 1, juni 2008

Alle seedvanlige hjeelpemidler er tilladt ved besvarelsgrdet er tilladt at benytte blyant ved
indskrivningen. Opgaveszettet bestar af 15 opgaver, detegaegs ved bedgmmelsen. Ved
besvarelsen kan det vaere nyttigt at vide, at 2808 - 251, og at 251 er et primtal.

1. En permutation € S;s5har cykeltypen 45161, Bestem ordenen af. Bestem cykeltype
og orden af2098,

2.Betragt i § permutationerng = (123)(45)(6) ogy’ = (1)(23)(456). Hvor mange
permutationet € Sg opfylder, aty’ = oo ~1? Angiv en séddan permutation

3. Betragt undergrupper af de symmetriske grupgérc S, og K € S,,. Ggar rede for
at H x K naturligt kan opfattes som en undergruppe af,s Vis, at den symmetriske
gruppe $s5 har en undergruppe af orden 2008.

4. Betragt i den kommutative gruppe/20 afbildningeny: Z/20 — 7Z/20 bestemt ved
¢(x) = 6x. Vis, atg er en gruppehomomorfi. Bestem de restklasser modulo 20, der
udger kernen fop.

5. Angiv samtlige abelske grupper af orden 2008, og bestemvfer &f dem antallet af
elementer af orden 2.

6. Angiv fremstillingen af(Z/2008* som produkt af cykliske grupper af primtalspotens-
orden.

7.Vis, at grupperne g£x Cg x Ci1g, C12 x Cg0, D12 x Co9 0g Ag x Cyo er parvis ikke-
isomorfe.

8. Bestem samtlige grupper af ordener 359, 361, 362, og 365.
9. Angiv ordenen af Sylow-251-undergruppendggs x D20og xA200s
10.Bestem antallet af elementer af orden 7 i en simpel gruppedainol 68.

11.Et (primitivt) skakbreet produceres ved at malex® = 25 sma kvadrater sorte eller
hvide pa et kvadratisk traeplade. Hvor mange forskelligettierakan produceres? Det
er nok at angive et regneudtryk for antallet.

12.Betragt polynomieff = X* —a e L[X], hvor L er etlegemek > 1, oga # 0. Antag,
ata e Lerrodif. Vis,atg € L errodi f, hvis og kun hvigga—* er rod i X* — 1.

13.Hvor mange komplekse ra@dder har polynomyiet X299 _ 52 Hvor mange af dem er
reelle?
| de naeste to spargsmal betragtes polynorfiiet X2998— 5 ¢ F,51[ X], idet koefficienterne
identificeres med deres restklasser modulo 251.

14.Vis, at restklassen af 2 modulo 251 er rofl.i

15.Hvor mange ragdder haf i F,5:? [Det ma uden bevis benyttes, at i en cyklisk gruppe
C af ordenn (multiplikativt skrevet, med neutralt element 1) er argalif Igsninger til
ligningenx* = 1 medx e C lig med den starste faelles divisor fork.]



