ElmTal Lgse ender A.l

A. Appendix: Lagse ender.

(A.1). | dette appendix giver vi et bevis for Bertrand’s Postulagvnt i Kapitel 1. Som
naevnt falger Postulatet af en tilstraekkelig ngjagtig viirgdeaf primtalsfunktionem (x). |
forbindelse med primtallenes fordeling er der en reekkeahdrktioner, der spiller en vigtig
rolle, bl.a. falgende:

p(x)=) logp og Yx)= ) logp.

pP<x prsx

Den fagrste sum er over alle primtal< x, den anden over alle primtalspotengér < x. |
den farste sum er antallet af led lig medx), og hvert led er hgijst lig med log Altsa er
?(x) < mw(x)logx. Vurderinger afr (x) medfarer altsa vurderinger &f(x), og omvendt.
Det er ikke sa dybtliggende at vise, at

w(x)logx ~ 9 (x) ~ ¥ (x).

Primtalssaetningen er altsa aekvivalent med enhver afoskmesd (x) ~ x og ¥ (x) ~ x.
Af vurderingen i Kapitel 1 falger, at (n) < 3n for allen > 1. Den efterfalgende vurdering
er lidt bedre; vi vil bruge den i beviset for Bertrand’s Pdatu

(A.2) Seetning. For allen > 1 erv(n) < (2log n.

Bevis. Beviset, ganske parallelt til beviset for (1.5), forlgbedvfuldstaendig induktion efter
n. Uligheden er trivielt opfyldt for = 1.

Lad der nuveere giveten veerdi> 1, og antag, at uligheden geelder for alle mindre veerdier.
Seetk ;= | (n + 1)/2]. Specielter sa/2 < k < (n + 1)/2. Betragt binomialkoefficienten,

b'—( n )_ nn—1---(k+1)
S \n—-k) m-bm—-k-1)....2.1°

Dak + 1 > n — k, er faktorerne i teelleren er stgrre end faktorerne i neevnepecielt kan
primtallene blandt faktorerne i teelleren ikke forkorteshfigktorer fra neevneren. Derfor er
b delelig med produktet af disse primtal, og falgelig er dognindst lig med logaritmen til
produktet, dvs mindst lig me}’ log p, hvor summen er over primtallepemedk < p < n.
Den sidste sum er gjensynlig lig médn) — 9 (k). Altsa er

?(n) — 0 (k) < logb.

Videre erb, som en binomialkoeﬁicienterr(é) for n > 1, hgjst lig med 2-1. Under brug
af induktionsforudsaetningen far vi derfor, at

9 (n) = () — 9 k) + 9 (k) < log2" 1 + (2log Dk
<(m—1log2+ (2log2(n + 1)/2 = (2log 2n,

som gnsket. i
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(A.3) Bertand’s Postulat. For ethveriz > 1 findes et primtap medn < p < 2n.

Bevis. Ulighedenp < 2n ma naturligvis veere skarp, med mindre= 1 ogp = 2.

Af postulatet fremgar specielt, at hvig er detk’te primtal, sa erpr.1 < 2px. Den
sidste pastand er faktisk aekvivalent med Bertrand’s paistMere generelt er det let at se, at
hvisq1, g2, g3, . .. er en voksende fglge af primtal, der opfylder ulighedepng < 2¢; for
k=1,...,1—1,sagalder Bertrand’s Postulat for allemedq1/2 < n < g;. @jensynlig er
ulighedeng; 11 < 2¢; opfyldt for detk’te primtal i fglgen,

3,5,7,13, 23,43, 83,163 317,631

Derfor geelder Bertrand’s postulat for ale< 631.
Nu vises pastanden med et indirekte bevis. Antag, at dett foaterligt taln ikke findes
primtal p medn < p < 2n. Specielt er sa > 631. Betragt binomialkoefficienten,

b_(Zn)_ @2n)2n—-1)---(n+1)
N N nn—1)-.-2.1

n

Lad p veere en primdivisorh, og ladp"» veere den potens, der indgar i primoplgsningen af
Af antagelsen fglger, at ingen af faktorerne i teelleren ienal. Derfor erp < n. Yderligere
erp < %n Et primtalg med%n < g < n forekommer nemlig én gang blandt faktorerne
i neevneren, og i teelleren garkun op i faktoren 2. De to forekomster af forkortes mod
hinanden; derfor eb ikke delelig med;.

Altsd erp < %n for enhver primfaktop i b. Af (A.2) falger derfor:

Y logp < > logp =v(3n) < (3log2n. (A.3.1)

plb pé%n

Da p'r | b, felger det af (1.6), ap*» < 2n. Hvisv, > 2, sa erp? < 2n, og derfor er
p < /2n; specielt er der hgjsy2n primdivisorerp i b medv, > 2, og for hver af dem er
v, log p < log(2n). Derfor far vi vurderingen,

> vylogp < v2nlog(2n).

plb,vp>2

Af denne vurdering og (A.3.1) fas:

logh=>" logp+ Y w,logp < (3log2n+ v2nlog(2n). (A.3.2)
plb,vp=1 plb,vy>2

Pa den anden side giver binomialformlen:

22 ()@)+ ()
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hvor de to yderste binomialkoefficienter er slaet sammeh4il1 = 2. Der er 2 led pa
hgjesiden, o er det starste. Derfor e2< (2n)b, og altsa

(2log 2n < log(2n) + logb. (A.3.3)
Af (A.3.2) og (A.3.3) falger:
(2log2n — log(2n) < logh < (3109 2n + +/2nlog(2n). (A.3.4)
Den opnéede ulighed kan omskrives(§llog 2n < (1+ +/2n) log(2n), eller

1+ +/2n log(2n)
Vo 2n

De to breker p& hgjresiden er aftagende som funktionefadgn sidste for2 > ¢2). Vaerdien
p& hgjresiden, for > 631, er derfor mindre end veerdien foe= 512 = 2°. Altsé er

tlog2< (A.3.5)

1+2° 10log2 45
25 25— 1024

tlog2 < log 2
Men den ulighed er gjensynlig gal. Hermed er den sggte nmddgmaet, hvormed Bertrand’s
Postulat er bevist. a

(A.4) Seetning. For alle naturlige tah > 7 er (log2n < ¥ (n). AKkvivalent, hvid.CM (n)
betegner det mindste faelles multiplum af alle tallén2, .. ., n, sa er

2" <LCM(n) forn > 7. (A.4.1)

Bevis. (Efter [Nair].) Det mindste feelles multiplum LCM) er gjensynlig lig med produktet
af primtalspotenserng® < n med, for hvert primtalp, den stgrst mulige eksponeht
Alternativt er LCM(n) lig med produktet af primfaktorep, hvor hver faktorp medtages
én gang for hver potens™ med p™ < n. Med den alternative beskrivelse er det klart, at
log LCM(n) = vy (n). Derfor er de to anfarte uligheder aekvivalente.

Beviset for den sidste ulighed tager udgangspunkt i falgdadnel, for 1< k < n:

n—k
—k\ 1 1
S (") =
=0 r r+ (k)
For at vise formlen bemaerkes, at begge formlens sider er éd det bestemte integral
I = le"—l(l — x)"kdx: Atintegralet er lig med venstresiden f&s ved at anvende-bin
mialformlen p& faktoreril — x)"~* og sé integrere de fremkomne potenserAt integralet

er lig med hgjresiden ses ved gentagne partielle integrettiontegrer potenseri og diffe-
rentier potensefl — x)’.
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For at vise den anfarte ulighed bemaerkes, at alle naevnerik@a venstresiden er mindre
end eller lig med:. Derfor er alle neevnerne+ k divisorer i LCM(n). Multipliceres med
LCM(n), fas altsa et helt tal ud fra venstresiden, og derfor ogséalddjresiden. Det sidste
betyder, at naevneren pa hgjresiden er divisor i @Maltsa

k(Z) ’ LCM (). (A.4.2)

Relationen (A.4.2) medfarer falgende to relationerifor 1:
2k 2k
k(k)‘ LCM@2k+1) og (2k+ 1)(k>‘ LCM 2k + 1). (A.4.3)

Den farste relation i (A.4.3) fas nemlig ved at anvende (&.4nedn := 2k og udnytte,

at LCM(2k)| LCM 2k + 1). Den anden relation i (A.4.3) fas ved at anvende (A.4.2) med
n =2k + 1 ogk =k + 1; udnyt, attk + )(557) = 2k + 1)(3).
| de to relationer i (A.4.3) er de to faktoreiog 2 + 1 primiske. De to relationer medfarer

derfor falgende:

k(2k + 1) (2:) ( LCM 2k + 1). (A.4.4)

Gjensynlig er 2 = 3, (°%). | summen er der2+ 1 binomialkoefficiente(%) for i =

1

0,..., 2, og af dem e(%") den starste. Derfor eP2 < (2 + 1)(%). Relationen i (A.4.4)
medfarer derfor uligheden,

k2% < LCM(2k + 1). (A.4.5)

Heraf ses, fok > 2, at Z*t1 < LCM(2k + 1); uligheden (A.4.1) geelder derfor, nérer
ulige ogn > 5. Videre er LCM2k + 1) < LCM(2k + 2), sa af (A.4.5) falger, fok > 4, at
2%+2 < LCM(2k + 2); uligheden (A.4.1) geelder derfor, nder lige ogn > 10. | omradet
n > 7 mangler altsa kun uligheden for= 8. Her finder vi:

28-28.2.22.22<23.3.5.7=LCM(8),

hvormed ogsa den manglende ulighed er eftervist. a

(A.5) Opgaver.

1. Vis,aty(x) = ), |logx/logp| log p, og aty (x) < 7 (x)logx.

2. Geelder uligheden™< LCM(n) for n = 6? Vis, at ulighedem (n) > (log2)n/logn
geelder for naturlige tal > 4.

3. Brug Lemma (1.6) til at vise, at enhver binomialkoeﬁiciéb) er divisor i LCM(n), og
giv herved et simpelt bevis for (den svagere uligheéd}2(n + 1) LCM(n).
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4. Vis fglgende skeerpede form af Bertrand’s postulat: Foralle4 findes et primtapb med
n < p < 2n— 2. [Vink: Kig pa beviset i (A.3). For at vise den skeerpede fdom,sma“
veerdier af: kreeves en falge; af primtal medy; 11 < 29; — 2. En sadan falge er

5,7,11,19, 31, 59, 113 223 443 883

Det fremgar, at den skeerpede form geeldernfer 882. | et modeksempel ma der altsa geelde
n > 882, og specielt, at > 2°.

Kig nu pa de falgende argumenter i beviset for (A.3). De flesteendrede, meniteelleren
pab kan det forekomme, at+ 1 er et primtal. Det medfarer, at man til hgjresiden i (A.3.1)
ma leegge leddet Idg + 1). Det samme led skal herefter leegges til pa hgjresiden iZA®R)
(A.3.4), og til hgjresiden i (A.3.5) m& man leegge brekeg(n + 1))/(2n). Ogsa den sidste
brgk er aftagende som funktionaf Vurder den opad ved vaerdiend,20m kan vurderes
videre: (1og(2° + 1))/210 < (log 219) /210 = (10/1024 log 2. Med dette ekstra bidrag fas

den afsluttende ulighedilog 2 < 22 log 2; og det er stadig er en modstrid.]



