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Ekstra ugeopgaver

1. [GRP2: 16] *Lad k = k(o) veere tallet defineret i GRP(2.18.1), altsd som summen
k=73 (p—1m,(c) =n—m(o). Somnavntkan o skrives som produkt af k transpositioner.
Vis, at o ikke kan skrives som produkt af feerre end & transpositioner.

2. [TAL3: 17] Lad a, n veere to naturlige tal, og lad d veere den starste feelles divisor for a, n.
Der findes da fremstillinger d = xa — yn med hele tal x, y. Vis, at der er et entydigt valg af
x, y saledes, at 1 < x < n/d, og at der med dette valg geelder 0 < y < a/d.

3. Bestem cykelfremstillingenaf (123 ... n)---(1234)(123)(12).
4. *Bestem cykelfremstillingen af (12)(123)(1234)---(123 ... n).

5. For primtallene 5, 13 0g 17 har vi 5 = 22 + 12, 13 = 3% 4 22, 0g 17 = 4% + 1. Derimod
kan 7, 11 og 19 ikke skrives som en sum af to kvadrater. Prgv med nogle flere primtal, og
formuler en s&tning. *Bevis sa&tningen.

6. For hvilke n = 2,3, ..., 25 er gruppen af primiske restklasser (Z/n)* cyklisk? Prov
eventuelt med nogle flere veerdier af n, og formuler en sztning. *Bevis satningen.

7. Lad N vere en normal undergruppe af gruppen G. To sideklasser, A1 = g1 N 0g Ay =
g2 N, er specielt delmaengder af G. Produktet A1 A, har derfor to definitioner, i GRP(4.1) og
i GRP(4.15). Giver de to definitioner samme resultat?

8. Findes der 1.000.000 pa hinanden falgende ikke-kvadratfrie naturlige tal?
9. Bestem antallet af lasninger modulo # til kongruensen x? = 1.

10. [GRP1: 21] *Vis, at en ikke-tom mangde G med en associativ komposition “x’ er en
gruppe, hvis og kun hvis der for alle a, b € G gelder, at ligningernea xx =bogy*xa = b
har lgsninger x, y € G.

11. [TAL3: 16] Vis, for n > 3, at der er uendelig mange primtal p med p £ 1 (mod n).

12. [GRP4: 23] *Vis, at der findes uendelig mange primtal p med p = 1 (mod 4). [Vink:
kig pé& en primdivisor p i (2p1--- pr)> + 1, og anvend GRP(4.17) p& G := (Z/p)* og et
passende g.] (Dirichlet’s setning udsiger mere generelt, at nar (a, n) = 1, sa findes der
uendelig mange primtal p med p = a (mod n).)

13. Erdet muligtat dele en terning i 1992 terninger (naturligvis ikke alle af samme starrelse)?
[Kilde: Lettisk konkurrence — for 9. klasse! Jeg syntes, den var sveer!]

14. [GRP7: 22] For en undergruppe H af en endelig gruppe G virker G ved translation pa
maengden X = G/H af sideklasser. Bestem isotropigruppen for en given sideklasse x H.
Bestem kernen for den tilhgrende repraesentation G — Perm(G/H).

15. [GRP7: 23] Antag, at p er den mindste primdivisor i ordenen af G, og at H er en
undergruppe af index p. Vis, at H er normal.

16. [RNG1: 20] Kvaternion-enhederne 1, i, j, k tilhgrer ringen Mat,(C). Vis, at matricerne
af formen al + bi + cj + dKk, for reelle tal (a, b, ¢, d), udger en delring H af Mat,(C). Vis,
at H er et skaevlegeme.
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17. Vis det omvendte af Wilson’s satning, for n > 2: Hvis (n — 1)! = —1 (mod n), sd ern
et primtal. Hvad med det omvendte af Fermat’s satning?

18. [RNG6: 19] Lad & veere et (irrationalt) kvadratisk tal med diskriminant D. Vis, for et
ulige primtal p, at p er et primelementi Z[£], hvis og kun hvis D modulo p ikke er et kvadrat.

19. N&r n er primoplgst, n = p;*--- p,”, er det let at bestemme antallet af (positive)
divisorer i n: deter produktet (v +1) - - - (v, +1). Kan du finde en formel for summen o (n)
af divisorerne i n?

20. Ettal n kaldes fuldkomment, hvis n er lig med summen af sine divisorer, fraregnet n selv,
altsa hvis o (n) = 2n. Eksempler: 6 =1+2+30928 = 1+ 2+ 4+ 7 + 14. Vis (Euklid),
at hvis 2K — 1 er et primtal, s& er n = 2¥~1(2% — 1) fuldkomment. Vis omvendt (Euler), at
ethvert lige fuldkomment tal er af denne form. (Man ved ikke om der findes ulige fuldkomne
tal.)

21. Bestem modulo 101 en liste med mindst 20 primiske restklasser og deres inverse — pa
hgjst 2 minutter. [Vink: prav at faktorisere 100 og 102.]

22. For antallet p(n) af cykeltyper i S, (altsa partitioner af »n) geelder trivielt, at p(n) =
> pn(n), hvor p,(n) er antallet af cykeltyper med 2 som den mindste leengde af en cykel.
@jensynlig er p,(n) = 109 pp(n) = 0forn/2 < h < n. Visforh < n, at p,(n) =
> _h<k<n—n Pk(n — h) 0g overvej, at dette kan bruges til en rekursiv bestemmelse af p(n).

23. For en permutation o = (o1, ..., 05) (i den direkte notation) bestemmes antallet af
inversioner £(o’) sadan: man gennemlgber pladserne, for i = 1, ..., n, og teller for hver
plads i hvor mange gange, der pa en senere plads star et tal, der er mindre end det i’te:
oj < o0;. Antag, at oy > ox41, 09 lad o’ veere permutationen, der (i den direkte notation)
fas fra o ved at ombytte tallene oy 0g ox11. Vis, at £(c’) = £(o) — 1. Slut heraf, at o kan
skrives som produkt at £(c) nabotranspositioner, og specielt, at sign(o) = (—1) ).

24. [RNG2: 11] Lad R veere en kommutativ ring, og lad a veere et &gte ideal. Antag, at
R\ a C R* (altsa at hvert » € R med r ¢ aer invertibelti R). Vis, at R/a er et legeme og at
a er et maksimalideal. Vis, at a er det eneste maksimalideal i R.

25. [RNG6: 18] Lad p veere et ulige primtal. Vis for hele tal b, c og D := b? — 4c, at
kongruensen z2 — bz +c¢ = 0 (mod p) har lgsninger, hvis og kun hvis kongruensen x? = D
(mod p) har lgsninger.

26. [RNGB6: 20] Afger om den diofantiske ligning x? + xy — y? = 17 har lgsninger.

27. [RNG6: 21] Lad R = Z[&] veere en kvadratisk talring med diskriminant D. Vis, at R er
euklidisk for D = —3, —4, —7, —8, —11. Vis, at R er euklidisk for D = 5, 13. Vis, at R er
euklidisk for D = 17.

28. [GRP4: 24] *Bestem kommutatorundergrupperne S, og A, . [Vink: Forn > 5 er enhver
3-cykel en kommutator af to 3-cykler. Undersgg ogsa hvad der sker for n < 4.]

29. [TAL2: 15] En felge af naturlige tal a1, az, as, ... defineres ved forskriften

ay = (10" 1 /2] mod 101 + 1,
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hvor |« ] er den hele del af det reelle tal « og x mod d betegner den principale rest af x ved
division med d. Vis, at S := {a, | n € N} er en begranset delmaengde af N. Lad m vere
det mindste tal i S. Vis, at 1 < m < 2. Kan du afgere hvilken af de to muligheder, der
indtraeffer?

30. *Et bergmt resultat af Lagrange udsiger, at ethvert naturligt tal er en sum af fire ikke-
negative kvadrater; her ma nogle af kvadraterne altsa veere 0. Angiv eksplicit en funktion
f:1{5,6,7, ..} — Nsaledes, at der for ethvert k > 5 geelder: Hvisn > f(k), sd ern ensum
af k positive kvadrater.

31. [GRP1: 22] *Antag, at G er en maengde med en associativ komposition *x’, som har et
venstreneutralt element e, dvs e x x = x for alle x € G. Vis, at hvis hvert element x har et
venstreinverst x’, dvs x” * x = e, sd er G en gruppe.

Vis, at hvis hvert element x har et hgjreinverst x’, dvs x xx” = e, sd er G ikke ngdvendigvis
en gruppe.

Vis, at hvis man ud over eksistensen af hgjreinverse elementer yderligere antager: af
axe=Dbxefalgera = b, sd er G en gruppe.

32. Lad p(n) veere antallet af cykeltyper i S,,, altsd antallet af partitioner af 2, og lad py, (n) veere
antallet af typer, hvor leengden af den starste cykel er 4. @jensynliger p(n) = >, _1 pn(n).
Vis rekursionsformlen: p,(n) =1ogforh < ner p,(n) = Zﬁzl pr(n — h).

33. Lad der vaere givet en bijektiv afbildning : X — Y. Gar rede for, at hvis o er en permu-
tation af X, sd er “o := uou ™t en permutation af Y. Vis, at hvis o er produkt af disjunkte
cykler (x1 ... x,), s er “o produkt af de tilsvarende disjunkte cykler (p(x1) ... u(xp)).
34. [TAL2: 16] Vis, at 14 + 2% + ... + n* = n(6n* + 1513 + 10n? — 1)/30.

35. [TALG: 12] Lad n veere et naturligt tal, fremstillet med & cifre i 10-talssystemet. Antag,
at n’ er fremkommet af n ved ombytning af de k cifre. Vis, at tallet » — n” er deleligt med 9.
36. [TAL3: 18] Et naturligt tal p > 1 har felgende egenskab: plab — plaeller p|b.
Vis, at p er et primtal.

37. [TAL2: 17] Vis, at alle naturlige tal n er karakteriseret ved en interessant egenskab.
[Vink: brug Velordningsprincippet.]

38. Lad n veere et naturligt tal primisk med 10. Vis, at der findes et multiplum af n, som i
10-talssystemet skrives med lutter 1-taller.

39. [TAL3: 19] Antag for naturlige tal a, b, ¢, d, atab = cd. Vis,ata|c <= d|b.

40. [TAL3: 20] Antag, at n|ab (n > 1), og setd := (a,n). Vis, at 5 | b ved at bruge en
fremstilling d = xa + yn. [Vink: Indsat fremstillingen i bd.]

41. Antag, at X er en ordnet meéengde med n elementer. Vis, at enhver permutation o af X
har en entydig fremstilling som et produkt af fglgende form (med r > 0 transpositioner):

*) o={(>171)---(rjr), hvorig < jgfors =1,...,r0Q0 j1 <--- < jr.

[Vink: For o = id anvendes den tomme fremstilling (» = 0). For o # id kan man lade j (o)
betegne det starste element, der flyttes af o. Begrund, at i en fremstilling (*) ma der gelde
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j(o) = j,0go(i,) = j-, 0g benyt dette til at vise pastanden ved fuldsteendig induktion efter

Jj(o)]
Vis, at n — r er antallet af baner for o. [Vink: Denne pastand kan medtages i induktions-
beviset for den farste pastand.]

42. Forn > 0 kan Stirling-talleneaf fersteart, [ ] forr = 0, ..., n, defineres ved ligningen
mellem polynomier:

x(x+1)--(x+n—1)= Zr[n]xr.

r
Vis, ved at multiplicere parenteserne i produktet, at

("= Y hkea
n—r

ISjp<je<<jrsn—1

Udled heraf, at
[n] = antallet af permutationer i S,, med r baner.
r

43. Lad Uy, ..., Uy veere delmangder af en endelig maengde U. Seet

N, = Z |Uij, N---NU; |;

r

summen er over alle delmangder med r elementer af indices. Leddet svarende til iy, ..., i,
er antallet af elementer u € U, som ligger i alle de r delmangder U;,, ..., U;, (og maske i
flere af delmangderne U;). Lad E; betegne antallet af elementer u € U, som opfylder u € U;
for preecis t veerdier af i. Specielter sa Ny = Ex = Uy N ---N Ugl, og

No=|U|, Eog=|U\ (U1U---UUy)|, 09 Ng — Eg = |U1U - - - UUy]|.

Vis, forr =0, ..., k, at
t -
Ny = Z ( )El‘; specielt Ng = Eq + - - - + Ex.
,
r<t<k

Vis, at disse ligninger kan udtrykkes som en enkelt ligning mellem polynomierne N (x) :=
> Nyx"0g E(x) :=)_, E.x",nemlig N(x) = E(x + 1). Slut heraf, at E(x) = N(x — 1),

0g dermed, at
Z t
Er = (_1)l_r (r)Nt.

r<<k

Ligningerne udtrykker princippet om tadling ved inklusion—eksklusion. Specielt er

EO:NO_N1+"'+(—1)ka 0g NO_EO:Nl_N2+'-~+(—1)k_lNk_
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44. En farvelegning af {1, ..., n}, med farver fra en ordnet meengde F med k farver, er et
n-s&t (f1,..., fr) med f; € F. Lad U vaere mangden af farvelaegninger og lad U; vere
delmangden af farvelaeegninger, som ikke bruger den i ’te farve. Vis, med standardbetegnelser
for inklusion-eksklusion, at for 0 < r < k er

k
Ny = ( )r”, Er, = {”}kr .
r r

hvor {’;} er antallet af klassedelinger af en meengde med » elementer i » klasser (Stirling-
talleneaf anden art), og k£ ;= k(k — 1) --- (k — r + 1). Udled formlerne:

K= Z{’: Jer. {Z} = %Z(—l)’(f)(k —

Hvilken ligning mellem polynomier udledes af den farste formel?

45. Den symmetriske gruppe S, virker pa farvelegninger (f1, ..., f,) med farver fra en
mengde med k farver ved at permutere koordinaterne. Banerne svarer til k-sat af antal,
(a1, ...,ax), hvor a; er antallet af koordinater af den j’te farve. Vis, at Polya’s teelleformel

er fglgende formel:
n+k—1 1 ni.,
( n ) _-;iz:[r]k'

Hvilken ligning mellem polynomier udledes af formlen?

[Vink: begge formlens sider kraever en overvejelse. Venstresiden er antallet af heltalslgs-
ninger til a1 + --- 4+ ax = n med a; > 0, og pa hgjresiden er koefficienten til " lig med
antallet af permutationer i S,, med r baner. ]

46. | en partitionn = Ay + --- + Ak, hvor A; € N, skelner man ikke raekkefalgen af
leddene, og partitionen kan enten angives ved fglgen af addender altid ordnet aftagende,
AL = A2 = oo = A > 0, eller ved typen 1m12™23™3 ... hvor m1 er antallet af 1-taller
blandt A;’erne, m2 er antallet af 2-taller osv. Fx kan partitionen18 = 1+1+3+3+4+3+3+4
angives som (4, 3, 3, 3, 3, 1, 1) eller som 123%41 (det er et ,,formelt* produkt, som ikke skal
regnes ud).

For en klassedeling af en maéengde X med n elementer i k klasser udger klassernes ele-
mentantal en partition (A1, ..., Ax), som kaldes klassedelingens type. Bemark, at antallet af
klassedelinger af en given type (A1, ..., Ax) ikke er givet ved multinomialkoefficienten,

n . n!
A, .oy Ak _),1!---)»1{!'

Multinomialkoefficienten ovenfor angiver nemlig antallet af opdelinger af X i nummerede
delmeangder X1, ..., Xy med |X;| = X;; hvis vi, som her, antager at »; > 1 for alle i,
sa fas de nummerede opdelinger blot ved at nummerere klasserne i en klassedeling (under
kravet | X;| = A;). Slut heraf, at det sggte antal klassedelinger af en given type (A1, ..., Ax)
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er bestemt at dividere multinomialkoefficienten med m1!m>!---. Vis herved: Antallet af
klassedelinger af den givne type (A1, A2, ..., Ax) er bestemt som tallet
n! n!
milmal - Al Al mglmple oo (AYym@2hymz ...

og antallet af permutationer i S,, af denne type er bestemt som tallet

n! n!

milmol - A1 A mplmpl. .. 1mi2me .7

47. 1 en Kklassedeling af X = {1, ..., n} med k klasser kan man nummerere klasserne X;
sadan, at nar h,, er det mindste tal i X,,, sderhy < hy < --- < hy. @jensynligersa hy = 1,
0g hx < n. Falgen hy, ..., hy kan alternativt bestemmes ud fra falgen m1, . .., mg, hvor m,
er antallet af tal 2 som opfylder i, < h < h, 41 (hvor hgy1 := n + 1). Overvej nu:

demq tal h med h1 < h < hy liggeralle i Xq;

de mo tal h med hy < h < h3 ligger i X1 eller i X5;

de mztal h med hy < h < hg liggeri X1 eller i X5 eller i X3; osv.
Slut heraf, at for en given falge m1, ..., my er der 112™2 ... k™ muligheder for klassede-
lingen. Vis herved, at

= X wmzeewm= 3 e

mi+---+mp=n—k 1<n<je < <n—k<k

48. [POL4: 7] *Lad f veere et heltalspolynomium. Antag, at konstantleddet er et primtal p,
og at de nummeriske veerdier af de gvrige koefficienter har sum mindre end p. Vis, at f er
irreducibel i Z[X].

49. [TALG: 13] *En stamme vilde kannibaler fanger 100 matematikere. De skal alle spises,
men de far en chance for at slippe fri: De bliver stillet op pa en lang raekke, og alle udstyret
med en hat, der er enten ragd, gul eller grgn. Den, der gatter farven pa sin egen hat, slipper
fri. Hver matematiker i reekken kan se de foranstdende, men kun hgre de bagvedstaende.
Farst geetter den bagerste, sa den nastbagerste osv. Matematikerne har pa forhand aftalt en
strategi. Hvor mange slipper fri?

50. [TALG: 14] (Euler’s generalisering af Fermat’s s&tning). Antag, at a er primisk med n.
Vis, at a#™ = 1 (mod n). [Vink: Restklassen A = [a] er en primiske restklasse. Derfor
er multiplikation med A en bijektiv afbildning af meaengden af primiske restklasser pa sig
selv. Med andre ord: hvis B, Bo, B3, ... er samtlige primiske restklasser opskrevet i en
tilfeldig orden, sa er AB1, ABy, ABs, ... igen samtlige primiske restklasser (i en anden
orden). Produktet af alle restklasserne B; er derfor lig med produktet af alle restklasserne
AB;. Heraf fglger pastanden.]

51. [TALG: 15] *(Gauss’s generalisering af Wilson’s seetning). Lad w vare produktet af alle
naturlige tal mindre end n og primiske med n. Antagn > 2. Vis, at w = (—1)V/2 (mod n),
hvor N er antallet af lzsninger modulo 7 til kongruensenx? = 1 (mod #). [Vink: Restklassen



MAT 2AL uo7
24. april 2006

[w] af w er lig med produktet af alle primiske restklasser. For hver primisk restklasse A indgar
0gsa den inverse A—! som faktor i w. De to faktorer gar ud mod hinanden, med mindre de
er den samme, dvs ndr A~ = A, alts& ndr A2 = 1. Derfor er [w] lig med produktet af de
restklasser A, som opfylder A2 = 1. | dette produkt forekommer for hver faktor A ogsé&
restklassen — A som faktor, og den er forskellig fra A, dan > 2. Slar vi faktorerne sammen
to og to, vi erstatte A(—A) med A(—A) = —A? = —1. Heraf f&s den gnskede formel.

*Vis,at w = —1 (mod n), ndrn = 4 ellern = p" eller n = 2p” (et ulige primtal p), og
at w = 11 alle andre tilfeelde.

52. [GRP6: 14] *Lad G vere en endelig kommutativ gruppe, og lad a veere produktet af
samtlige elementer i G. Vis, at a = e, pa nar hvis G har precis ét element af orden 2; og at
a i undtagelsestilfeldet er det entydigt bestemte element af orden 2.

53. Til en julefrokost deltager 20 personer, som sidder ligeligt fordelt omkring et rundt
bord. Hver person har medbragt en pakke og leegger den pa bordet foran sig. Under den
obligatoriske pakkeleg permuteres pakkerne. Efter pakkelegen er der imidlertid 2 personer,
der har faet deres egen pakke.

a. Vis, at man kan dreje bordet saledes, at ingen far sin egen pakke.

b*. Samme opgave, men hvor kun 1 person har faet sin egen pakke.

c*. Galder det samme, hvis der er 25 deltagere?

54. Vis, nar p er et primtal kongruent med 3 modulo 4, at produktet ((p —1)/2)! er kongruent
med +1 modulo p. *For hvilke p er produktet lig 1?

55. Der gaelder 32 4 42 = 52 0g 102 + 112 + 122 = 13% 4 142, 09 21? + 22% 4 23% 4242 =
252 4262 4+ 272. Ser du systemet? [Vink: Lgs for et givet helt tal n > 1 ligningen herunder.]

n—+1 kvadrater n kvadrater

X+ = +n+12+ -+ (x4 2n)2.

56. Vis, at for alle n er n13 = n (mod 2730).



