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ElmTal Opgaver 1

Opgaver til Kapitel 1.

1. Mobius-funktionen w(n) har veerdien 1 for n = 1, veerdien (—1)" nar n er et produkt af r
forskellige primtal, og verdien O ellers. Vis, at Mobius-funktionen . (n) kan karakteriseres
som den eneste funktion ;£ : N — C som opfylder: u(1) =1 og de u(d) =0forn > 1.

2. Bevis formlen 7 (n) = Y, (u(k)/k)T1( 4/n), hvor I1(n) er defineret i (1.12).

3. Vis, at de tre asymptotiske formler, 7 (n) ~ Li(n), I1(n) ~ Li(n), 7(n) ~ R(n), alle
er ®&kvivalente med Primtalss@tningen. Her fortolker vi R(n) som den (endelige) sum der
fremkommer af hgjresiden i (1.12.3), nar logaritme-integralet s@ttes til O for 1 < x < 2.

4. Tegn pa millimeterpapir graferne for funktionerne 300 (x) og 300v(x) pa intervallet
0 < x <N, hvor N := 10139, idet interval-endepunkterne pa x-aksen anbringes med en
afstand pa 10 cm. Du ma gerne antage, at w(x) = x/logx for x > 2 (og v(x) er antallet af
kvadrattal, der hgjst er x), og du ma gerne tegne med en blyant, hvis spids er ca Imm tyk.
Men du skal kunne forsvare din tegning. [Vink: 300 ~ log 10130,

5. Vis, at (3, 5, 7) er det eneste sa&t primtalstrillinger.

6. Bestem, med A (n) fra (1.12), A(10'®) med 2 decimaler. Vardien 77 (10'®) er giveti (1.13).
7. Fermat-primtallene er (ulige) primtal af formen p = 2% + 1. Vis, at hvis 2% + 1 (med

k > 0) er et primtal, sa er k ngdvendigvis en potens af 2. Fermat-primtallene er altsa af
formen F,, = 22" + 1. De ferste 5 Fermat-primtal er fglgende

n|o|1]2]3] 4
F,| 3|5 [17]257]65.537

Man kender ikke andre Fermat-primtal. Euler beviste, at 641 gar op i F5. Check lige
udregningen: Det er let at se, at 641 = 5-27 4+ 1 = 5% + 2% Modulo 641 gzlder derfor, at

232 2408 = 5. 2 = —(—1)*=—1, altsder s =22 +1=0 (mod 641).

8. Mersenne-primtallene er primtal af formen M, = 27 — 1. Vis, at hvis M, er et primtal,
sa er p et primtal. Vis, at det omvendte ikke galder. Her er de fgrste Mersenne-primtal:

pl2|3|s5|7] 1| 17 | 19 | 31
M,| 3 | 7 [31127]8.191]131.071[524.287[2.147.483.647

Der kendes med sikkerhed 39 Mersenne-primtal. Det stgrste, svarende til p = 13.466.917,
har 4.053.946 ciffre.

9. Vis, at et lige tal n er perfekt, dvs lig med summen af sine @gte divisorer (incl. 1), hvis
(ifglge Euklid) og kun hvis (ifglge Euler) n = 24 —1(29 — 1), hvor29 — leret primtal.

10. Check lige, at definitionen i (1.15), Li(x) = Ei(log x), harmonerer med, at logaritme-
integralet er en stamfunktion til 1/logx, jfr (1.12.2).

11. Vis, at rekkerne (1.14.1) og (1.14.3) er ,,hinandens reciprokke*.
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12. Vis ligningen (1.14.4). [Vink: funktionen IT(x) i (1.12) er givet ved

1
) =) —1jpm o0 (),

p.m

hvor 1;(x) betegner den karakteristiske funktion for intervallet /.]

13. Det er vel klart, at eksponential-integralet Ei(x) er reelt, nar x er reel og positiv? Og at
Ei(x) = limeo (/"2 + [ )e'tdr.

Opgaver til Kapitel 2.

1. Vis, at 561 er det mindste Carmichael-tal.

2. Vis, at et sammensat tal n > 1 er et Carmichael—tal, hvis og kun hvis der for alle hele tal
a gelder a" = a (mod n).

3. Vis, atettal n > 1 er et primtal, hvis og kun hvis der for alle @ med 1 < a < n gelder
a"!'=1 (mod n).

4. Bestem alle Carmichael-tal af formen 5p| p2, hvor p; og p; er primtal.

5. Vis, at (Z/n)* er en 2-gruppe, hvis og kun hvis n = 2Vpy--- p,, hvor py, ..., p, er
indbyrdes forskellige Fermat-primtal.

6. Gruppen (Z/11*)* er cyklisk af orden 13.310. Vis, at restklassen af 2 er en frembringer.
[Vink: Anvend (2.2)(*) med 1 + kp = 210 ]

7. Lad p vere et ulige primtal, og lad z vare et helt tal sdledes, at [z],, dvs z’s restklasse
modulo p, frembringer gruppen (Z/p)*. Betragt de p tal, z; := z+ip for 0 < i < p; de
har alle den samme restklasse modulo p, men restklasserne [z;] p2 er forskellige.

(i) Vis, at af de p restklasser [z;],2 er der p — 1, som frembringer den cykliske gruppe
(Z] p*)*.

(i) Vis, at hvis restklassen [z] > frembringer gruppen (Z/p
frembringe gruppen (Z/p")* for alle v.

[Vink: Ifglge Fermat findes en fremstilling z” -1 =14 kp. Vis, at [z] P2 frembringer

p

2)* 54 vil restklassen [z] v

(Z/p>)*, hvis og kun hvis p { k. Bestem den tilsvarende fremstilling for z;. For at vise (ii)
kan man udnytte kongruensen (1 + kp)l”“_1 =1+ kp* (mod p*t1), jfr (2.2)(%).]

Opgaver til Kapitel 3.
1. Vis, at konstantleddet 1 ®,,, forn > 1, er lig med 1. Vis, at koefficienterne i ®,, ikke altid
er £1 eller 0. [Vink: bestem nogle koefficienter i ®1s.]

2. Vis for ¢ € C og et ulige tal u, at ¢ har orden 2u, hvis og kun hvis —¢ har orden u. Slut
heraf, at &, (X) = ®,(—X).



U4

U4
U4

U5
Slet!

U4

U4
U5

U9

U4

Us

ElmTal Opgaver 3
23. januar 2006

3. For et polynomium f af grad k defineres c(f) := — fx—1, hvor fx_; er koefficienten til
leddet at nesthgjeste grad. Vis, for normerede polynomier f, g, atc(fg) = c(f)+c(g). Vis,
at nesthgjestegradskoefficienten i &, er lig med —u(n), hvor pu(n) er Mobius-funktionen.
[Vink: Brug Opgave AT1: 1.]

4. Vis formlen ®, =[], (X n/d _ 1ywd) hyor u er Mobius-funktionen.

5. Det fremgar af Eksempel (3.15), ati Fy[X] er f := X2 + X — 2 divisor i d4g. Bestem
kvotienten ®43/f .

6. Angiv, 1 [7[X], primoplgsningen af ®4g (eller 1 hvert fald nogle af primfaktorerne).

7. For hvilke primtal p er ®,, irreducibel 1 F,[X].

8. Vis, for n > 2, at der er uendelig mange primtal p med p £ 1 (mod n).

9. Vis, nér p {n, at ®,,,(X) = ®,(XP)/D,(X).

10. Vis, nar p {n, ati E,[X] er &, = CDg_l.

11. Vis, at der for I, [ X ] geelder, at brgkdelen af irreducible polynomier blandt alle polynomier
af grad n asymptotisk er lig med 1/n.

12. *Vis ,primtalssztningen® for I,[X]: Nummerér polynomierne i F,[X], sdledes at fgrst
kommer konstanterne, dernast polynomierne af grad 1, dernast polynomierne af grad 2, osv;
polynomierne af samme grad nummereres tilfeldigt. Lad 7, (n) vare antallet af irreducible
blandt de fgrste n polynomier. Da gaelder asymptotisk: 7, (n) ~ Cn/logn, med konstanten
C =logp.

13. Vis, at hvis ¢¢ — 1 er divisori¢® — 1, sd er d|s. [Vink: skrivs = hd 4+ r, med r < d,
og regn modulo g¢ — 1.]

Opgaver til Kapitel 4.

!
1. Bestem for n = 12 tallene W (b), som indgar i Satning (4.15), dvs tallene W (1), W(5),
W(7),0g W(11). Vis, at der er fire kvadratiske karakterer x : (Z/12)* — {£1}, og angiv for
hver af dem tallet A, .

2. Lad x : (Z/12)* — {£1} vere den kvadratiske karakter bestemt ved Kronecker-symbolet
(15). Bestem vardierne x (1), x (5), x (7), og x (11), og vaerdien A .

3. Legemet L = Fyg bestar af elementer x +iy, hvor x, y er restklasser modulo 7, ogi? = —1.
Vis, at elementet ¢ := 2i i L har orden 12. Bestem i L den tilhgrende Gauss-sum t(x, ¢),
hvor x er som i opgave (2). Harmonerer det med resultatet fra (2)?

4. Vis pastanden i (4.11) om entydig faktorisering af diskriminanter.

S. Der var lidt at vise sidsti beviset for (4.15): Hvis elementet £ har orden d i en cyklisk gruppe
af orden n, sa gennemlgber £, for primiske restklasser @ modulo 7, samtlige elementer af
orden d lige mange gange.
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6. Vis, for et ulige primtal p, formlen ), (@

a primiske med p. [Vink: Medab =1 (mod p)era(a+1) = a*(1 +b).]
7. For hvilke b er (%) den trivielle karakter (Z/b)* — {£1}?

8. Vis, at fglgende algoritme bestemmer symbolet s = (%) uden at faktorisere potenser af 2.
Initialiser med a :=a, b :=b,s := 1.

(0) Hvisb = 3 (mod 4), sa setb := —b.

(1) Hvis b = 1, sa STOP.

(2) Bestem den principale rest r af a ved division med b, altsia = gb +r med 0 < r < |b|.
Hvis r = 0, sa st s := 0 og STOP. Ellers sattes a := r.

(3) Hvisa = 3 (mod 4), sda set a := —a. Hvisa = 2 (mod 4): Hvis b > 0, sa s&t
a:=a—boghvisb <0,sas®zts:=—soga:=—a—>b.

(4) Ombyt og gentag: St (a, b) := (b, a), og GOTO (1).

) = —1, hvor summen er over restklasser

Opgaver til Kapitel 5.

1. Bestem for de f@grste primtal p = 3,5, 7, ...,31 ordenen af 21 (Z/p)*. [Vink: verdien af
Legendre-symbolet (%) forteller ganske meget om ordenen.] Angiv det mindste sammensatte
basis-2 pseudoprimtal; — og basis-2 Euler-pseudoprimtal.

2. Lad p veere et ulige primtal. Vis, atm = M, := 27 — 1 er et basis-2 sterkt pseudoprimtal.
Tallet M1 = 2.047 er faktisk det mindste sammensatte basis-2 sterke pseudoprimtal.

3. Antag, at m — 1 = 2%u, hvor u er ulige og < 2° + 1. Vis, at hvis der findes et tal b
saledes, at bz‘H = —1 (mod m), sa er m et primtal. [Vink: kongruensen bevares modulo en
primdivisor p i m, og den angiver ordenen af restklassen af ».] Vis omvendt, hvis m er et
primtal, sa er det ,let” at finde et sadant b.

Opgaver til Kapitel 6.

1. Antag, for et givete > 1, at x — x° er bijektiv modulo n. Vis, at n ma vere kvadratfri.
2. Vis, modulo 95, at afbildningen x — x er bijektiv, og angiv den inverse.

3. Hvorfor star der, i kommentaren til simpelhed, at modtageren skal kunne dekode, ,hvis
det gnskes*?

4. Min offentlige RSA-nggle er (33, 7). Restklasserne O, ..., 32 modulo 33 fortolkes som

de 29 danske bogstaver efterfulgt af de 4 specialtegn: *.’, “,”, ‘!’, ‘?°. En student sender mig
h-teksten APFL@E. Hvad var klarteksten?

9y

Opgaver til Kapitel 7.

1. Implementer Pollard’s algoritme i et program (Pascal eller C eller ... ), der som input
skal have to (prim)tal p1, p>, som beregner n = pj p2, og som output leverer divisoren ¢ i n,
samt skridtantallet. Hvorfor stopper det? Hvad sker, nar p; = 23, pp = 29?
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2. ,Rent Monte Carlo* er det naturligvis, for et givet (sammensat, ulige) n, at undersgge,
gentagne gange, om et tilfaldigt valgt g < n erdivisorin. Giv en vurdering af det skridt-antal,
der er ngdvendigt for at denne algoritme med sandsynlighed mindst % finder en ikke-triviel
divisor i n.

3. Lad n (ulige, sammensat) vere givet. I stedet for at undersgge, gentagne gange, om det
tilfeldigt valgte ¢ er divisor i n, kan man spgrge, om ¢ har en ikke-triviel divisor feelles med
n. Giver det en forbedring af det forventede skridt-antal?

Opgaver til Kapitel 8.
1. Vis fglgende uligheder (den fgrste kun for n > 1):

2 < t(n) < 24/m, n <o) <2nn,
n?/2 <pm)on) <n?,  Jn/4 < em) <n.

[Vink (til 3. ulighed): ¢(n)o (n) er multiplikativ, og for en primtalspotens p" finder vi umid-
delbart, at ¢(p)o(p”) = (p" — p""H(P"*' = D/(p = 1) = p> (1 = 1/p"*!). For
n=p'-- p’ fasaltsd

pmo(n) =n*(1=1/p" - (1= 1/py*h.

Produktet af parenteserne pa hgjresiden er hgjst 1, og stgrre end eller lig med

(o.¢]
1
(A=1/pD) A =1/p) =[]0 -1/g") = 5.
q=2
(Den sidste ligning er jo triviel, ikke?) Du kan ogsa vurdere ned ved ¢(2)~! = 6/72.]

2. Vis, at udtrykket i formlen (8.9.1) for a;,(n) er positivt for alle n, ogsd nir p > 1 ikke er
et primtal.

3. Bestem graensevardien lim ay /N2, hvor ay er antallet af Farey-brgker af orden N. (Farey-
brgkerne af orden N er brgkerne i intervallet mellem 0 og 1 med navner hgjst N, altsa
mangden af brgker af formen a/s, hvor0 < a <s < N.)

4. Vis,at Yy, w(d)*/p(d) = n/p(n).

5. Vis Brauer—Rademacher’s identitet:
d r r
o) Y () =n0) Y du(5).
d)y ‘d d
d\r, (d,n)=1 d|(n,r)

6. *Antag, at «: N — R er multiplikativ og monoton. Vis, at sa er « en potensfunktion,
a(n) = n.

Opgaver til Kapitel 9.
1. Vis, at I (s) er holomorf i hele den komplekse plan, og uath@ngig af valget af €.
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2. Vis,atI'(3) = /7.
3. Vis, at Resg—1 ¢(s) = 1.
4. Bestem vardierne £ (2) og ¢ (4).

5. Vis, at £ (s) er reel for alle reelle vaerdier af s # 1.
Ekstra opgaver

1. Vis, at tallene /! 4+ 2,1! 4+ 3, ..., 1! + [ en sekvens af / — 1 pa hinanden fglgende tal, der
alle er ssmmensatte. Kan du, med en betingelse pa [, sikre dig, at ogsa /! + 1 er sammensat?

2. Har kongruensen 23x = 17 (mod 41) en lgsning? Har kongruensen x> = —8 (mod 41)
en lgsning?

3. Hvordan bestemmer man antallet af cifre i Fermat-tallet F's = 22 +1?

4. Gauss beviste, at n-kanten er konstruerbar, hvis og kun hvis n er et produkt, n =
2 p1--- pr, af en potens af 2 og forskellige Fermat-primtal p;. Vis, at n-kanten er kon-
struerbar, hvis og kun hvis ¢ (n) er en potens af 2.

5. For hvert polynomium f € Z[X] betegnes med R( f) det polynomium, der fremkommer,
nar hver koefficient i f erstattes med sin principale rest modulo 2. St R, := R((1 + X))
form=1,2,.... Fx,form =3,er 1+ X)> =1 +3X +3X2+ X3 =1+ X + X + X3,
og Rj3 er det sidste polynomium. Bestem tallene R,,(2) form =1, ...,6.

Fglgende er et bemeerkelsesveerdigt resultat. Den ulige n-kant er konstruerbar, hvis og
kun hvis n er et af tallene i fglgen R1(2), R>(2), R3(2), R4(2), .. ..

Men resultatet er nu heller ikke helt korrekt! Forklar sammenhangen. [Vink: Det er klart,
at (1 + X)) = (1 + X)!'(1 + X)™, men deraf folger vel ikke, at Rj+,, = R R, ?]

6. Stirling’s formel udsiger, at n! ~ 2an"tie". Lad b, betegne den stgrste verdi af
binomialkoefficienterne (Z) Vis ved hjelp af formlen, at der findes en konstant C séledes, at
b, < C2"/\/n. Vis, at for hvert positivt tal ¢ er b, < 2"~ forn > 0. Vis, athvis b,, < 2" ¢
forn = ng, saer b, < 2" ¢ for alle n > ng. [Vink til det sidste spgrgsmal: Har intet at ggre
med det foregaende.]

7. Tilfgj til tabellen over 7 (n) nogle af differenserne w(n) — n/logn, fx forn = 10 med
k = 6,7, 8. Sammenlign med tabellens andre differenser.

8. Bestem, med ¢ = 1 og C = 1,3 et naturligt tal N saledes, at hgjresideni (1.10.1) er positiv
for n > N. Gennemfgr et bevis for Bertrand’s postulat.

9. Beskriv for en divisor d i n den naturlige homomorfi (Z/n)* — (Z/d)*. Vis, at homomor-
fien er surjektiv, og bestem ordenen af kernen U (d). Betragt n = 24 og d = 8 og restklassen
b :=[3]g 1 (Z/8)*. Bestem en primisk restklasse i (Z/24)* som ved homomorfien afbildes
pa b. Angiv restklasserne i U (8) og i U(6) (stadig med n = 24).

10. Vis, for n > 1, at hvis kongruensen xzk = —1 (mod n) kan lgses, sa er 2k+1 divisor
i ¢(n). Vis, at der er uendelig mange primtal p med p = 1 modulo 4. [Vink: Antag, at
Pls ..., pn er givne, og valg en primdvisor p i 2p; --- pr)> + 1 som ppy1.] Hvad sker
modulo 8?7 — og modulo 16?
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11. Vis, atder er uendelig mange primtal p med p = 3 (mod 4). [Vink: Antag, at py, ..., py
er givne. Vis, at tallet 4p - - - pr — 1 ma have en primidivisor p med p = 3 (mod 4), og
velg sadan en som pj,41.]

12. Vis, at der er uendelig mange primtal p med p = 2 (mod 3). Vis for hvert n > 2,
at der er uendelig mange primtal p med p # 1 (mod n). (Dirichlet’s s@tning udsiger, at
der i enhver primisk restklasse findes uendelig mange primtal, altsa at for hvert givet ¢ med
(a,n) = 1 er der uendelig mange primtal p med p =a (mod n).)

13. Antag, at n ikke er den k’te potens af et helt tal. Vis, at tallet £/n er irrationalt.

14. Antag, at n ikke er en potens af 10. Vis, at 10-talslogaritmen log( n er irrational. Hvad
galder, hvis grundtallet 10 erstattes med et mere generelt helt grundtal g, g > 2?

15. Antag, at for naturlige tal x, y gelder ligningen y?> = 1 + x + x2 + x> + x*. Vis,
at (x,y) = (3,11). [Vink: Det er klart, at x > 1. Tank nu pa naturlige tal fremstillet i
x-tal-sxstemet. Ligningens hgjreside er sa tallet 11111 (med fem ciffre). Overvej, at i x-tal-
systemet ma y vare 3-ciffret, og det ledende ciffer (koefficienten til x?) mé vare 1. Bestem
sa de sidste to ciffre (og x og y).]

16. Vis for Q := X% — X + 41, at alle tallene Q(1), Q(2), ..., Q(40) er primtal. [Vink: det
kraver vist gruppearbejde! — eller en henvisning til Mat2 AL/Alg2.]

Vis, at der ikke findes noget ikke-konstant polynomium P € Z[X] saledes, at fglgen
P(1), P(2), P(3), ... bestar af lutter primtal. [Vink: hvis p := P(1),saer P(np + 1) =
P(1) =0 (mod p).]

17. Vis, forn > 1,at 3, ,)— 1 a = %mp(n), hvor summen er over tal a, med 1 <a < nog
primiske med 7.

18. For hvilke n er ¢(n) = 6? Og for hvilke k er ¢ (¢(k)) = 6.

19. Vis for p > 2, at p er et primtal, hvis og kun hvis p garopi (p — 1)! + 1 (Wilson’s
s@tning).

20. Vis for p > 2, at p er et primtal, hvis og kun hvis p | (p —2)! — 1. For hvilke p gelder
pl2(p—3)!+1.

21. Visfora > 3,ata — 1 og a + 1 er primtalstvillinger, hvis og kun hvis a®> — 1 gar op i
4(a —2)! +a + 3.

22. Angiv den fuldstzendige Igsning til kongruensen x> = 1 (mod p"), hvor p er et primtal.
[Vink: Antallet af Igsninger er 2 nar p er ulige, og 4 nar p =2 ogv > 3.]

23. (Gauss’s generalisering af Wilson’s s@tning). Lad w vare produktet af alle naturlige tal
mindre end n og primiske med n. Antagn > 2. Vis, at w = (—=DN/2 (mod n), hvor N er
antallet af 1gsninger modulo # til kongruensen x2> = 1 (mod n). [Vink: [w] er produktet af
samtlige elementer i gruppen (Z/n)*. Faktorerne a og a~! forekommer i produktet, og de
spiser hinanden, nr de er forskellige, dvs nar a* # 1. Tilbage bliver produktet over alle a
med a? = 1. I det sidste produkt forekommer med a ogsa faktoren —a, og den er forskellig
fraa.]

*Vis, at w = —1 (mod n), narn = 4 ellern = p” eller n = 2p" (et ulige primtal p), og
at w = 1 1 alle andre tilfelde.
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24. Med o (n) betegnes summen af divisorerne i n, altsd o (n) = ) din d. Bestem o (p"),
nar p er et primtal. Vis, at nar n = nny, hvor faktorerne ny, ny er primiske, sa er o (n) =
o(n1)o(nz).
25. Ettal n kaldes fuldkomment, hvis det er lig med summen af sine @gte divisorer (divisoren
1 medregnet), altsa hvis o (n) = 2n. Vis Euklid’s resultat: Hvis 2" — 1 er et primtal, sa er
tallet n = 2"~1(2” — 1) fuldkomment.

*Vis Euler’s resultat: ethvert lige, fuldkomment tal n er af Euklid’s slags.

26. Vis, at alle tal af formen n = 6k for k > 1 er abundante tal, dvs opfylder o (n) > 2n.
27. Vis, at alle tal af formen n = 3%58 (n > 1) er deficiente tal, dvs opfylder o (n) < 2n.

28. Lad a(n) betegne antallet af lgsninger til den diofantiske ligning n = x? — y2, dvs
Igsninger med x, y € Z. Vis, at nar n er ulige, sa er «(n) = 27(n), hvor t(n) er antallet af
divisorer i n (som bekendt kan t(n) bestemmes ud fra primoplgsningen n = pi” ... py’ som
t(n) = (v + 1) --- (v, 4+ 1)). Find en tilsvarende formel for «(2"u), nar u er ulige. [Vink:
Pas pa, der er noget lusk omkring v = 1.]

29. Bestem en frembringer for gruppen (Z/17)*. Og for gruppen (Z/289)*.
30. Vis, for enhedsrgdderne ¢5 := e2mi/3 og 10 1= e2m1/10 a¢

V5-1 V104245 :\/§+1+,\/10—2f5

{5 = 1 +1 1 , 10 1 [ 1

[Vink: ¢ := ¢serrodi @5, sa ¢* +¢3 4+ ¢2 4+ ¢+ 1 = 0. Efter division med ¢? fas
0=@C+c D2 +@+¢H -1, hvoraf ¢ +¢7! = _1%‘/5 Tilsvarende er i rod i
Prp=X*-X+X>-X+1]

31. Betragt Jacobi-symbolet (%), hvor u er positiv og ulige, og (a, u) = 1. Vis, at hvis kon-

gruensen x> = a (mod u) kan Igses, s er (¢) = 1. Vis, at det omvendte ikke ngdvendigvis

gzlder.
32. Bestem veardierne af (%) for alle diskriminanter D med —20 < D < 20.
33. Indset resten af verdierne i nedenstaende tabel over Legendre-symbolet x (a) = (1%)
a|1|2]3]|4|5]6|7][8|9]10]11]12
RN

34. For et primtal p settes S(F,) = {(x,y) € ]sz | x2 + y2 = 1}; det er , enhedscirklen*

modulo p. @jensynlig er [S(F,)| = 2. Vis for p > 2, at [S(E,)| = p — (=1)P~D/2, Hvad

sker der, nar man mere generelt betragter et , keglesnit“ax? 4+ y> = 1 modulo p, hvor p fa?
[Vink: Punkterne P = (x, y) pa den s@dvanlige enhedscirkel S(R), N

fraregnet nordpolen N = (0, 1), parametriseres ved at man lader punktet /\p\
P svare til skeringspunktet 7 = (¢, 0) mellem linien N P og x-aksen. T
Beskriv parametriseringen, og overvej, hvordan regningerne forlgber,

hvis man i stedet regner modulo p.]
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35. Lad v, (k) betegne den eksponent primtallet p forekommer med i primoplgsningen af .
Vis, atv,(n!) = [n/p| + |n/p*| + |n/p3] + - - (det er en endelig sum!). Brug princippet,
fx med p = 2, 3 og 5, til at primoplgse 100!.

36. Vis, at et vilkarligt produkt af r pa hinanden fglgende hele tal altid er deleligt med r!.

37. I noterne er det vist, at reekken ) %, hvor summen er over primtal p, er divergent. Vis,
at divergensen ogsa fglger af primtalssatningen 7 (x) ~ x/logx. (*Det kraever lidt mere
omhyggelighed at vise, at divergensen alene fglger af en vurdering 7 (x) > cx/logx.)

Man kan vise, at reekken Y é, hvor summen er over primtalstvillinger g (dvs primtal ¢
saledes, at g 4+ 2 eller ¢ — 2 ogsa er et primtal), er konvergent. Man formoder, at der for
antallet 775 (x) af primtalstvillinger mindre end eller lig med x gelder en assymptotisk formel
af formen > (x) ~ Kx/(logx)?. Vis, at konvergensen vil vare en fglge af formodningen.

38. Bestem for hvert af primtallene p = 17, 19, 23, 29, 31 det mindste naturlige tal z saledes,
at [z], frembringer gruppen (Z/p)*.

39. Bestem for hvert af tallene n = 16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30 et element af den
maksimale elementorden i (Z/n)*.

40. Lad p < g < r vare ulige primtal. Vis, at tallet n := pgr er et Carmichael-tal, hvis og
kun hvis

() p—ligr—1, (2) g—1|pr—1, o0g(3) r—1|pg—1.
Antag, at (3) er opfyldt. Vis,atsaer pg — 1 =d(r — 1) med2 < d < p — 1. Vis, at

4 g—11dir—=1)—p+1,

og vis, at hvis ogsa (2) er opfyldt, sa er ¢ — 1 divisori (d + p)(p — 1). Slut heraf, at der for
et givet primtal p kun er endelig mange Carmichael-tal af formen pgr.

41. Antag om tallet s, atde tre tal p := 6h + 1, q := 12h + 1, 0g r := 18h + 1, alle er
primtal. Vis, at tallet pgr er et Carmichael-tal.

42. Der er velkendte ,,pene’ udtryk for de primitive n’te enhedsrgdder ¢, forn = 3, 4 og 5.

Ud fraetudtryk ¢, = a+ib (b > 0) far man et udtryk for ¢, ved at Igse andengradsligningen

722 =a+ib; det giver

$on =

Jal+br+a | [Na?+b:—a 14+a /1—a
2 i 2 =V 2 W

Bestem herved pane udtryk for ¢¢, £3, £10, £12, C165 $20, $24. Hvorfor kan man ikke tilsvarende
f4 et udtryk for ¢9, og mere generelt for ¢3,, ved at bruge, at z = ¢3, opfylder z° = a +ib? —
det er jo en simpel trediegradsligning, og Cardano’s formel forteller, hvordan sadan en skal
l@ses.

43. Vis, nar p er et primtal og p|m, at v, (X) = ®,,(XP"). Vis, nar p fnogv > 0,at

v—1

D pp(X) = @, (XP)/Dp(XP ).
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44. n’te enhedrgdder kan principielt defineres i en vilkarlig (kommutativ) gruppe G: Deter de
elementer g € G, som opfylder, at g" = 1. Lad o (n) betegne antallet af n’te enhedsrgdder.
Hvordan bestemmer man antallet af elementer af orden »n ud fra funktionen o ?

Hvordan bestemmer man « (n), nar G er cyklisk. Hvordan bestemmes antallet o « g7 (1)
for en produktgruppe ud fra oG og oy ?

45. Lad K vere et endeligt legeme af karakteristik p. Vis, at elementantallet ¢ i K er en
potens g = p" af p. Vis,ato? = o foralle € K.

46. Lad L vare et legeme af positiv karakteristik p. Afbildningen o (§) := &7 er sa en
ringhomomorfio : L — L, og den inducerer en ringhomomorfi L[ X] — L[X], hvor billedet
9 f af et polynomium f € L[X] fas ved at anvende o pa koefficienterne i f.

Lad f vere et normeret polynomium med koefficienter i If,. Vis, at hvis f i L har en rod
&,saerogsa &P rodi f.

Antag, at f € F,[X] er irreducibelt, med roden § i L, og at f # X (altsd at § # 0). Lad
r veere graden af f og lad n veere ordenen af §. Da galder som bekendt, at r er ordenen af
restklassen af p modulo n. Vis, at rgdderne i f er potenserne & P fori = 0,...,r—1.

47. Antag, at p = 3 (mod 4) er et primtal. Vis, at legemet Isz, med p2 elementer, sa kan
defineres som kvotienten [, [ X ]/(X 24 1). Idet i betegner restklassen af X, har elementerne o
1 F2 altsé fremstillinger o = a + ib med entydigt bestemte koefficienter a, b € F,. Regning
1> er bestemt ved i2=—1.

Vis, at @ = a + ib er rod 1 polynomiet (X — a)l+b?% e E,[X]. Seta :=a —ib. Vis, at
o +— « er en ringhomomorfi sz — sz. Vis, at @ = o foralle o € sz.

48. Legemet [49 er beskrevet i (3.12): Elementerne har formen a + ib, hvor a, b € F; og
i? = —1. Forelementet & = 5+ 3i er &2 =2 +2i, og £ =1. Specielt er&8 = —1 og & har
orden 16. Elementet ¢ = 2§ = 3 — { har sa orden 48.

Bestem de 8 potenser ¢ fora = 1,5, 11, 13,17, 19, 25, 41, og de 8 normerede anden-
gradspolynomier i ;[ X, hvori potenserne er rgdder. Hvad kan du sige om disse polynomier
i relation til cirkeldelingspolynomiet ®43.

49. Vis, for et ulige primtal p og (a, p) = 1, at a er kvadratisk rest modulo p", hvis og kun
hvis (§) = 1.
50. Vis, at der er uendelig mange primtal p med p = 3 (mod 8).

[Vink: Kig, for givne ulige p1, ..., p, pa en primdivisor p i u> + 2, hvoru := p; -- - p,.
Vis, at —2 er et kvadrat modulo p, og slut at modulo 8 er p = 1 eller p = 3. Det sidste ma
indtraeffe for mindst ét p (ja, hvorfor?); velg sadan et p som p;1.]

Vis tilsvarende, at der er uendelig mange primtal p med p = 7 (mod 8). Hvad med
p =5 (mod 8)? [Vink: Kig pa primdivisoreri (2u)% + 1, hvor u er ulige.] Hvad med p = 1
(mod 6)? [Vink: Kig pa (2u)2 + 3.] Oghvadmed p =a (mod 12), fora =5,7,11?

51. Hvad betyder , kubisk karakter*? For hvilke primtal p kunne det vere af interesse at
studere kubiske karakterer modulo p?

52. Lad D veare en diskriminant. Vis, athvis D eren  kvadratfri“diskriminant, altsa et produkt
af parvis primiske primdiskriminanter, sa bestemmer Kronecker-symbolet (%) en primitiv
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karakter xp: (Z/D)* — {£1}. Vis omvendt, at hvis Kronecker-symbolet bestemmer en
primitiv karakter, sa er D , kvadratfri®.

53. Lad p veare et ulige primtal. Vis, at for alle v > 1 er der pracis én ikke-triviel kvadratisk
karakter (Z/p")* — {£1}. Er det karakteren bestemt ved Jacobi-symbolet (ﬁ)?

54. Vis, modulo et primtal p > 3, at summen af de kvadratiske rester er kongruent med 0.

55. *Vis, at for hver primdivisor p i Fermattallet F,, = 22" + 1er p = 1 (mod 2"12).
[Vink: kig pa ordenen af 2 modulo p; det giver i hvert fald umiddelbart p = 1 (mod 2m+1y

56. Vis, at Fermat-tallet F,,, = 22" 11 (m > 1) er et primtal, hvis og kun hvis F}, er divisor
i3Fm=D/2 4 1. [Vink. Klart at F,,, = 2 (mod 3). ,kun hvis Brug Reciprocitetss@tningen
og ,,Euler”. , hvis*: Bestem, for p | Fj,, ordenen af 3 modulo p.]

57. Antag, at n = nnjy er produktet af to primiske faktorer n1, np. Antag, for j = 1,2,
at ¢; er en n;’te enhedsrod og at x; er en karakter modulo n;. Vis, at { := {1{ er en
n’te enhedsrod. Under hvilke omst@ndigheder bliver ¢ en primitiv n’te enhedsrod? Vis,
at enhver n’te enhedsrod kan skrives pa denne form, { = ¢1¢>, med passende ¢;. Vis, at
X = x1x2, defineret ved x (a) = xi(a)x2(a) nar (a, n) = 1, er en karakter modulo n. Vis
for Gauss-summerne, at t(x, ¢) = t(x1, {1)T(X1, £2).

58. Lad x veare en karakter modulo n, og lad ¢ vere en n’te enhedsrod. Vis, nar (b, n) =1,
at x (b)T(x. %) =t(x. 0).

59. Betragt Gauss-summen 7 = t7(x, ¢), hvor x: (Z/n)* — L* er en karakter og ¢ € L er
en k’te enhedsrod (hvor k |n). Vis, at hvis x induceres af en karakter x: (Z/k)* — L*, sder
(x,¢) = (p(n)/ek))T (X, ¢). Vis, at hvis x ikke er induceret af en karakter modulo k, s&
ert =0.

60. Antag, at { € L* er en primitiv n’te enhedsrod og at x : (Z/n)* — L* er en primitiv
karakter. Szt x*(a) = x(a)~! nir (a,n) = 1, og giv x (a) og x*(a) verdien 0, nir a ikke
er primisk med n. Specielt er sa ¢(n) = Y, o4, X (©)x*(c). Desuden er x*(a)t(x, ) =
t(x, ¢%) for alle a. Betragt Gauss-summerne T = 7(x, ¢) og T = t(x*, ¢~'). Gennemga
de enkelte skridt i fglgende udregning (hvor summerne er over alle restklasser modulo n):

Pm)TT* =Y X (OTOHLOX@OT(X*, ¢ =D T )T )

C

= > X(@x* BT = " x@x*b) Y ¢ =3 " x(@x*@n = pn)n.
a,b,c a,b c a
Ved division med ¢ (n) fas tt* = n. Der er en karakteristisk lille fejl i argumentet. Hvilken?

61. *Antag, at { € L* harorden n og at karakteren y : (Z/n)* — L* induceres af en primitiv
karakter modulo f, hvor f |n. Vis, athvis n/f er kvadratfriog (f,n/f) = 1,saertt* = f.
I alle andre tilfeelde er 7 = 0. [Vink: reducer til tilfeldet, hvor f er en primtalspotens.]

62. *Lad &: (Z/n)* — L* vare en karakter modulo n. Vis, at der findes en divisor f |n
med fglgende egenskab: x induceres af en karakter modulo f, og enhver anden divisor d |n
saledes, at x induceres af en karakter modulo d, er et multiplum af f. Tallet f kaldes fgreren

for x.
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63. Bestem de komplekse Gauss-summer t(x, ¢,) (hvor ¢, = e2mi/my nar (1) n = 4,
X = X—4,08(2)n =8, x = x3,0gndr (3)n =38, x = x-s.

64. Betragt for et ulige primtal p den komplekse Gauss-sum 7, = 7(Xp, {p), hvor x, er
Legendre-karakteren og ¢, = e?™i/P Bestem 7, for p = 3,5,7. [Vink: Ifglge resultatet
i noterne er det nok at bestemme fortegnet, men for p = 3 og p = 5 kan du da beregne
Gauss-summen direkte. ]

65. Betragt legemet L = [ med 11 elementer. Vis, at restklassen af 2 er en frembringer

for gruppen [F}|. Restklassen ¢ := [4] er derfor en primitiv 5’te enhedsrod i IFj;. Lad xs

vare Legendre-karakteren modulo 5. Bestem, i [F{, Gauss-summen 7 (x5, ¢). Check lige, at
2

7 =3.

66. Betragt et element & # 01 legemet L = [Fo9. Vis, at hvis 54 # 1, sa har 54 orden 7.

Vis, at ¢ := [16] har orden 7 i L*. Bestem, i [F>9, Gauss-summen 7 (x7, ¢). Check lige, at
2

o= -7.

67. Vis, at der bestemmes en karakter x : (Z/5)* — C*ved x(1) =1,x(2) =i, x(3) = —i,

x(4) = —1. [Vink: (Z/5)* er cyklisk, frembragt af restklassen af 2.] Bestem Gauss-summen

7 = t(X, {5). Check lige, at |t| = NG

68. Lad der vare givet et legeme L. Ved en karakter pa G, hvor G er en endelig abelsk

gruppe, forstas en homomorfi y : G — L*. Vis, at karaktererne pa G udggr en kommutativ

gruppe. Vis, at hver verdi x (g), for g € G, er en enhedsrod i L.

69. *Lad G vare en endelig gruppe og lad [ veere den maksimale elementordeni1 G. Antag, at

legemet L indeholder en primitiv /’te enhedsrod. Vis, at gruppen af alle karakterer x : G —

L* er isormorf med G. (Isomorfien er ikke kanonisk.) [Vink: Vis fgrst pastanden for en

cyklisk gruppe; brug struktursatningen i det almindelige tilfzlde.]

70. Er karaktererne x12 og x—12, svarende til Kronecker-symbolerne (75) og (=45). primitive

karakterer modulo 12? Vis, at der er 4 karakterer modulo 12. Hvorfor kan de naturligt

betegnes x1, x3, X—4 0g x127?

71. Vis, at restklassen ¢ := [2]3 har orden 12 i IFI*3. Bestem med denne enhedsrod Gauss-

summerne i [F|3 svarende til de 4 karakterer (1, x3, x—4 0g x12) modulo 12.

72. Bestem for n = 5 de komplekse Gauss-summer 7 (x5, {5) og T(x1, {5), hvor x5(a) = (%)

og x1 er den trivielle karakter modulo 5. Lad x| og x; betegne realdelene af {5 og {52. Udtryk

Gauss-summerne ved x; og x2, og brug resultatet til at bestemme x| (og dermed ¢s).
Besvar de samme spgrgsmal for n = 12.

73. Legemet [49 er beskrevet i (3.12): Elementerne har formen a + ib, hvor a, b € F; og

i’ = —1. Vis, at ¢ := 2i er en primitiv 12’te enhedsrod i F49. Bestem Gauss-summen

T = 1(x12, ¢) (hvor x12(a) er Kronecker-symbolet (%)), og dens kvadrat 2.

74. Legemet Fi er beskrevet i (3.11): Elementerne har formen a + b€ + c£2 + d&3, hvor
a,b,c,d € F, og 54 =1+&. Vis, at ¢ := 53 er en primitiv 5’te enhedsrod. Bestem
Gauss-summen T = 7(xs, ¢) (hvor x5(a) er Legendre-symbolet (%)), og dens kvadrat 2.

75. For hvilke b er tallet 15 et psp,-tal? Og for hvilke b er tallet 21 et psp,-tal? Generaliser
til tal af formen 3 p, hvor p er et primtal.
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76. Antag, at p og g :=2p — 1 er primtal, og s®t m = pq. Vis, at m er et psp,-tal, hvis og
kun hvis b er primisk med m og en kvadratisk rest modulo g. For hvor stor en del af b’erne
(modulo m) sker det?

77. Antag, at m er ulige og sammensat, at p er en primdivisor i m, og at (b, m) = 1.

(1) Vis, at hvis m er et pspj,-tal, sa er p™/P=1 =1 (mod p)-

(2) Vis, at hvis m = 3p (hvor p > 3), sa er m ikke et psp,-tal for b = 2,5, 7.

(3) Vis, at hvis m = 5p (hvor p > 5), sa er m ikke et psp,-tal for b =2, 3,7

(4) Bestem det mindste sammensatte psps-tal.
78. Betragt antallet af lgsninger til den diofantiske ligning x> + y? = k (dvs Igsninger med
x,y € Z). Det er velkendt, at antallet kan bestemmes ud fra primoplgsningen af k. Mere
precist: Antag, atk = 2'g}" --- g/ p"" - p{", hvor g; =3 (mod 4) og p; =1 (mod 4).
Da er antallet af lgsninger lig med 4V (k), hvor V(k) = (my + 1)---(mg + 1) hvis alle
eksponenterne ny, ..., n, er lige, og V(k) = 0 ellers. Vis, at V(k) = Zd|k x (d), hvor
x(d) = 0 hvis d er lige, og x(d) = (—1)“~D/2 hyis d er ulige. [Vink: x er multiplikativ.]
79. Vis, at Zkgn V(k) = ngn x(d)|n/d]. Vis, at 4 Zkgn V (k) + 1 er lig med antallet af
gitterpunkter i cirkelskiven bestemt ved x? + y? < n. Udled, at dacn X(d)n/d] ~ Tn.

Vis herved formlen 1 — % + % - = %.

80. Lad p > 2 veare et primtal. Vis, at hvis [a], frembringer (Z/p)*, sa er (%) = —1.
Vis, at hvis p er et Fermat-primtal, s gelder ogsa det omvendte. Vis, at hvis p ikke er et
Fermat-primtal, sa findes et tal a saledes, at (%) = —1 og [a], er ikke en frembringer for
(Z/p)*.

81. Vis, at restklassen g := [2]j9 er en frembringer for (Z/19)*. Bestem x saledes, at
[3l19 = g*.

82. Antag, atn = pq er produkt af to primiske pseudoprimtal p, g. Lad/ betegne det mindste
feelles multiplum af p — 1 og ¢ — 1. Vis, at x — x€ er en bijektiv afbildning Z/n — Z/n,
hvis og kun hvis (e, /) = 1.

83. Lad &, betegne gruppen af de permutationer af Z/n, der er af formen x — x°¢. Antag,
atn = 17 - 19. Bestem gruppen &,. Vis, at den maksimale orden af en permutation i &, er

12. Hvilken orden har permutationen x > x°.

84. Afhvilke grunde er RSA baseretpan = 31-61 endarligide? Oghvad medn = 257-163?

85. 1 (4.14) star der, for en karakter x: (Z/n)* — L* og en divisor d i n: ,Det er let at
se, at x induceres af en karakter modulo d, hvis og kun hvis x (a) = 1 for alle restklasser
a € U(d)“. (Herbestar U (d) af de primiske restklasser [a],, hvora =1 (mod d).) Hvilken
s@tning i noterne til Mat2AL/Alg2 giver umiddelbart dette resultat?

86. Herunder er en tabel over logaritmen med grundtal 2 for Z/19. Hvad betyder det?
1234567891011 |12)13]14][15][16]17]18
o1 ]mB|2[te[4a[6 |38 1712|155 |7 |11|4]10]9
Brug tabellen til at markere, i gverste rekke, frembringerne for (Z/19)*, og de kvadratiske

rester i (Z/19)*. Brug tabellen til at bestemme de inverse til restklasserne af 4 og af 6. Lgs

kongruensen 6(4x + 3)° = 8 (mod 19).
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87. Er det diskrete logaritme-problem (se (6.24)) trivielt, hvis gruppen E er gruppen C,, af
n’te enhedsrgdder i C?
88. Lad p > 2 veare et primtal. Vis, at hvis [a], frembringer (Z/p)*, sa er (%) = —1.
Vis, at hvis p er et Fermat-primtal, sa gelder ogsa det omvendte. Vis, at hvis p ikke er et
Fermat-primtal, sa findes et tal a saledes, at (%) = —1 og [al, ikke frembringer (Z/p)*.
89. Tabellen herunder er uddrag af en tabel med sgjler svarende til tallenen = 2, 3,4, ..., 22.
Under n i f@rste reekkke star i anden raeekke primoplgsningen af M, = 2" — 1, og i tredie
rekke de primtal p, for hvilke restklassen [2], har orden n i (Z/p)*. Forklar, hvordan man
kan fa tredie raekke ud fra tabellens anden raekke.

Kompleter tabellen, sa den indeholder resultaterne for alle n = 2,3,4,...,21. Duma
gerne overspringe de n, for hvilke M,, er et Mersenne-primtal. Det er nok, at du anfgrer
tabellens tredie rekke.

21314115 6 |...... 1 |...... 21
317 135031 (32.7]...... 23.89|......
37153t  |...... 23,89 |...... 337

[Vink: Du behgver i hvert fald ikke at beregne potenser af 2 stgrre end 2'°. Ultimativt
kan du faktorisere 2" — 1 ved at bruge, at 2" — 1 =[] din ®,(2), men du kan samend ngjes
med at bruge, at hvis n = gd er sammensat, sa er 24 _ 1 divisori 299 —1; ja, faktisk kan du
ngjes med at udnytte, at 224 — 1 = (24 — 1)(2¢ +1).]

Bestem det mindste primtal p, for hvilket der galder, at (%) = —1 og [2],’s orden er
mindre end p — 1.



