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Uge S.

Enkelte deltagere har formodentlig bemarket, at mit hab om at kunne laegge en ugeseddel
ud pa nettet inden hver uges undervisning var ganske forfaengeligt: Denne ugeseddel til den
5. uge er faktisk den anden ugeseddel.

Kommentar. Alle (interessante) kommutative ringe kommer fra enten talteori (det er talrin-
gene) eller fra algebraisk geometri. Geometrisk opstar de sadan:

Lad k vare et fast legeme, og lad P = k[X1, ..., X, ] vere polynomiumsringen i n
variable. For hver delm@ngde FF € P kan man betragte m@ngden af nulpunkter for F, dvs
mangden af felles nulpunkter for polynomierne i F':

V(F)={a k" | f(a) =0foralle f € F},
og for hver delmangde W C k" kan man betragte idealet af polynomier, der er nul pa W':
JW)={feP| f(e)=0forallea € W }.

Med et enkelt punkt som W, altsa W = {«}, bestar idealet my, := J(«) af de polynomier, der
har o som nulpunkt. Det er et maksimalideal, nemlig kernen for den surjektive homomorfi
P — k bestemt ved f — f(a).

Til hvert polynomium f € P hgrer en polynomiumsfunktion fy pa W, nemlig funktionen
a — f(a) for ¢ € W. Ringen af polynomiumsfunktioner pa W betegnes Py (W); den er
gjensynlig billedringen ved homomorfien P — Fi (W) bestemt ved f — fy. Den kaldes
ogsa koordinatringen for W: Polynomiet X; giver jo som polynomiumsfunktion den i’te
koordinatfuntion o — «;, og Px(W) er delalgebraen frembragt af de n koordinatfunktioner.

Kernen for homomorfien f +— fy er J(W) (sa J(W) er et ideal). Isomorfisetningen en
isomorfi:

P/I(W) —> Pr(W).

Delmangder V C k™ af formen V = V(F) kaldes algebraiske mangfoldigheder. For
enhver delm®ngde F C P haridealet a := P F frembragt af ' de samme nulpunkter som F.
Enhver mangfoldighed V er altsa de flles nulpunkter for polynomierneietideal, V = V(a).
Ifglge Hilbert’s basissatning er hvert ideal i P endeligt frembragt, og det medfgrer sa, at hver
mangfoldighed i k" er de fzlles nulpunkter for endelig mange polynomier.

Det er let at indse, at

VOW(F)))) = V(F).

Derfor gelder for hver mangfoldighed V, at V. = V(J(V)). Man kan altsa velge idealet a
med V = V(a) sadan, at a = J(V). Med dette valg er k[ X1, ..., X,]/a = Pr(V).

De interessante ringe er sa koordinatringene Py (V) for mangfoldigheder (og mere generelt,
kvotientringe P /a for vilkarlige idealer) og deres brgkringe. Bemerk, at i en brgk a/s, for
a,s € Pr(V), er teller og nevner funktioner defineret pa V, og brgken bestemmier, i hvert
fald intuitivt, en funktion, defineret i de punkter, hvor n@vneren er forskellig fra 0.
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Hilbert’s Nulpunktssatning, version 2. Antag, at k er algebraisk afsluttet. Da har ethvert
maskimalideal i P formen m, med o € k". Alternativt: For hvert @&gte ideal a C P er

V(a) # 0.

Bevis. Lad m C P vare et maksimalideal. Da er kvotienten K := P/m et legeme, og det
vides fra Version 1 af Nulpunktss@tningen, at K har endelig dimension over k. Da k er
algebraisk afsluttet, fglger det, at K = k eller, mere pracist, at k — K er en isomorfi. Der
findes altsa elementer «; i k, som afbildes pa restklasserne af X; modulo m. Men det betyder,
at den kanoniske afbildning P — P /m har formen f — f(«), og vi far den gnskede lighed
m=J(a) = m,.

For at indse @&kvivalensen af de to formuleringer er det nok at bemarke, at der gjensynlig
for hvert ideal a og o € k" gelder:

aCmy < o< V(a). i

Hilbert’s Nulpunktssatning, version 3. Antag, at k er algebraisk afsluttet. Da galder for
hvert ideal a C P, at
J(V(a)) = Rad(a).

Bevis. Antag, ata = (f1,..., f,). S&t V :=V(fi,..., fy). Hvis f¥ € (f1,..., f),sder
f@)N =0fora € V,ogsderogsi f(a) =0fora € V;altsder f € J(V). Hermed er
., bevist.
Antag omvendt, at f € J(V), altsa at f(a) = O for « € V. Betragt folgende ideal i
k[X1,...,Xn, T
b:=(f1,..., fr, 1 =TFf).

Det pésts, at V(b) = . Antag nemlig, at («, B) € k"' er nulpunkt for b. Sder fi, ..., f,
nul i punktet, dvs fi(@) = --- = f,(0) = 0,0gsaera € V. Da f € J(V), fglger det,
at f(a) = 0. I punktet («, B) far polynomiet 1 — 7 f, derfor verdien 1, i modstrid med at
punktet («, B) var et nulpunkt for alle polynomier i b.

Da V(b) = 0, fglger det af Version 2, at b = k[Xy,..., X,,, T], altsda at 1 € b. Derfor
findes polynomier G; € k[ X1, ..., X,, T]fori =0, ..., r saledes, at

l=Gifi+ -G fr + Go(1 =Tf).

De to sideridenne ligning er to polynomieri P[T]. Vikandanne brgkringen Py = P[1/f], 0g
heri kan vi evaluere de to polynomier for 7 = 1/f. Bemark, at faktoren 1 — 7 f forsvinder
ved evalueringen. De gvrige led pa hgjresiden vil indeholde varierende potenser af 1/f.
Multiplicer den opnaede ligning med en stor potens af f. Sa fremkommer gjensynlig en
ligning i P af fglgende form:

N=gifi+-+gf

Altsa er f € Rad(a). Hermed er den omvendte inklusion, og derfor den pastdede lighed,
bevist. a
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