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4. obligatoriske prgve i KomAlg

Prgven bestar af seks spgrgsmal, der alle skal besvares. Besvarelsen afleveres senest onsdag
den 2/11 ved @velserne.

. Bestem for R = Z og a = (24) Hilbert—-Samuel-polynomiet x, » for M = Z. — Og for
M =7/97,0g M = 7Z/10Z og M = Z/11Z.

. Lad ¢ vaere en endomofi i modulen M, dvs en line@r afbildning ¢: M — M. Vis, at keden

af kerner er stigende: Ker ¢ C Ker <p2 C Ker (p3 C ..., og at keeden af billeder er dalende:
oM D (pzM D) (p3M D ---. Vis, at der findes et kommutativt diagram med exakte rekker,
0— > Kerg — M~ wo"M —+ 0

wl

0 — Kerg"! —> M X "ty —— 0.

Slut heraf, at Ker ¢" = Ker ¢"*!, hvis og kun hvis restriktionen ¢ : ¢" M — ¢ M er injektiv.
Antag nu, at (mindst) et af billederne ¢' M har endelig l&ngde. Vis, at nar n > 0, sa er
restiktionen ¢: 9" M — ¢" M bijektivog M = Ker ¢" & ¢" M.

. Lad a € R vere et ideal, og lad M vare en R-modul. Vis, at Supp(M /aM) € Supp M N
Supp(R/a), og at lighed gelder, nar M er endeligt frembragt. [Vink: Brug Nakayama’s
Lemma.]

. I R :=k[X, Y] (k er et legeme) betragtes primidealerne ¢ = (0), p := (¥Y) ogm := (X, Y),
og kvotienten M := R/p som R-modul. Bestem brgkmodulerne M, M,, og My,, og deres
Krull-dimensioner.

. Vis iringen R := Zs), at idealet (0) og potenserne (5") forn = 0,1, 2, ... er samtlige
idealer.

. Antag, at R er et integritetsomrade. Vis, at et ikke-konstant polynomium f € R[X] ikke kan
vare helt over R. Antag, at k er et legeme, og at f1, ..., f, er polynomierik[7]. Hvad kan
du sige om dimensionen af k[ f, ..., f]?
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